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Szanowni Panhstwo,

Program wyktadu logiki dla informatykéw nie jest trudny — w nastepnych se-
mestrach bedziecie Pahstwo stuchali duzo trudniejszych wyktadéw. Mimo to co roku
znaczna czes€ studentdw nie zdaje egzaminu z logiki.

Jednym z powoddw niepowodzenia na egzaminie jest to, ze jest to dla Was pierw-
szy w zyciu wyktad akademicki, w ktérym pojawia sie duza liczba nowych pojec. Poje-
ciate, na og6t dosyt abstrakcyjne, pojawiaja sie licznie na kazdych zajeciach. Trzeba
sie ich wszystkich nauczy€. Nauczyt — to malo, gdyz matematyka nie polega na wy-
konywaniu mniej lub bardziej skomplikowanych rachunkéw, lecz na przeprowadzaniu
rozumowabh. Dlatego jest bardzo wazne, byscie nie tylko je znali, ale i dobrze rozu-
mieli. Wyktad ma Wam w tym pomac, ale wielu z Was nie zdota na samym wyktadzie
opanowac catego materiatu. Na wyktadzie nie nauczycie sie tez sprawnie postugi-
wat wprowadzonymi pojeciami. Dlatego musicie systematycznie pracowa¢ w domu.
Jesli przed zajeciami przypomnicie sobie wcze$niej wprowadzone definicje, zwigk-
szycie swoje szanse na zrozumienie nowego materiatu. Jesli natomiast nie bedziecie
znat wczesniej wprowadzonych pojet, bedziecie z duzym prawdopodobiehstwem sie-
dzie¢ na wyktadzie, jak na tureckim kazaniu. Jezeli przyswojenie nowych pojec spra-
wia Wam trudné¢, radze takze przed wyktadem przejrzet podane w przygotowanych
przez nas notatkach definicje, ktore dopiero zostana na zajeciach wprowadzone. By¢
moze czytajac je po raz pierwszy przed wyktadem nie potraficie ich w pelni zrozumiet,
ale gdy je wczesniej przeczytacie, wyniesiecie z wyktadu znacznie wigecej. Poza tym
bedziecie przed zajeciami wiedzie€, czego nie rozumiecie i 0 co na wykfadzie zapytac.

Od wielu lat wszystkim studentom zaczynajacym studia powtarzam to, co napi-
salem w poprzednim paragrafie. Niestety z marnym skutkiem. Co roku w drugiej po-
towie semestru okazuje sig, ze znaczna czest studentéw nie rozumie wyktadu, bo nie
pamieta wczesniej wprowadzonych definicji i nie zna treSci udowodnionych wcze-
Sniej twierdzeh. Co roku mniej niz potowa studentéw zdaje egzamin z logiki. Bardzo
nas to martwi. Chcielib§my, aby znaczna wigkszost z Was mogta ukohczyt studia.
Dlatego aby Was zdyscyplinowat i zmusi¢ do systematycznej pracy wprowadzamy
opisane w regulaminie zajet rygory (punktowy system zaliczania twiczeh, kartkdwki,
egzamin potéwkowy itd.). Ich celem nie jest uprzykrzenie Wam zycia, ale zwiekszenie
szansy na to, ze zdacie egzamin.

Leszek Pacholski
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Informacje ogolne

A.1l. Program wykfadu

Poniewaz przedmidtogika dla Informatykowest obowiazkowy, jego program
jest ustalony wProgramie Studiéw Informatycznych na Uniwersytecie Wroctawskim
z 17 czerwca 1997 z pdézniejszymi zmianami, dostepnym m. in. w sekretariacie In-
stytutu Informatyki, pok. 29 i — w wers;ji elektronicznej — pod adresem:

http://www.ii.uni.wroc.pl/program/

A.2. Zapisy na zajecia

W zajeciach moga uczestnidzgarowno studenci studiow magisterskich, jak i li-
cencjackich. Na zajecia nalezy sie zapigainternetowym systemigapisy dostep-
nym pod adresemapisy.ii.uni.wroc.pl. Zadeklarowanie przedmiotu w syste-
mie Zapisyjest forma umowy pomiedzy studentem i uczelnia. Student zobowiazuje
sie uczeszcZana zajecia, uczelnia g&obowiazuje sig je prowadziocent studenta
po ich zak@éczeniu. Dlatego do egzaminu beda mogly przystgglynie osoby za-
pisane na wyktad, a zaliczenisviczeh beda mogly uzyskajedynie osoby zapisane
nacwiczenia.

Chociaz w systemi@apisyprowadzacy sa dla porzadku przypisani do poszcze-
goélnych gruptwiczeniowych, jednak w kolejnych tygodniach maja zajecia z réznymi
grupami. Dlatego przy wyborze grupy nie nalezy sie kietonazwiskiem prowadza-
cego, gdyz kazdy student bedzie miat przecietnie &aiczenia z kazdym z prowa-
dzacych.

Jedna z grugwiczeniowych jest oznaczona jakpupa zaawansowando tej
grupy powinni sie zapisastudenci o wigkszych zdol&oiach i aspiracjach matema-
tycznych. Rozwiazuje sie w niej nieco trudniejsze (ale i ciekawsze) zadania i wymaga
od studentéw nieco wigkszej samodzigdoib Przytoczone na nastgpnych stronach
Zasady prowadzenia i zaliczania Ewiczsgtycza jedynie grup podstawowych. Spo-
séb zaliczani&wiczeh w grupie zaawansowanej jest ogtaszany przez prowadzacego



X A.3. Obsada zaje¢ i konsultacje

te Ewiczenia i nie jest opisany w niniejszych notatkach. Rotacja prowadzacych nie
obejmuje grupy zaawansowane;j.

A.3. Obsada zaje ¢ i konsultacje

Obsada zafgdydaktycznych jest ogloszona®erminarzu zaje@a dany rok aka-
demicki, dostepnym pod adresem

http://www.ii.uni.wroc.pl/~pacholsk/logter.phtmi

Kazdy student ma niepodwazalne prawo do bérpdniej rozmowy z prowadza-
cymi na temat zafg w ktérych uczestniczy. Uwazamy, ze z takich spatka kon-
sultacji, studenci korzystaja nawet zbyt mato. Serdecznie zapraszajac na konsultacje
mamy jednak prébe, by przestrzegaistalonych przez prowadzacych zasad. Kazdy
pracownik dydaktyczny wyznacza dwie godziny w tygodniu, w czasie ktérych jest
do dyspozycji studentéw. Poszczegolni prowadzacy ustalaja takze inne sposoby kon-
sultacji. Pracownicy spedzaja w Instytucie znacznie wigcej czasu, niz podane dwie
godziny, ale poza dydaktyka wykonuja tez wiele innych prac. Dlatego prosimy trak-
towat ze zrozumieniem ogloszenia typu ,prosze studentéw o nieprzychodzenie poza
godzinami konsultacji”. Préba o respektowanie podanych terminéw dotyczy szcze-
golnie spraw technicznych, takich jak reklamacje dotyczace rankingu, czy wpisy ocen
do indeksow. Studentéw zapisanych na przedmiot jest ponad stu, a prowadzacy — je-
den. Nie chcemy, zeby studenci odsliavrazenie, ze prowadzacy staraja sie od nich
izolowat. Chodzi tylko o to, by nasze kontakty z duza liczba studentéw przebiegaty
sprawnie i nie dezorganizowaly naszej pracy w Instytucie.

Godziny konsultacji mozna znalem. in. w Terminarzu zaje¢ na stronach do-
mowych prowadzacych.

Poza prowadzacymi wyktad, repetytoriuntwiczenia, zajecia obstuguje takze
sekretarz dydaktycznipo jego zada nalezy m. in. przygotowywanie rankingdmi-
czeh i wyliczanie ocen kacowych. Wszelkie problemy techniczne dotyczace punk-
tacji za zadania, zadania domowe i kartkdwki prosze @it nie z prowadzacymi
twiczenia, lecz bezpednio u sekretarza dydaktycznego w podanych przez niego
terminach.



Literatura

Podstawowym podrecznikiem do wyktadu jest skrypt:

1. Jerzy Tiuryn Wstep do teorii mnogei i logiki, ktory mozna zakujgiw sekre-
tariacie Instytutu, pok. 29 lub wypozyczyv bibliotece Instytutu (10 egzem-
plarzy, sygnatury: S.3315, S.3316, S.3317, S.3318, S.3319, S.3320, S.3321,
S.3322, S.3323, S.3324). Wersja elektroniczna jest dostepna pod adresem:

http://www.mimuw.edu.pl/~tiuryn/

Sparad licznych podrecznikéw dostepnych w bibliotekach i ksiegarniach warto
wymienic:

2. Kazimierz KuratowskiWstep do teorii mnodsei i topologii PWN, Warszawa,
1982. Krotkie wprowadzenie do teorii mnagm. W bibliotece Instytutu jest
10 egzemplarzy, sygnatury: 11 1310, 11 1373, 11 5874, Il 4609, Il 8355, S.3285,
S$.3382, S.3395, S.3410 oraz tlumaczenie angielskie: I 116.

3. Kazimierz Kuratowski, Andrzej MostowsKieoria mnogéci, PWN, Warsza-
wa, 1978. Obszerny wyktad teorii mnagm. W bibliotece Instytutu sa dwa
egzemplarze, sygnatury: 1l 286, |11 8358.

4. Wiktor Marek, Janusz OnyszkiewicEJementy logiki i teorii mnogeci w za-
daniach PWN, Warszawa, 2000. Obszerny zbiér prostych, typowychfzada
W bibliotece Instytutu jest 12 egzemplarzy, sygnatury: 11 2463, |1 1180, 11 6859,
S.2752, 118231, S.3156, S.3157, S.3158, S.3159, 11 8334, S.3207, S.3208.

5. Helena RasiowaWWstep do matematyki wspéiczesdVN, Warszawa, 1999.
Klasyczny podrecznik podstaw logiki i teorii mnogm. W bibliotece Insty-
tutu jest 14 egzemplarzy, sygnatury: S.2529, S.2687, | 7767, | 8144, S.3127,
S.3128, S.3129, S.3164, S.3165, S.3166, S.3204, S.3205, S.3206, S.3242.
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6. Kenneth A. Ross, Charles R. B. Wrighilatematyka dyskretpd@WN, War-
szawa, 1986. Wbrew tytutowi ksiazka zawiera sporo elementarnie wytozonego
materiatu z logiki i teorii mnogsci. W bibliotece Instytutu jest 16 egzempla-
rzy, sygnatury: S. 2936, S. 2937, S. 3301, S. 3302, S. 3303, S. 3304, S. 3305,
S. 3338, S. 3339, 11 7922, 11 8535, 11 8582, 11 8890, 11 8891, 11 8954 i Il 8955,
oraz oryginat angielskilfiscrete MathematicsPrentice Hall, 1988): Il 7074
i11'7133.

7. Jerzy Stupecki, Ludwik BorkowskiElementy logiki matematycznej i teorii
mnogdé&ci, PWN, Warszawa, 1963. W bibliotece Instytutu sa trzy egzemplarze,
sygnatury: S. 804, S. 3571 S. 3572.



Zasady prowadzenia
i zaliczania ¢wiczen

Ponizszy regulamin dotyczy jedynie zaj@ grupach podstawowych i nie obej-
muje grupy zaawansowane;.

C.1. Wstep

Zasadniczym celerowiczeh z przedmiotlLogika dla informatykévjest utatwie-
nie studentom samodzielnej pracy nad opanowaniem materialu w czdsgd se-
mestru Ocena Zwiczeh jest ocena jak&i i intensywn@&ci pracy studenta w trakcie
semestru, w odroznieniu od egzaminu z przedmiatgika dla informatykéwktory
ocenia stan wiedzy studenta w chwili zdélkzenia semestru.

Wyktadowca ogtasza z odpowiednim wyprzedzeniem numeryfzadaiejszego
zbioru. Studenci rozwiazuja podane zadaamodzielnie w domudezeli student ma
watpliwosci i chciatby je skonsultowaz prowadzacym, powinien to uczynv czasie
godzin konsultacji prowadzacego. Zaktada sie przy tym, ze studenci beda diazy
pewnej samodzielrszi w pracy nad opanowaniem przedmiotu. Zacheca sig takze
studentow do wspolnej nauki.

Podstawa do wystawienia oceny jest liczba zadah, ktére student rozwiazat w trak-
cie calego semestrij pomijajac wyjatkowe przypadki, ocena zalezy w sposob li-
niowy od tej ilasci. Prowadzacy spotyka sig ze studentami regularngsviezeniach,
aby ustalt faktyczna liczbe zaderozwiazanych przez kazdego studenta. Dlatego po-
mimo iz na zajeciach powinna pandvewobodna atmosfera, nie nalezy zaporajna
ze kazde€wiczenia sa w istocisprawdzianemwiedzy studentéw. Prezentowanie roz-
wiazah na tablicy catej grupie studentéw ma takze walor dydaktyczny, pozwala bo-
wiem osobom ktére nie poradzity sobie z zadaniem na poznanie jego wzorcowego
rozwiazania (z okrglonych nizej zasad szczegoétowych wynika, ze rozwiazanie pre-
zentuja jedynie studenci dobrze przygotowani). Ocena studenta jest bezwzgledna,
tj. niezalezna od osiagrignnych uczestnikéw zage



Xiv C.2. Szczegdtowe zasady prowadzenia zaje¢

Numery zada obowiazujacych na nastepny tydzisa ogtaszane na wyktadzie.
Sa one takze wymienione Werminarzu zajeta dany rok. Podczas calego semestru
jest prowadzony rankingwiczeh zawierajacy zestawienie aktualnie zdobytej liczby
punktow przez kazdego studenta i prognoze oceigéaej. Po zakibczeniu seme-
stru ranking zawiera ostateczne wynéwiczen. We wszelkich sprawach dotycza-
cych liczby zdobytych punktéw i zadadomowych studenci winni zgtaszaie do
sekretarza dydaktycznego w czasie jego godzin konsultaciji.

Na kazde z okoto 13 zajezadaje sie przecigetnie 8 zadaV semestrze zadaje sie
wiec do rozwiazania okoto stu zatlaNiniejsze notatki zawieraja 822 zadania, a wiec
spory nadmiar. Zacheca sie studentéw do rozwiazywania takze pozostatyéh zada

Data ogtoszenia ocen@viczeh jest podana vWerminarzu zaje€Tego samego
dnia w podanych godzinach studenci winni p&gyglo sekretarza dydaktycznego ce-
lem uzyskania wpiséw do indeksow. W tym terminie bedzie tez moznasniga
wszelkie problemy dotyczace liczby zdobytych punktéamdczen. Wpisy zaliczé
do indeksOw w innych terminach nie beda dokonywane.

Pierwszetwiczenia w semestrze nie sa punktowane. Na zajeciach sa rozwiazy-
wane zadania z rozdziatu 0 niniejszych notatek.

C.2. Szczeg6towe zasady prowadzenia zaje €

1. Co najmniej na trzy dni (zwykle na tyd#ig przed zajeciami jest ogtaszana
(w trakcie wyktadu, w gablocie w hallu, na stronie WWW wyktfadu itp.) li-
sta numeréw zadraz niniejszego zbioru. N&wiczeniach sa rozwiazywane
wybrane zadania z tej listy. Prowadzacemu pozostawia sie decyzj&mdno
wyboru zada do rozwiazania.

W roku akademickim 2004/5 bedzie wdrazany elektroniczny system zgtaszania
zada. Decyzja 0 wyborze tego systemu lub powrocie do tradycyjnego sposobu de-
klarowania zad@a zostanie podjeta w odpowiedniej chwili i ogloszona na wyktadzie.
W zaleznéci od tej decyzji bedzie obowiazywat jeden z ponizszych punktéw 2a
lub 2b.

2a. Przed rozpoczeciem z@jstudent wypetnia kupon wpisujac numery zaddi-
sty, ktére potrafi rozwiazal Kartka powinna bg wypetniona czytelnie, zawie-
rat date, jednoznacznie wpisane numery féaaaz imie i nazwisko studenta.
Bezparednio po wdjciu do salicwiczeniowej prowadzacy zajecia zbiera ku-
pony. Gdy prowadzacy przychodzi do sali Ewiczeniowej, kupony powinny byt
juz wypetnione przez studentdéw tak, by mogly by€E natychmiast zebrane i by

1Gotowe kupony mozna wydiaz ostatnich stron niniejszej ksiazeczki.
2Niedopuszczalne sa sformutowania typu ,pierwszastzadania 7” itp. Zadanie jest niepodzielna
catcscia a deklaracja studenta powinna lidnoznaczna: tak lub nie.
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2b.

6.

prowadzacy nie musiat opézniat rozpoczecia zaje€¢ oczekujac na wypetnienie
kuponow.

Przed rozpoczeciem z@jstudent taczy sie przy pomocy przegladarki interne-
towej z serwerem systemu deklaracji znajdujacym sie pod adresem

http://www.ii.uni.wroc.pl/deklaracje/

i wypetnia elektroniczny formularz zgtoszenia zadbla pig minut przed roz-
poczeciem zafg przyjmowanie deklaracji zostaje wstrzymane, a prowadzacy
otrzymuja wydruk wypetnionych kupondw.

. Po rozpoczeciu zafedokonywanie jakichkolwiek zmian w tsei ztozonych

deklaracj? jest niemozliwe.

. Rozwiazanie danego zadania na tablicy przedstawia jedna z osob, wybrana

przez prowadzacego, ktdra zgtosita gotéweozwiazania tego zadarfiaPro-
wadzacy ma prawo przer@asobie referujacej w dowolnym momencie i po-
prost inne osoby, ktére zgtosity gotowbrozwiazania danego zadania, o kon-
tynuowanie?

. Na kazdych zajeciach student zdobywa liczbe punktéw réwna sumie warto-

§ci zada, ktore zgtosit do rozwiazania z listy przewidzianej na dane zajecia,
z wyjatkiem przypadkow opisanych w punktach 81 9.

W ciagu semestru student ma obowiazek dostdrepywiazania dwoéch za-

dah domowych. Na kazdych zajeciach prowadzacy wyznaczaja po okoto trzy
osoby w kazdej grupiéwiczeniowej. Te osoby maja obowiazek przysgi@a
nastepn&wiczenia prace pisemna, napisana czytelnie na arkuszu papieru for-
matu A4 lub wydrukowana na komputerze. Zadania domowe maja rozwina
u studentow zdolr&t jasnego, precyzyjnego i czytelnego redagowania rozwia-
zah zadd@. Za prace mozna otrzyraad 0 do 5 punktéw. Oceniona praca jest
zwracana autorom w kolejnym tygodniu. Zadania sprawdza sekretarz dydak-
tyczny.

SNp. prasby o wycofanie lub dopisanie jakiegaadania.

4Niniejsze regulacje nie ustalaja sposobu wyboru tej osoby. Moze mibkonany losowo. Prowa-
dzacy moze tez np. cgeiej wybier& osoby, ktére w przesziai nie poradzity sobie, mimo zadeklarowanej
checi, z rozwiazaniem zadania na tablicy. Moze réwniez przedstamiviazanie tego zadania samodziel-
nie albo pozostawito rozwiazanie ochotnikowi.

SNiniejsze regulacje nie precyzuja postepowania w sytuacji, gdy nastepna osoba stwierdzi, ze jej sposob
rozumowania jest zupetnie inny. Moze woéwczas rozpoceéerowanie rozwiazania od poczatku. Decyzja
nalezy do prowadzacego.
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C.2. Szczegdtowe zasady prowadzenia zaje¢

7.

10.

punkty ‘ ocena‘

—00 + 74 ndst
75+ 87 dst
88+ 100 | dst+

101+ 113 db
114+~ 126 | db+
127+ +o0c0 | bdb

Tablica C.1. Sposo6b przeliczania liczby punktdéw na ocergaczen

Student powinien zrtadefinicje wprowadzanych na wyktadzie pojesformu-
towania podstawowych twierdae Oczekujemy, ze przed kazdym wyktadem
i kazdymi Ewiczeniami studenci beda przypominsobie wczeniej poznany
materiat. Aby utatwé studentom systematyczne powtarzanie \8ni&g pozna-
nego materiatu¢wiczenia moga rozpoczyaaie od bardzo prostej kartkéwki
sprawdzajacej znajorso poje& wprowadzanych na wyktadzie oraz podstawo-
wych faktow (wedtug niniejszych notatek do wyktadu). Za znajémdefini-

cji i podstawowych twierdze — czyli za poprawna odpowiedz na wszystkie
pytania zadane w kartkdwce — student otrzymU@epunktow. W semestrze
odbedzie sie okoto czterech kartkéwek.

. Jezeli podczas przedstawiania rozwiazania na tablicy okaze sig, ze student po-

petit btad (np. przeoczyt trudi$d lub zle zrozumiat trf§€ zadania) i nie jest

w stanie rozwiaz@ poprawnie tego zadania, nie otrzymuje punktéw za to za-
danie i dodatkowo traci dwa razy tyle punktéw, ile mozna byto zéateyyjego
poprawne rozwiazanie.

. Jezeli okaze sig, ze studersivdiadczyt nieprawde i nie umie w ogole rozwia-

zeC zadania lub nawet nie rozumie jegoste traci wszystkie punkty zdobyte
danego dnia oraz dodatkowo 10 punktbW/ ten sam spos6b jest traktowany
student, ktéry nie przyniést pracy domowej, opisanej w punkcie 6.

Liczba punktéw uzyskana przez studenta w ciagu catego semestru jest suma
liczby punktow zadeklarowanych raviczeniach (wraz z otrzymanymi punk-
tami karnymi), punktdw za zadania domowe i punktow z kartkbwek. Ocena
kohcowa z zajé jest wystawiana na podstawie tej liczby, wedtug tablicy C.1.

67 punktu widzenia intereséw studenta okazuije sie krytyczne rozréznienie miedzy tym punktem i po-
przednim. Niestety, mimo jasnego sformutowania, chodzi tu o kwestie merytoryczna co do ktérej podanie
Scistego algorytmu postepowania jest niemozliwe. Rozr6znienie to pozostaje do decyzji prowadzacego.
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W ciagu semestru do rozwiazania zostana przedstawione zadania o tacznej licz-
bie punktéw nie mniejszej niz 104. Oznacza to, ze facznie z punktami za zada-
nia domowe (10) i za kartkéwki (40) mozna uzysél@ najmniej 154 punkty.

11. Ocena kdcowa nie podlega poprawianiu po zakaeniu semestru. Nie ma
kolokwiéw poprawkowycH.

12. Studenci po zapisaniu sie do greyiczeniowych nie moga ich zmieriiamimo
iz wszystkie zajecia odbywaja sie w tym samym czasie.

13. Podczas referowania zadgarzy tablicy student nie moze ngi@rzy sobie no-
tatek.

7Student powinien mizswiadomét, ze zajé mozna nie zalicZy. W szczegéIngci utrata punktéw
zgodnie z paragrafem 9 moze jednoznacznie i nieodwotalnie lst@eenta na niezaliczenie zajgko-
nieczn&t powtarzania przedmiotu w nastepnym roku lub Slaeie z listy studentéw.






Egzaminy

Ocena, jaka student otrzymuje z przedmiotu, jest wynik egzaminu zasadniczego.
W razie otrzymania oceny niedostatecznej student ma prawo praysi@pigzaminu
poprawkowego.

W razie przytapania ngciaganiu podczas ktorejkolwiek &g egzaminu student
otrzymuje oceng niedostateczna. Ocena ta jest ostateczna i nie podlega poprawianiu,
a sprawa tego studenta jest kierowana do Dziekana.

Na egzamin nalezy przyrse przybory do pisania (pioro, dtugopis) i dowolny
dokument ze zdjeciem w celu potwierdzenia tozssengdowod osobisty, paszport,
legitymacja studencka, indeks itp). W trakcie egzaminu indeksy nie beda zbierane.
Uzywanie notatek i wlasnego papieru jest niedozwolone. Wnoszenie toreb, wierzch-
nich okng i wszelkich innych ruchon&ei na sale egzaminacyjna jest niedopusz-
czalne. Studenci powinni pozostanye np. w szafkach w szatni. Stréj &dietny na
egzaminie nie jest wymagany.

Zar6wno za egzamin zasadniczy (dwuazewy), jak i poprawkowy (jednocze-
§ciowy) mozna otrzymaod —100 do 100 punktow. Jezeli punktacja za zadanie eg-
zaminacyjne wynosi, znaczy to, ze za rozwiazanie tego zadania mozna otrzyma
od —n don punktéw. Punkty ujemne beda przyznawane za umieszczenie w rozwiaza-
niu odpowiedzi kompromitujaco fatszywych. Za brak rozwiazania zadania otrzymuje
sie 0 punktow. Liczba punktow mozliwych do zdobycia na egzaminie moze osta
zwigkszona poprzez dodanie zad@mnusowych.

Do wynikow egzaminu zasadniczego i poprawkowego dolicza sie punkty bonu-
sowe za zaliczeniéwiczen. Liczba punktéw bonusowych jest &aga catkowita ilo-
razu:(C —75)/10, gdzieC oznacza catkowita liczbe punktéw uzyskanych na zalicze-
nie twiczen w semestrze bezprednio poprzedzajacym egzam@sobom, ktére za-
liczyly Ewiczenia w poprzednich latach punktow bonusowych sie nie dolicza. Studen-
tom odbywajacym ¢wiczenia w grupie zaawansowanej punktéw bonusowych sig nie
dolicza.Punkty z egzaminu zasadniczego i poprawkowego przeliczaja sie na oceny
zgodnie z tablica D.2.

Terminy egzaminéw, miejsca ich przeprowadzenia, przydziat studentéw do sal,
terminy ogtoszenia wynikéw oraz miejsca i terminy konsultacji poegzaminacyjnych
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punkty ‘ ocena‘

—100=+ 49 ndst
50+ 59 dst
60 - 69 dst+
7079 db
80+ 89 db+
90+ +oo | hdb

Tablica D.2. Sposoéb przeliczania liczby punktéw na ocene z egzaminu

sa podane werminarzu zajecWszelkie watpliwgci dotyczace sposobu oceniania
egzaminu i otrzymanych ocen studenci powinni véyjiet w trakcie konsultacji po-
egzaminacyjnych. W czasie konsultacji po egzaminiadasvym i poprawkowym
studenci winni zgtod sie z indeksami i kartami zalicaecelem otrzymania wpisu
oceny do indeksu. Wpisy do indeks6w i konsultacje dotyczace wynikéw egzaminéw
w innych terminach nie beda dokonywane.

Tres&t zad#@ egzaminacyjnych oraz wyniki egzaminéw sa ogtaszafienminarzu
zajetpo zakaczeniu egzaminu.

D.1. Egzamin zasadniczy

Ocena z egzaminu zasadniczego jest wystawiana na podstawie sumy punktéw
z dwoch egzaminéw — potéwkowego i Roowego — i punktow bonusowych. Eg-
zamin potéwkowy odbywa sie w potowie semestru, egzaminckavy z& w sesiji
zimowej. Na egzaminie potéwkowym mozna zdélgo 40 punktéw, na egzaminie
zasadniczym Z60 punktoéw. Zakres materiatu na egzaminie potéwkowym obejmuje
zajecia poprzedzajace egzamin. Zakres materiatu na egzamimgewym obejmuje
caly semestr.

W razie nieobecn&ci na egzaminie potéwkowym lub koowym spowodowa-
nej choroba student ma obowiazek dostatezgzaminatorowi (osobtie, poczta lub
przez osoby trzecie) zwolnienie lekarskie w ciagu trzech dni liczac od dnia egzaminu.
Nieusprawiedliwiona w ten sposdb nieobeshetudenta na ktérejkolwiek czei eg-
zaminu zasadniczego jest rbwnoznaczna z uzyskaniem zerowej liczby punktéw z tego
egzaminu. W szczegdlnych przypadkach decyzje o usprawiedliwieniu niedimécno
na egzaminie moze podjdziekan.
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D.1.1. Egzamin potéwkowy

Wszyscy studenci zapisani na przedniiogika dla Informatykéwnaja obowia-
zek stawt sie na ten egzamin.

W razie usprawiedliwionej nieobecsu na egzaminie potdwkowym catkowita
liczbe punktéw z egzaminu zasadniczego oblicza sie na podstawie wynikéw egza-
minu kahcowego, mnozac liczbe zdobytych na nim punktéw przez 10/6.

D.1.2. Egzamin ko hcowy

Do egzaminu kicowego moga przystapjedynie osoby, ktdre uzyskaty zalicze-
nie twiczen. Wszyscy studenci zapisani na przedmiot ,Logika dla Informatykow”,
ktérzy uzyskali zaliczeniéwiczen, maja obowiazek stawisie na ten egzamin.

W razie usprawiedliwionej nieobecsc na egzaminie Kicowym egzaminator
ustali dla danej osoby inny termin egzaminu w sesji zimowe;.

D.2. Egzamin poprawkowy

W razie otrzymania oceny niedostatecznej z egzaminu zasadniczego student przy-
stepuje do egzaminu poprawkowego w sesji poprawkowej.

Nieobecn&t na egzaminie poprawkowym (niezaleznie od przyczyn — usprawie-
dliwionych badz nie) jest rownoznaczna z uzyskaniem oceny niedostatecznej z tego
egzaminu. Ocena z egzaminu poprawkowego nie podlega poprawianiu.
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Notacja matematyczna

Matematycy uzywaja liter pochodzacych z r6znych krojow pisma i ré6znych alfa-
betow. Ponizej sa zebrane alfabety uzyte w niniejszych notatkach.

Pismo taci fniskie, gotyckie, blokowe i kaligraficzne

abcdefghijklmnopgrstwwxyz
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY Z
abcdefghijtlmnopgrstuvrory;
ABCDEFEHNTIJRLMNOPONRGCTULWXY 3
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY Z
ABCDEFGHIITKLMNOPOQRSTUVWXY Z

Alfabet grecki

Niektdre mate litery greckie maja dwa warianty pisowni. Przewaznie uzywa sig
pierwszego z podanych.

A a alfa I 1 jota P p,0 roO

B S beta K « kappa ¥ o,¢ Sigma
r y gamma A2 lambda T ¢ tau

A 6 delta M u mi T o ypsilon
E ¢,¢ epsilon N v ni D p,p fi

zZ ¢ dzeta = & ksi X chi

H » eta O o omikron Y w  psi

® 6,9 teta I z,w pi Q w omega

Alfabet hebrajski
Z alfabetu hebrajskiego uzywamy pierwszej litéryktora nazywa sialef.



Zadania na dobry poczatek

Zadania z biezacego rozdziatu sa rozwiazywane na pierwsayiczeniach w se-
mestrze. Zadatych nie deklaruje sig i nie sa one punktowane.

Zadanie 1. Oto przyktady trzech wnioskoviigprzez indukcje:

1. Pokaze, ze wszystkie liczby naturalne sa parzyste. O&zyefd jest liczba parzy-
sta. Niechn bedzie dowolna liczba naturalna i zatozmy, ze dla wszystkich n,
k jest parzyste. Niech; i ny bedzie dowolnym rozbiciem liczby na sume liczb
mniejszych (tznn = n1 + ny). Poniewam, orazny sa mniejsze o@, n1 i ny sa
parzyste, a wiga jest parzyste jako suma dwdch liczb parzystych.

2. Pokaze, ze wszystkie dodatnie liczby naturalne sa nieparzyste. GezgWijest
liczba nieparzysta. Nieahbedzie dowolna liczba naturalna i zatézmy, ze dla wszyst-
kichk < n, k jest nieparzyste. Niech ny i n, bedzie dowolnym rozbiciem liczby

na sume trzech liczb mniejszych (tan.= n1 + nz + 1). Poniewan; orazny sa
mniejsze och, n1 i N2 sa nieparzyste, a wigt jest nieparzyste jako suma dwdch
liczb nieparzystych i liczbyt.

3. Pokaze, ze wszystkie proste na ptaszczyznie sa réwnolegte. Rozwazmy jedno-
elementowy zbiér prostych na ptaszczyznie. OcBpid wszystkie proste nalezace
do tego zbioru sa do siebie réwnolegte. Zatézmy, ze w kazdyetlementowym
zbiorze prostych wszystkie proste sa do siebie réwnolegte. Rozwazmynterdz
-elementowy zbidr prostych. Ustalmy w nim jedna prostdNa mocy zatozenia in-
dukcyjnego wszystkie pozostateprostych jest do siebie rownolegte. Ustalmy te-
raz inna prostg. Na mocy zatozenia indukcyjnego wszystkie pozostafgostych

jest rowniez do siebie rownolegte. Poniewaz relacja rownofegfarostych jest prze-
chodnia, wszystkia+ 1 prostych jest réwnolegte. Na mocy zasady indukcji matema-
tycznej kazdy zbidr prostych na ptaszczyznie zawiera wytacznie proste rownolegte.
W szczegolnéci dotyczy to zbioru wszystkich prostych na ptaszczyznie.

Ktére z tych rozumowa jest poprawne? Wskaz btedy popetnione w btednych rozu-
mowaniach.
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Zadanie to zostato tu zamieszczone po to, by pokazamatematyka jesiauka
Scista Nie ma dowodéw ,prawie dobrych”. Nawet najdrobniejsza luka w rozumo-
waniu powoduje, ze staje sie ono bezwadowe. Uprawiajac matematyke musimy
wypowiad& sie bardzo jasno i precyzyjnie, i zwréchaczna uwage, czy nasze ro-
zumowania nie zawieraja ukrytych bledow. Wigek§&za@ada w niniejszym zbiorze
zawieraprawdziwetwierdzenia. Dlatego btedy w dowodach tych twierdzee pro-
wadza do tak spektakularnych gtupstw, jak w tym zadaniu. Nie oznacza to jednak,
ze mozemy przedstawidatszywe dowody tych twierdre Takie dowody sa bowiem
rownie zle i bezuzyteczne, jak falszywe dowody fatszywych twientize

Celem kolejnych zadajest zwrécenie uwagi na fakt, ze matematyka jest sztuka
przeprowadzania rozumowan nie wykonywania rachunkéw. Wrazenie, ze zadania
te sa mniej ,matematyczne” niz npwiczenia polegajace na wyznaczeniu caitki nie-
oznaczonej jest zupetnie btedne. Przeciwnie, sposéb ich rozwiazywania ma wiecej
wspolnego z metodami pracy matematykéw niz sposoby rozwiazywania zada
chunkowych.

Zadanie 2. Rozwazmy kwadrat o bokn, gdzien > 3, z ktérego usunieto dwa na-
przeciwlegte narozniki o wymiarachx 1, jak na ponizszym rysunku:

il

n [ ]2

2

1
n 1|

Dla jakichn mozna tak otrzymana figure pokryprostokatami o wymiarach x 2?
(Prostokaty mozna obrata

Zadanie 3. Jest rok 2036. Zbliza sie otwarcie nowego odcinka autostrady A3654,
wystano wigec robotnikow drogowych, by ustawili znaki przy kazdym Zsiaewy-
jazdéw z autostrady na 50-kilometrowym odcinku biegnacym na potudnie z Kuro-
zwek do Szczekocina, w tym przy wyjezdzie do Mecikatu. Przy kazdym wyjezdzie
robotnicy maja ustawiiznak odlegtéci do Szczekocina, znak z numerem drogi prze-
cinajacej autostrade przy danym wyjezdzie (w tym znak z numerem drogi 197), znak
Z nazwa miasta, do ktérego mozna dojdckgybierajac dany wyjazd i znak ozna-
czajacy ustugi lub ciekawe miejsca znajdujace sie przy danym wyjezdzie. Nieszcze-
Sliwie dla robotnikéw projektant drogi, bedac amatorem tamigtéwek, przygotowat
instrukcje rozstawienia znakéw w postaci zagadki logicznej zamieszczonej ponizej.
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Robotnicy sa bezradni. Czy méghim pomaéc ustavii po cztery znaki przy kazdym
z szésciu wyjazdow z autostradg

1.

Wyjazd do Strzebielina jest 20 kilometréw dalej od Szczekocina niz wyjazd,
przy ktérym mozna kuigi jedzenie.

. Wyjazd do Leszczydotu jest dwa razy dalej na p6inoc od Szczekocina niz wy-

jazd do parku narodowego.

. Znak ,noclegi” nie jest ustawiony razem z kierunkowskazem do drogi 88.

4. Wyjazd do Bordzitowki jest 20 kilometrow blizej Szczekocina niz wyjazd do

drogi 770.

. Wyjazd do Pi&cirogéw znajduje sie 5 kilometréw na potudnie od wyjazdu ze

stacja benzynowa.

6. Nie, znak ,ciekawe widoki” nie znajduje sie przy wyjezdzie do Strzebielina.
7. Wyjazd do drogi 56 znajduje sie 20 kilometréw na potudnie od wyjazdu do

10.

11.

12.
13.

Krzczonowa.

. Znak ,park narodowy” i kierunkowskaz do Bordzitéwki znajduja sie przy réz-

nych wyjazdach.

. Wyjazd do drogi 29 znajduje sie 5 kilometrow dalej od Szczekocina niz wyjazd

na kemping.

Pierwszy wyjazd znajduje sig 10 kilometrow na potudnie od Kurozwek, ostatni
ze6 — sz6sty — 5 kilometréw na pétnoc od Szczekocina.

Wyjazd do drogi 213, ktory nie jest wyjazdem do Leszczydotu, nie stoi razem
ze znakiem ,noclegi”.

Ani Strzebielin, ani Leszczydét nie znajduja sie przy drodze 770.
Bordzitéwka nie znajduje sie przy drodze 56.

Zadanie 4. Oto fragment raportu policji sporzadzony przez miodego aspiranta:

Swiadek nie byt zastraszony lub tezsligHenry popetnit samobéjstwo, to te-
stament odnaleziono. §leSwiadek byt zastraszony, to Henry nie popetnit sa-
mobdjstwa. J&i testament odnaleziono, to Henry popetnit samobdjstwé&li Je
Henry nie popetnit samobdjstwa, to testament odnaleziono.

Co komendant policji moze wywnioskowa powyzszego raportu (poza oczywistym
faktem, ze nalezy zwolhiaspiranta)? Odpowiedz na pytarzy Swiadek byt zastra-
szony? Czy Henry popetnit samobéjstwo? Czy testament odnaleziono?

1Ta zagadka jest spolszczona wersja tamigtéwki Randalla L. Whipkey'a pochodzacej ze strony
www.crpuzzles.com. Nazwy miejscowsci wybrano ze skorowidza ,Atlasu samochodowego Polski”.
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Rozumowania, ktére przeprowadzamy, sa czesto tak subtelne i skomplikowane,
ze musimy uzywa sformalizowanego jezyka, by méc przedstawasze idee dosta-
tecznie precyzyjnie. Symboliki matematycznej nie nalezy naduzyj@enak sprawne
postugiwanie sie notacja matematyczna jest niezbedna umig@dndrzy kolejne
zadania dotycza whmie tego zagadnienia.

Zadanie 5. Funkcjaf : R — R jestciagta, jesli
VX0€R Ve>035>0VXeR (|x — Xo| <= |f(x) — f(X0)| < €).
Nie uzywajac znaku negacji zapisz formute ,funkdjanie jest ciagta.”

Zadanie 6. Liczbag € R jestgranica (w sensie Cauchy’ego) funkcji : R —» R
w punkciexp, jesli

Ve>035>0VxeR (0 < |x —Xo| <= [f(X)—g| <é).

Nie uzywajac znaku negacji zapisz formute licziganie jest granica funkcijif
w punkciexg.”

Zadanie 7. Liczbag € R jestgranica (w sensie Heinego) funkcjf : R — R
w punkciey, jesli

vxeRN ((lim xn =y AVNEN xn #y) = lim f(xn) = g).
n— oo n— oo

Nie uzywajac znaku negacji zapisz formute licziganie jest granica funkcijif
w punkciey.”



Rachunek zdan
i rachunek kwantyfikatorow

1.1. Skiadnia rachunku zda h

Definicja 1. Formuly rachunku zdaibudujemy zezmiennych zdaniowyahspdjni-
kow logicznych(funktoréw zdaniotwoérczyghfatszu L, prawdy T, negacji—, ko-
niunkcji A, alternatywyv, implikacji = i rbwnowazn&ci< w nastepujacy sposob:

1. Symbolel i T sa formutami rachunku zda
2. Kazda zmienna zdaniowa jest formuta rachunkuzda

3. Jezelip, ¢1 i ¢ sa formutami rachunku zdato sa nimi takze(—¢), (¢p1 A ¢2),
(P1V ¢2), (¢1= $2) i (41 & ¢2).

4. Wszystkie formuty rachunku zéeamozna zbudow@przy pomocy regut opisa-
nych w punktach 1-3.

Zmienne zdaniowe bedziemy oznacZd#derami: p, q, r, s itd., czesto z indek-
sami: p1, p2 itd. Formuly zdaniowe bedziemy ozna&diterami: ¢, v, p itd., czesto
rowniez z indeksamigi, ¢ itd. Dla wiekszej czytelnsci bedziemy w formutach
opuszcza nawiasy, zaktadajac nastepujaca kolérwiazania (od najsilniejszego do
najstabszego)-, A, Vv, =, & iprzyjmujac, zen, v i < faczaw lewo, tj. nppvr vs
znaczy(p v r) v s, z&d= — w prawo, tj. np.p = r = sznaczyp = (r = ).
Zatemnp.pvqVvr Asoznaczgpvq) Vv (r AS).

1.2. Warto &ci logiczne i znaczenie formut zdaniowych

Definicja 2. Zbidr wartosci logicznych3 = {T, F} zawiera dwa elementyl: (praw-

da) i F (falsz)1 Niech V oznacza zbiér zmiennych zdaniowydWartosciowanie
zmiennychto odwzorowanier : V — B. Nadaje ono warfeci logiczne zmiennym
zdaniowym.

10znaczenia pochodza od angielskich stéwe i false
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o |lv | oy
¢ | o FIF| F

L T
% % F| T FIT| F
T|F TIF| F
TIT| T
plyv|svy Slvle=v by |sovw
FIF| F FIF| T FIF| T
FlT] T FlT] T FlT| F
TIE| T TIF| F TIF| F
TIT| T TIT| T TIT| T

Rysunek 1. Znaczenie spéjnikéw logicznych

Wartcst logiczna dowolnej formuty zdaniowej zalezy jedynie od waciowa-
nia wystepujacych w niej zmiennych i mozna ja wyznackgrzystajac z tabelek
z rysunku 1. Dlatego moéwimy, ze waftiowanie zmiennych nadaje wastolo-
giczna formutom. Formalnie, wagoiowanie zmiennych wyznaczavartosciowa-
nie formuts, ktdre przypisuje wartci logiczne dowolnym formutom w nastepujacy
sposob:

(L) = F
6(T)y =T
a(p) a(p)
5 _ |7, gdys(@)=F
7D = |F adye@p) =T
GpLAd2) = lﬁ gvdgg @n —Ti6) =T
bV = (L adgg ($) =Tl (go) =T
o(pr=¢2) = _'IZ_’ \?vdg_(;_((ﬁl) =Tio(ga)=F
G(pr¢2) = -||:— \?vdg_i_(m) =a(¢2)

Wartcst logicznas (¢) € B nazywamywartoscia logiczna formuty przy wartoscio-
waniu o. Poniewaz dla danego wasitiowania zmiennych warsgiowanie formut
jest okreslone jednoznacznie, znakedziemy opuszcza zaréwno wartéciowanie
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zmiennych, jak i wartsciowanie formut bedziemy oznad&ztym samym symbolem
i nazywa po prostuvartosciowaniem

Definicja 3. Formuta jest:

e spetnionaprzy danym wartgciowaniu zmiennych, jezeli przy tym wascio-
waniu ma ona wartt T;

e spetnialna jezeli istnieje wartéciowanie zmiennych, dla ktérego ta formuta
jest spetniona,;

e prawdziwa(jest tautologig), jesli jest spetniona dla kazdego wastmowania
zmiennych;

e sprzecznajesli nie jest spetniona (ma wadbF) dla zadnego war&ziowania
zmiennych.

O formule spetnionej przy danym wagttiowaniu zmiennych bedziemy niekiedy
mowic, ze jestprawdziwaprzy tym wart&ciowaniu. W analogicznej sytuacji, gdy
formuta nie jest spetniona, bedziemy ja nazgeatszywaprzy tym wart&ciowaniu.

Obecnie zajmiemy sie sposobami sprawdzania, czy dana formula jest tautologia.

1.2.1. Metoda zero-jedynkowa

Przyktadami tautologii sa formuty:(p v q) & —p A —q oraz—(p A Q) &
—p VvV =g zwaneprawami de MorganaAby sie o tym przekonarysujemy tabelke
(rysunek 2) umieszczajac w kolumnach 1 i 2 wadiemiennych zdaniowych i q.
W kolumnie 3 umieszczamy wagoi formuty p v g wyliczone z uzyciem tabelki dla
alternatywy. W kolumnie 4 obliczamy, w oparciu o tabelke negacji, véartimrmuty
=(pVQq). Kolumny 5 i 6 wyznaczamy rowniez w oparciu o tabelke negacji. Aby wy-
znaczy wartdsci formuty (—p) A (—q) korzystamy z wartsci zapisanych w kolum-
nach 5i 6 i z tabelki koniunkcji. Ostatnia, 6sma kolumne wyznaczamy przy uzyciu
tabelki dla rownowazrixi z wartéci logicznych zapisanych w kolumnach 4 7. Po
skonstruowaniu tabelki zauwazamy, ze dla kazdego z czterech mozliwyctswiarto
wah zmiennychp i g formuta—(p Vv q) © (—p) A (—q) ma wart&e logicznaT, jest
wiec tautologia.

1.2.2. Skrocona metoda zerojedynkowa

Sprawdzenie czy formuta jest tautologia mozna znacznie przyspiessli za-
miast bezmglnie sprawdzawartaét formuty dla wszystkich mozliwych warkeio-
wah zmiennych, bedziem§wiadomie poszukiw@awartdgsciowania, dla ktérego for-
muta nie jest spetniona. Ustalenie takiego waciowania przekona nas, ze formuta
nie jest tautologia, dérie do sprzeczrdwi z& — ze nia jest. Rozwazmy dla ustale-
nia uwagi formute(—p = —q) = ((—p = q) = ). Formuta ta nie jest spetniona,
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¢=-(pvQ) < —pA—q

12 3 4 5[ 6 7 8
plallpva|~(pva) | -p| -0 | —~pA—q | ¢
FIF| F T T[T T T
FIT| 7 F T | F F T
TIF| T F F T F T
TIT| T F F|F F T

Rysunek 2. Tabelkowa metoda sprawdzenia, ze formpilgst tautologia

¢=(—'p=>_‘Q)=‘>((_‘p=>Q)=>Q)

F
T F
FIF
T

F

T

Rysunek 3. Wartdsciowanie, dla ktorego formuta nie jest spetniona

jesli poprzednik implikacji-p = —q jest prawdziwy przy pewnym warsgiowa-
niu, jej nastepnik—p = q) = q z&s fatszywy przy tym wartsciowaniu. Formuta
(—p = q) = q jest falszywa tylko wéwczas, gdy:p = g jest spetniona oraz
c(q) = F. Ale —=p = ( jest spetniona dla (q) = F tylko wéwczas, gdy-p nie
jest spetniona, tj. gdy (p) = T. Zauwazamy na koniec, ze przy wastiowaniu
o(p) = Tio(q) = F nasza wy§ciowa formula istotnie nie jest spetniona, nie jest
wiec tautologia (rysunek 3).

Rozwazmy teraz formulg = p = (q = p). Aby ¢ nie byla spetniona, musi
byt o (p) = T oraz powinna nie by spetniona formutgg = p. Formuta ostatnia nie
jest spetiona tylko wowczas, gdy(q) = T orazo (p) = F. Zatem abyp nie byta
spetniona, musiatoby liyjednoczénie¢(p) = T i ¢(p) = F, co jest niemozliwe.
Formutag jest zatem tautologia (rysunek 4).

Przyktad 4. Przyktadami tautologii sa

(p=@=r)=(p=>9=((pP=r)
(=p=-9=((=p=>9=p

W zadaniach 8-26 udowodnij, ze podane formuty sa tautologiami.
Zadanie 8 (modus ponens)(p=g)Ap=(

Zadanie 9 (modus tollens).(p= q) A —~q = —p
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¢ =‘>(q:p)
-
F

=p
T

T F
|

sprzeczngt

Rysunek 4. llustracja dowodu nie wprost, iz formudajest tautologia

Zadanie 10 (prawo kompozycji). (pvg=r)= p=r

Zadanie 11 (prawo kompozycji). (pvg=r)=q=r

Zadanie 12 (prawo symplifikacji). pAg = p

Zadanie 13 (prawo symplifikacji). g = pvq

Zadanie 14 (prawo symplifikacji). p=>qg=p

Zadanie 15 (prawo Dunsa Szkota)—~p = p=q

Zadanie 16 (prawo dylematu konstrukcyjnego). (p = rA(q = r)A(pvq) = r
Zadanie 17 (prawo eksportacji). (pAQ=Tr)=>p=q=Tr

Zadanie 18 (prawo importacji). (p=q=1r)= pAgq=r

Zadanie 19 (prawo redukcji do absurdu). (p = —p) = —p

Zadanie 20 (prawo sprzecznéci). =(p A —=p)

Zadanie 21 (prawo wytaczonegérodka). p v —p

Zadanie 22 (prawo sylogizmu hipotetycznego)(p=>q)=> (@=>r)= p=r
Zadanie 23 (prawo Pierce’a). (p=q)=> p) = p

Zadanie 24 (Prawo Claviusa).(—p= p) = p

Zadanie 25 (Prawo Claviusa).(p = —p) = —p

Zadanie 26 (prawo tozsaméci). p < p

Powyzsze tautologie byly od dawna badane przez logikéw, gdyz opisuja typowe
schematy przeprowadzania rozumdéwéch zwyczajowe nazwy podano w nawia-
sach.
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W zadaniach 27-62 sprawdz, ktére z podanych formut sa (a) tautologiami, (b) for-
mutami spetnialnymi, (c) formutami sprzecznymi.

Zadanie 27. pvgVvr = —-p=(QVr)A—-p
Zadanie28. (p=0q) <= (pAg< p)

Zadanie29. (pvg=r)=(p=>r)v@=r)
Zadanie30. (p=> A =>S) = pAs=>qVvr
Zadanie31. pvgvr= (pvag A-r)v(I ApAQ)
Zadanie32. (pvQ)A—T) VI APAQ)= pVQqVT
Zadanie33. (pvgqervs) = (pervges)
Zadanie34. (peor)viges) = (pvgervs)
Zadanie 35. (pAqerAs) = (pernA(@es)
Zadanie36. (p=q=>nN=(p=9) = (p=>r))
Zadanie 37. (pvgQ)A—p=(
Zadanie38. (p=> ()= pAr =9

Zadanie39. (p=>q)=> p=>qVvr

Zadanie 40. p= —-pVv(q
Zadanie4l. (pvg) A(p=>9) =>qg=p

Zadanie 42. =(p A (—p A Q))

Zadanie43. p=> -gAqQ=r

Zadanie44. (p=>gA(@=>p = pVvq
Zadanie45. (pvq= pVv—q)= —-pVv(q
Zadanie46. (pAQ)V(p=q) = p=4(
Zadanied47. (p=g9A@=r)=>(p=>r)

Zadanie48. (p=> q)A(r =>S) = pVvr=qvVvs
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Zadanie 49. (pAg=r)=(p=>r)A(=r)
Zadanie50. (p=> g)A(r = S)= pAr =gAS

Zadanie51. (pAg=>r)A(pvVg=> —r)= pAQAT
Zadanie52. ~(p=q9)A (= p)= pA—(Q

Zadanie53. (p=2 === (= p=0=p
Zadanie54. (p=>q)Vv(p=>rnv(p=>9=>p=>qVvrvs
Zadanie55. (p=> AT =29 A(S=>0Q9) = pArAs={(q
Zadanie56. (p=> A Tr=9)A(S= Q) = pArA—S=(Q
Zadanie 57. (pAg=r)A(PAQ= —F) = =pA—QA—T
Zadanie58. (—mpAQ)V(pVv—Q) = (p=>qVr)=>p=>r
Zadanie59. (pvag) A v = ((p=>qVvip=r)A@=sVvg= p)
Zadanie60. (p=> DA =5 At =>U) = pArAt=gAsAlU
Zadanie6l. (pe g Ap=>4

Zadanie62. (—p=—-09)=> (—p=q9) = p

Zadanie 63. Niech symbolep i v oznaczaja formuty zdaniowe. Udowodnij poniz-
sze stwierdzenia lub podaj przyktadwiadczace o ich fatszyv&oi:

1. Jssli ¢ = y jest tautologia ip jest tautologia, toy jest tautologia.
2. J&li ¢ = w jest spetnialna ¢ jest spetnialna, tes jest spetnialna.
3. J&li ¢ = y jest tautologia i jest spetnialna, tes jest spetnialna.
4. J&li ¢ = y jest spetnialna § jest tautologia, tay jest spetnialna.

1.2.3. Réwnowazno $¢ formut

Definicja 5. Mowimy, ze formuly¢ i y sarownowaznejesli dla kazdego wartio-
wania przyjmuja te sama wafblogiczna (tj. gdy formuta < y jest tautologia).

Przyktad 6. Formuly—(p v q) i =p A —Qq sa rownowazne.

Zadanie 64. Udowodnij, ze a) dowolne dwie tautologie, b) dowolne dwie formuty
sprzeczne sa rownowazne. Czy dowolne dwie formuty spetnialne sa réwnowazne?
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W zadaniach 65—79 udowodnij, ze podane formuty sa rownowazne.
Zadanie 65 (prawo transpozycji prostej). p = g oraz—q = —p
Zadanie 66 (prawo transpozycji ztozonej).p Aq = r orazp A = = —(
Zadanie 67 (prawo pochtaniania). p orazp v (p A Q)

Zadanie 68 (prawo pochtaniania). porazp A (p Vv q)

Zadanie 69 (prawo podwoéjnego przeczenia)——p orazp

Zadanie 70 (prawo negowania fatszu)—~_L oraz T

Zadanie 71 (prawo negowania prawdy).—T oraz L

Zadanie 72 (prawo de Morgana). —(p A () oraz—p Vv —q

Zadanie 73 (prawo de Morgana).—(p Vv q) oraz—p A —q

Zadanie 74 (prawo negowania implikacji). =(p = q) orazp A —q
Zadanie 75 (prawo negowania rownowazngci). —(p < q) oraz—p < q
Zadanie 76 (prawo negowania rownowazngci). —=(p < q) orazp < —q
Zadanie 77. p= qoraz—pVvq

Zadanie 78. p < qoraz(p= ) A (= p)

Zadanie 79. p< qoraz(pAq) v (—p A —Q)

Réwnowaznét przedstawionych powyzej formut jest od dawna znana logikom,
wykorzystuje sie ja bowiem przeprowadzajac rozumowania. W nawiasach wymie-
niono zwyczajowe nazwy podanych praw.

W zadaniach 80-110 sprawdz, czy podane formuty sa rownowazne.

Zadanie 80. pvg=rorazp=q=r
Zadanie 8l. pAg=rorazp=q=r
Zadanie82. (peq)=>rorazp=qg=r
Zadanie 83. pv qorazqv p

Zadanie 84. pAqorazq A p
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Zadanie 85. p= qorazq= p
Zadanie 86. p < qorazq < p
Spéjnik logicznyd jestprzemiennyjezeli formuly p& q i & p sa rownowazne.

W powyzszych zadaniach sprawdza sie wiec, ktorésbspojnikdw logicznych sa
przemienne.

Zadanie 87. pv(qvr)oraz(pvqg) Vvr
Zadanie 88. pA (QATr)oraz(pAqQ) Ar
Zadanie89. p=> (q=r)oraz(p=>q)=r
Zadanie90. po (e r)oraz(peq) or
Spojnik logiczny® jesttaczny jezeli formuly p d (qdr) i (pdq) dr sa

réwnowazne. W powyzszych zadaniach sprawdza sie wiec, ktose@bspdjnikow
logicznych sa taczne.

Zadanie 91. pv(qvr)orazqgVv (pVvr)
Zadanie 92. pA (Q Ar)orazq A (pAT)
Zadanie93. p=> (q=>r)orazq= (p=r)
Zadanie94. po (qer)orazge (por)
Zadanie 95. pa(gvr)oraz(pAqQ) Vv (pAT)
Zadanie 96. pA (QAr)oraz(pAg) A(pPAT)
Zadanie 97. pAa(q=r)oraz(paq) = (pAT)
Zadanie98. pAa (g r)oraz(pAaq) < (PAT)
Zadanie 99. pv (qvr)oraz(pvqg)Vv(pVvr)
Zadanie 100. pv (gAr)oraz(pvg) A(pVvr)
Zadanie 101.pv (g=r)oraz(pvqg) = (pVvr)
Zadanie 102. pv (g r)oraz(pvg) < (pvr)

Zadanie 103. p= (qvr)oraz(p=qg)v(p=r)
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Zadanie 104. p= (qArn)oraz(p=qQA(p=r)

Zadanie105.p= (q=r)oraz(p=>q) = (p>r)

Zadanie 106. p= (qenoraz(p=q < (p=>r)

Zadanie 107.po (qvr)oraz(ps Q) vper)

Zadanie 108. po (qAarnoraz(pe D A(per)

Zadanie109.po (q=r)oraz(peg = (per)

Zadanie1l10.pos (e noraz(pe ) e (poer)

Spéjnik logiczny® jestlewostronnie rozdzielmwzgledem spojnika, jezeli for-
muy p@® (Qer)i(pdq) ® (p@®r) saréwnowazne. W powyzszych zadaniach
sprawdza sie wigec, ktore sp@d spojnikéw logicznych sa rozdzielne wzgledem kté-

rych.

Zadanie 111. Spojnik logiczny® jest prawostronnie rozdzielnwzgledem spdjni-
ka®, jezeliformuty(pRq)@ri(p®r)® (g @r) saréwnowazne. Ktére spmd
spojnikow logicznychv, A, =, < sa prawostronnie rozdzielne wzgledem ktérych?

1.2.4. Lemat o podstawianiu

Definicja 7. Podstawienienformuty  w miejsce zmiennej zdaniowgj nazywamy
przeksztatcenie, ktére formudeprzyporzadkowuje formute powstata przez wstawie-
nie formuty y w miejsce kazdego wystapienia zmienipejy formule . Formalnie:

plp/y]

alp/y]
(=p)p/v]
(P1V 2)[p/v]
(P12 A P2)[p/y]
(41 = ¢2)[p/y]
(41 & 2)p/y]

7

q, dlag#p
=(¢lp/w])

(Aalp/y]) Vv (P2lp/vw]D)
(alp/wD A (p2lp/v])
(alp/ywD = (P2lp/v])
(Aalp/v]) & (g2lp/w])

Przyktad 8.(p= pvg)[p/a= p]| == p)= (@@= p) vVa.

W podobny sposob definiujemy jednoczesne podstawienie formut w miejsce Kil-

ku zmiennych zdaniowychpi/w1, ...

, Pn/wn]. Jest to odwzorowanie, ktére for-

mule¢ przyporzadkowuje formute powstata przez wstawienie formuiyv miejsce
kazdego wystapienia zmienngj w formule ¢, dla kazdego =1, ..., n.
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Lemat 9 (o podstawianiu). Jezeli formutap jest tautologia, to dla dowolnej zmien-
nej p i dowolnej formuty w formutag[ p/w] jest tautologia.

Powyzszy lemat ma bardzo duze znaczenie praktyczne, pozwala bowiem dowo-
dzic, ze skomplikowane formuty sa tautologiami. Dla przyktadu fornfgtes p) =
(q = p) v gz przyktadu 8 jest tautologia, gdyz jest wynikiem podstawienia formuty
g = p w miejsce zmiennep w tautologiip = pvq.

W zadaniach 112-115 zbadaj, czy podane formuty sa tautologiami.

Zadanie 112. SAUAtA(PVQVI) = XD YA 2 &
((pvagVvr)= (SAUAL) = X= YA—2Z)

Zadanie 113. = ((p=>gA(r vses " p)h)A-((P=gA (r Vs =)
Zadanie 114. (pA—-g) A(r=9s)v(p=qg=r Vv -s) = —(qQV —p)
Zadanie 115. ((p=>qVvr)vsvi)A—-(p=>qVvr)=svt

Zadanie 116. Wskaz podstawienigp/¢1, q/¢2, r /¢3], dla ktérego formuta
(PV (@A) [P/d1,a/d2,1/¢3]

jest a) tautologia, b) formuta spetnialna, c) formuta sprzeczna.

1.3. Formalizacja rozumowa f w jezyku rachunku zda n

Zadanie 117. Sformalizuj zadanie 3, tj. pokaz, jak znateddpowiedzi na posta-
wione w nim pytania korzystajac z rachunku ada

Zadanie 118. Sformalizuj zadanie 4, tj. pokaz, jak znateadpowiedzi na posta-
wione w nim pytania korzystajac z rachunku ada

Zadanie 119. Podczas pewnej kampanii wyborczej Olek, J6zek i Kazik wygtosili
nastepujace&wiadczenia:

Olek: Jozek zawsze ktamie.
Jozek:Kazik zawsze ktamie.
Kazik: Olek zawsze ktamie.

Pokaz, ze co najmniej dwoch sgdd nich nie miato racji.

Zadanie 120. Podczas tej samej kampanii wyborczej Basia, Hania, Kasia i Ola
stwierdzity, ze:

Basia:Hania zawsze ktamie.
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Hania:Kasia czasem mowi prawde.
Kasia:Ola czasem klamie.
Ola: Basia zawsze mowi prawde.

lle pah powiedziato prawde?

Zadanie 121. Zbadaj zasadri ponizszych rozumowa

1. Jssli stopa procentowa nie ulegnie zmianie, to wzrosna wydatki rzadowe lub
pojawi sie bezrobocie. 8& wydatki rzadowe nie wrosna, to podatki zostana
obnizone. Jgli podatki zostana obnizone i stopa procentowa nie ulegnie zmia-
nie, to bezrobocie sig nie pojawi. Zatem wydatki rzadowe wzrosna.

2. Jesli ceny wzrosna, to spadnie popytsligopyt spadnie, to spadna ceny. Za-

tem jesli ceny wzrosna, to spadna. Zatem ceny spadna!

1.4. Wiasno &ci formut zdaniowych

Definicja 10. Napis\[_; ¢i 0znaczapiA- - -A¢n, 288 \/[_; i 0znaczaprVv- - -Ven.

Przyjmujemy przy tym, zg\ _, ¢ o0znaczaT, z& \/{_, ¢ oznaczal.

Definicja 11. Niech V bedzie zbiorem zmiennych zdaniowycdW:literatem nazy-
wamy formute postacp lub —p, gdziep € V. Jezeli zbiér zmiennych zdaniowych
jest ustalony, to formute takiej postaci nazywamy po prdistuatem Niekiedy do
zbioru literatéw zaliczamy tez state logicziiei L.

Zadanie 122. Dane sa formutys, ..., én, w1, ..., wn. Wykaz, ze dla kazdego
ponizsza formufa zdaniowa jest tautologia:

n

(A(b=n) = (Vo) =(Vw))

Zadanie 123. Dane sa formuly, ..., ¢n, w. Wykaz, ze dla kazdego ponizsza
formufa zdaniowa jest tautologia:

(V(a=7) = (A2)=»)

Zadanie 124. Czy istnieje taki nieskiaczony ciag formut¢; };2, rachunku zda, ze
wszystkie formulygi 11 = ¢ sa tautologiami rachunku zlazas zadna z formut
¢i = ¢i41 hie jest tautologia?



1. Rachunek zdan i rachunek kwantyfikatoréw 17

Zadanie 125. Czy istnieje taki nieskiaczony ciag formut¢; };72, rachunku zda, ze
wszystkie formulyg; = ¢ 1 sa tautologiami rachunku zilazas zadna z formut
di+1 = ¢ nie jest tautologia?

Zadanie 126. Udowodnij, ze formuta rachunku zflazbudowana wytacznie ze
zmiennych i spdjnika rownowazgoi <" (oczywiscie do jej zapisania mozna tez
uzywet nawiaséw) jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy kazda zmienna wystepuje
w niej parzysta liczbe razy.

Zadanie 127. Udowodnij, ze j&li p jest zmienna zdaniowa, & formuta rachunku
zdah, taka, zep = ¢ i ~¢ = p sa tautologiami, t@ jest tautologia.

Zadanie 128. Niech ¢z, . .., ¢n beda formutami zdaniowymi, w ktérych nie wyste-
puja zmienne zdaniowps, . . ., Pn+1. Udowodnij, ze formuta

n

i=1

jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy tautologia jest formuta

n
=p1V \/ (i AP A=Pi1) V Py
i=1

Zadanie 129. Udowodnij, ze jezeli formuta jest tautologia, to dla dowolnych for-
mut w1, ..., yn formuta
V1= ... yn=¢

jest tautologia.

Zadanie 130. Udowodnij, ze jezelip jest formuta sprzeczna, to dla dowolnych for-
mut w1, ..., yn formuta
P=>p1=...= wp

jest tautologia.

Zadanie 131. Dla jakichn > 1 formuta
(..(p=pPp=2p=..)=D7p

w ktdrej zmiennap wystepujen razy jest tautologia?

Zadanie 132. Niech p® oznacza—p oraz niechp! oznaczap. Dla jakich ciagéw
(i1,...,in) € {0, 1}" formuta

(... ((pil = piz) = pi3) =>..)> pi”

jest tautologia?
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Zadanie 133. Niech py, ..., pn beda wszystkimi zmiennymi zdaniowymi wystepu-
jacymi w formule¢. Udowodnij, ze formutap jest spetnialna wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieje podstawienig/¢1, . . . , Pn/Pn] takie, ze formutap[ p1/P1, . . ., Pn/Pnl
jest tautologia. Udowodnij, ze formulanie jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje podstawienig¢pi/¢1, ..., pn/¢n] takie, ze formutap[p1/¢h1, ..., Pn/dnl
jest sprzeczna.

Zadanie 134. Dane sa formulypy, . .., ¢n, . Czy formuty

(.. (y=>d1)=¢2)=...)= ¢n

oraz
W= (@1VdaV...Vdn)

sa réwnowazne?
Zadanie 135. Dane sa formulypy, . . ., ¢n, . Czy formuty

pr1= (2= (..= (n=>y)..)

oraz
(@PLAP2A ... APn) = v

sa réwnowazne?

Zadanie 136. Pokaz przez indukcje, ze kazda formgtabudowana ze zmiennych
p i g oraz spdjnika= jest rbwnowazna dokladnie jednej z formut z ponizszego
zbioru:

{T,p,a,(p=a),(@= p),(pv A}

W ponizszych zadaniach przyjmiemy nastepujace oznaczenia. iidgtdzie
formufa rachunku zdazbudowana wytacznie ze zmiennych zdaniowych oraz spéj-
nikéw v oraz A (oczywiscie mozna uzywanawiasoéw). Niech? oznacza formute
powstata zp przez zastapienie kazdego wystapienia spojnikspojnikiem A, zas
kazdego wystapienia spéjnikaspojnikiemyv. Niech¢" oznacza formute powstata
przez zastapienie kazdego wystapienia zmiennej zdaniowej negacja tej zmiennej.

Zadanie 137. Udowodnij, ze jezeli formutypy i ¢» sa rownowazne, to réwnowazne
sa takze formutys? i $9.

Zadanie 138. Udowodnij, ze jezeli formutyp; i ¢ sa rownowazne, to rGwnowazne
sa takze formuty] i ¢3.

Zadanie 139. Udowodnij, ze dla dowolnej formutp formuty —¢9 oraz¢" sa réw-
nowazne.
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Zadanie 140. Wykaz, ze dla kazdej formuty spetnialngjze zmiennymi ze zbioru
V = {p, q, r} istnieje formutay postacip; A ¢2 A ¢3 taka, ze kazde; jestV-lite-
ralem,¢; sa paramirézne oraz = ¢ jest tautologia.

Zadanie 141 (lemat interpolacyjny Craiga dla rachunku zdad). Niech V(¢) oz-
nacza zbior zmiennych zdaniowych wystepujacych w formpildPrzypstmy, ze
¢ i w sa takimi formutami rachunku zélaze¢$ = w jest tautologia. Udowod-
nij, ze istnieje formulg, taka, zep = p orazp = y sa tautologiami VM (p) C
V($) NV ().

Zadanie 142 (o zamknietym ukfadzie twierdz@). Niechn bedzie ustalona liczba
naturalna. Przygatmy, ze dla pewnego wa&oiowania sa spetnione formuty:

PLVvV...V P,
p|=>q|9 dIaI:l,,n,
=@ Agj), dal<i<j<n

Udowaodnij, ze wartéciowanie to spetnia takze formuty

Przezwartosciowanie formuty bedziemy w ponizszych zadaniach rozucnel-
wzorowanie przyporzadkowujace zmiennymystepujacym w tej formuleartosci
logiczneT i F. Formuta zawierajacaréznych zmiennych ma wig2! wartcsciowan.

Zadanie 143. Wykaz, ze formuta... ((p1 = p2) = P3) = ... = Pn-1) = Pn
jest fatszywa dla doktadnie
2n _ (_1)n
3
wartcsciowan tej formuly. Dla ilu wart@ciowan jest fatszywa formuta

Ph= (Ppr—1=(P3=...=2(Pp2=p1)...)7?

Zadanie 144. Niech¢ orazy beda formutami rachunku zl@budowanymi wytacz-
nie ze zmiennych zdaniowych oraz spoéjnikéworaz A (oczywiscie mozna uzywa
nawiasow). Pokaz, ze formula < v jest spetniona przez co najmniej dwa warto-
Sciowania. Podaj przyktad formgt i  takich, ze formutap < v jest spetniona
przez doktadnie dwa warsgiowania.

1.5. Postaci normalne formut zdaniowych
1.5.1. Usuwanie symbolu negacji

Formuty w ktérych symbol negacji wystepuje przed formufa ztozona sa czesto
trudne do zrozumienia (wyrazenie ,nie prawda, ze licnbdzieli sie przez 2 lub
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przez 3" jest bardziej skomplikowane, niz rownowazne mu wyrazenie ,liczbi
dzieli sig przez 2 i nie dzieli si¢ przez 3"Prawa negowania formut zdaniowych

Z zad#@ 69-76 pozwalaja znalézlla danej formuty formute jej rownowazna, w kté-

rej negacja wystepuje jedynie przed zmiennymi zdaniowymi. Istotnie, dla dowolnej
formuly ¢ na mocy lematu o podstawianiu i prawa podwojnego przeczenia formuty
——¢ oraz¢ sa rbwnowazne. Na mocy lematu o podstawianiu i prawa de Morgana
dla dowolnych formubpy i ¢ formuty —(¢1 A ¢2) oraz—¢1 v =g sa réwnowazne.
Podobnie postepujemy dla formut dowolnej innej postaci. Mozemy zatem zdefinio-
wat odwzorowani€l przyporzadkowujace dowolnym formutom formuty, w ktérych

negacja wystepuje jedynie przed zmiennymi zdaniowymi:

T(p) = p, dapeV
TlL) = 1
(T) = T
T(pavea) = T(¢1)VT($2)
T(prnd2) = T(p) AT($2)
T(p1=¢2) = T(¢1) = T(¢2)
T(reo¢2) = T() < T(P2)
T(-=p) = —-p, dlapeV
T(-1) = T
T(=-T) = 1
T(~(p1Vve2) = T(—¢1) AT (—¢2)
T(~(1AP2) = T(—¢1)VT(—¢2)
T(~(1=¢2) = T(P1) AT (—¢2)
T(~(r1 e ¢2) = T(—¢1) © T(P2)
T(——¢) T(9)

Fakt 12. Dla dowolnej formuty¢, formuty ¢ oraz 7 (¢) sa rownowazne i w for-
mule 7 (¢) negacja wystepuje jedynie przed zmiennymi zdaniowymi.

Zadanie 145-199.Zaneguj formuly z zada8—62 i — korzystajac z praw negowania
formut logicznych — znajdz formuty im réwnowazne, w ktérych negacja wystepuje
jedynie przed zmiennymi zdaniowymi. (Zadanieindlai = 145, ..., 199 dotyczy

formuly z zadania — 137.)

Formuly, w ktérych negacja wystepuje jedynie przed zmiennymi zdaniowymi
mozemy okrélic jako formuty zbudowane z literatow przy pomocy spojnikéw lo-
gicznych alternatywy, koniunkcji, implikacji i rownowazsd. Zauwazmy, ze ha mo-
cy lematu o podstawianiu i zad&7-79 kazda formuta jest rbwnowazna pewnej for-
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mule nie zawierajacej spojnikéw implikacji i rwnowaZwd. Mozemy wiec rozpa-
trywat formuty zbudowane z literatéw jedynie przy pomocy spéjnikow alternatywy
i koniunkcji. Jeszcze wezsze klasy formut rozwazamy w nastepnych paragrafach.
1.5.2. Dysjunkcyjna posta ¢ normalna

Definicja 13. Formuta madysjunkcyjna postat normaln@NF, ang.Disjunctive

Normal Fornj, jesli ma posté
n m;
VA
i=1\j=1

gdzieljj sa literatami, dla = 1,...,norazj = 1,...,m. Méwiac skrétowo,
dysjunkcyjna postanormalna, to alternatywa koniunkc;ji literatow.

Zadanie 200. Udowodnij, ze dla kazdej formuty zdaniowej istnieje formutay
réwnowazna zp i majaca dysjunkcyjna postanormalna.

Zadanie 201-255.Znajdz formuly majace dysjunkcyjna postaormalna réwno-
wazne formutom z zade8-62. (Zadanie nir, dlai = 201, ..., 255 dotyczy formuty
z zadania — 193)

Zadanie 256. Znajdz formuly zdaniowe1, ¢2, ¢3 majace dysjunkcyjna postaor-
malna, zawierajace zmienme q i r i spetnione dla podanych nizej wasmowah:

©
o]
<
=
<
N
<
[N

M—ATn AT —4TH|=

T T A A A
TTmAAT T A
L e e M B i R |
MMM T
MTH4—4—4—4TTT

1.5.3. Koniunkcyjna posta ¢ normalna

Definicja 14. Klauzulanazywamy formute postaci
m
Vi,
j=1

gdziel; sa literatami, dlaj = 1, ..., m. Innymi stowy klauzula to alternatywa lite-
ratow.
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Definicja 15. Formuta makoniunkcyjna postat normaln@NF, ang.Conjunctive

Normal Fornj, jesli ma postéa
n mj
/\ \/ lij | »
i=1 \j=1

gdzieljj sa literatami, dla = 1,...,norazj = 1,..., m;, tj. gdy jest koniunkcja
klauzul.

Zadanie 257. Udowodnij, ze dla kazdej formuly zdaniowej istnieje formutay
réwnowazna zp i majaca koniunkcyjna postanormalna.

Zadanie 258-312.Znajdz formuly majace koniunkcyjna poétaormalna réwno-
wazne formutom z zade8-62. (Zadanie nir, dlai = 258 ..., 312 dotyczy formuly
z zadania — 250)

Definicja 16. Formuta ma postak-CNF, gdziek jest liczba naturalna, jezeli ma po-

A

stet
gdzieljj sa literatami, dla = 1,...,norazj = 1,...,K, tj. gdy jest koniunkcja
klauzul zawierajacych pk literatéw.

Zadanie 313. Wskaz przykitad formuty, ktéra nie jest rbwnowazna z zadna formuta
postaci 1-CNF.

Zadanie 314. Dla dowolnegdk > 1 wskaz przyktad formuty, kt6ra nie jest rowno-
wazna z zadna formuta postaciCNF.

Definicja 17. Formuta ma postaCNF;, gdzie | jest liczba naturalna, jezeli ma po-
stat CNF i kazda zmienna wystepuje w niej co najwyzepzy. Formuta ma posta
k-CNFj, gdzieki j saliczbami naturalnymi, jezeli ma poétaCNF i kazda zmienna
wystepuje w niej co hajwyzej razy.

Zadanie 315. Wskaz przyktad formuty, ktéra nie jest rownowazna z zadna formuta
postaci CNFt.

Zadanie 316. Dla dowolnegdk > 1 wskaz przyktad formuty, ktéra nie jest réwno-
wazna z zadna formuta postaci CNF

Definicja 18. Literat | jestpozytywnyjezelil = p dla pewnej zmiennep € V.
Literatl jestnegatywnyjezelil = —p dla pewnej zmiennep € V.
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Definicja 19. Operacje negowania literatu definiujemy nastepujaco:

-p,
P

2
-l ol
[

dla dowolnegop € V.
Zadanie 317. NiechC = \/rj“:1 I bedzie dowolna klauzula i niech

P = {je{l,....,m}|literatl; jest pozytywny,
N = {je({1,...,m}]literatlj jest negatywny

oraz

c = Ali= VI

jeN jeP
Udowaodnij, ze formutyC orazC’ sa rownowazne.

Na mocy powyzszego zadania klauzule mozna zapiéywpostaci
m n
/\ pj = \/ qj,
j=1 j=1

gdzie pj i qj sa zmiennymi zdaniowymi.

Definicja 20. Klauzula\/'jnzllj jest klauzula hornowskajezeli co najwyzej jeden
spasrod literatdwl, . . ., Im jest pozytywny. Formuta maostac hornowskgezeli
jest koniunkcja klauzul hornowskich.

Klauzule hornowskie mozna wiec zapisa postaci
m m
Api=q lub A p= L
j=1 j=1

gdzie pj orazq sa zmiennymi zdaniowymi.

Zadanie 318. Wskaz przyktad formuty, ktdra nie jest réwnowazna z zadna formuta
w postaci hornowskiej.

Zadanie 319-373.Ktore spérod formut z zada 8—62 mozna przedstafviv po-
staci hornowskiej? Tam, gdzie to mozliwe, podaj te pos(Zadanie nii, dlai =
319 ..., 373 dotyczy formuty z zadania— 311)
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1.6. Funkcje boolowskie i zupetne zbiory spojnikéw

Definicja 21. Funkcje f : B" — B, gdzieB = {T,F} i n > 0, nazywamyn-argu-
mentowymifunkcjami boolowskimndub funkcjami logicznymi

Do tej pory zbiér spéjnikéw logicznych byt ustalony ( T, A, Vv, =, ). Nic
jednak nie stoi na przeszkodzie, by rozwazdzne zestawy spojnikdw i wprowadza
nowe spojniki. Z kazdym spéjnikiem zwiazujemy jegoaczenie— funkcje boolow-
ska okré&lajaca prawdziw&t formut zbudowanych przy uzyciu tego spojnika. Tabelki
funkcji boolowskich okrélajacych prawdziw& spéjnikow L, T, =, V, A, = i &
zostaly przedstawione na rysunku 1.

Definicja 22. Formutap zbudowana ze zmiennygh, . . ., p, opisujen-argumento-
wa funkcje boolowskd , jezeli dla kazdego warkziowanias zmiennychps, ..., pn
zachodzi:

fe(p),....a(pn)) = o(9).

Jezeli formutap zbudowana ze zmiennygh, . . ., pn opisuje funkcjef, to piszemy

f(pla"'a pn) = ¢

Definicja 23. Zbidr spojnikéw logicznych jestzupetny jezeli dowolna funkcje
boolowska mozna opisaza pomoca formuly zdaniowej zawierajacej jedynie sp6j-
niki z tego zbioru i zmienne. Zbiér spéjnikdw jedtzupetnyjezeli kazdaco najwy-

zej dwuargumentownkcje boolowska mozna opisaa pomoca formuty zdaniowej
zawierajacej jedynie spojniki z tego zbioru i zmienne.

Innymi stowy zbior spojnikow jest zupetny (2-zupetny)Siekazda funkcje bo-
olowska (kazda funkcje boolowska co najwyzej dwuargumentowa) mozna przedsta-

wic jako ztozenie funkcji boolowskich ok&tajacych znaczenie spéjnikéw z poda-
nego zbioru.

Zadanie 374. lle jest funkcji boolowskichn-argumentowych?
Zadanie 375. Pokaz, zgv, A} nie jest zupeiny.

Zadanie 376. Pokaz, zgd Vv, A, ©, =} nie jest zupelny.
Zadanie 377. Pokaz, z§<, 1} nie jest zupetny.

Zadanie 378. Pokaz, zg A, v, —} jest zupetny.

Zadanie 379. Pokaz, zg A, —} jest zupetny.



1. Rachunek zdan i rachunek kwantyfikatoréw 25

Zadanie 380. Pokaz, zgv, —} jest zupetny.

Zadanie 381. Pokaz, zd=, L} jest zupetny.

Zadanie 382. Pokaz, zd=, —} jest zupetny.

Zadanie 383. Pokaz, zqV, <, L} jest zupetny.

Zadanie 384. Udowodnij, ze kazdy 2-zupetny zbior spéjnikow jest zupetny.
Zadanie 385. Udowodnij, ze zbio{v, A, =, —} jest 2-zupeny.

Zadanie 386. Czy system spojnikov, T} jest zupetny, gdzie@dq jest prawdziwe
wtedy i tylko wtedy, gdyp A —q, z&&6 T oznacza prawde?

Zadanie 387. Pokaz, ze istnieje binarny spojnik taki, ze{1} jest zupeny.

Zadanie 388. lle jest binarnych spojnikdw logicznychp, takich, ze{®} jest zu-
petny?

1.7. Skiadnia rachunku kwantyfikatorow

Definicja 24. W rachunku kwantyfikatoréwzywamy tzw.zmiennych indywiduo-
wychpochodzacych z nieskozonego zbiorX = {x, y, z, X1, X, . . .}, symboli funk-
cyjnychf, g, f1, fo, ... i symboli relacyjnyctp, q, p1, p2, ... Z kazdym symbolem
funkcyjnym i z kazdym symbolem relacyjnym zwiazujemy liczbe naturalna, ktéra
okresla liczbe jego argumentévainos). Symbole funkcyjnd-argumentowe nazy-
wamy symbolami statychSymbole relacyjne mozna uwdzaa uogélnienie zmien-
nych zdaniowych z rachunku zd@zmienne zdaniowe, td-argumentowe symbole
relacyjne).

Termysa napisami postagi, f (x), g( f1(x), f2(x)) itp. Formalnie:

1. Kazda zmienna indywiduowa jest termem.

2. Kazdy symbol statej jest termem.

3. Jslity, ..., t, satermami, & jestn-argumentowymr{ > 0) sybolem funk-
cyjnym, to f (g, ..., ty) jest termem.

4. Kazdy term mozna zbudowarzy pomocy regut 1-3.

Formuty atomowea napisami postagi(ty), q(ts, tp) itp., gdziet; i tp sa termami.
Formalnie:

1. Symbolel i T sa formutami atomowymi.
2. Kazdy0-argumentowy symbol relacyjny jest formuta atomowa.
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3. Jeslity, ..., ty sa termami, @ jestn-argumentowymr{ > 0) sybolem relacyj-
nym, top(ts, ..., ty) jest formuta atomowa.

4. Kazda formute atomowa mozna otrzyénarzy pomocy regut 1-3.

Formuty rachunku kwantyfikatorégktére bedziemy oznaczap, v, ...) budu-
jemy z formut atomowyclza pomocaspéjnikéw logicznychv sposéb podobny, jak
w rachunku zda. Ponadto mozemy uzywwantyfikatorowv i 3. Formalnie:

1. Kazda formuta atomowa jest formuta rachunku kwantyfikatoréw.
2. Jezelipy i ¢ sa formutami rachunku kwantyfikatordw, to sa nimi takzep1),

(1A P2), (P1V P2), (¢1 = ¢2) | (¢1 & ¢2).
3. Jezelix jest zmienna indywiduowa,&— formuta rachunku kwantyfikatorow,
to formutami rachunku kwantyfikatoréw sa té#x ¢) i (Ix ¢).

4. Kazda formute rachunku kwantyfikatorow mozna otrzgnpaizy pomocy re-
gut 1-3.

Dla zwigkszenia czytelrizi opuszczamy niektére nawiasy w podobny sposéb,
jak w rachunku zda.

Definicja 25. Méwimy, ze w formulevx ¢ (lub 3x ¢) kwantyfikatorv (lub 3) wiaze
wystapienia zmiennej w formule ¢, oraz ze wystapienia zmiennejw formule ¢
sazwiazaneprzez ten kwantyfikator. Wystapienia zmiennych, ktére nie sa zwiazane
w danej formule, sa w nieyolne Formalnie zbior F\¢) zmiennych, ktére wystepuja
jako wolne w formulep definiujemy nastepujaco:

FV(x) = {x}
FV(f(ts,....t)) = FV(t)U...UFV(ty)
FV(L) = @
FV(T) = ¢
FV(p(ty,...,th)) = FV(t)U...UFV(ty)
FV(=¢) = FV(¢)
FV(poy) = FV(p)UFV(y), gdzieoe {v,A,=, <)

FV(Qx¢) = FV(¢)\({x}, gdzieQ e {v,3}

Podobnie definiujemy zbiér zmiennych wystepujacych w formule jako zwiazane.

1.8. Znaczenie formut rachunku kwantyfikatoréw

Formalna definicjdautologii (formuty prawdziwejprawa rachunku kwantyfika-
toréw) jest nieco bardziej skomplikowana, niz w przypadku rachunkunzdaego
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powodu podamy ja dopiero w rozdziale 12. Tutaj powiemy jedynie, ze forghidat
tautologia, jezeli jest spetniona przy kazdej interpretacji symboli funkcyjnych i rela-
cyjnych. Przy danej interpretacji symboli funkcyjnych i relacyjnych formixap jest
spetiona, gdy jest spetniona formytadla kazdej wartéci zmiennej, zas formuta

Ix ¢ jest spetniona, gdy istnieje pewna watamiennejx, dla ktérej formutap jest
spetniona.

Przyktad 26. Prawami rachunku kwantyfikatorow sa mpawa negowania kwanty-
fikatoréw

—(Vx¢) & Ix—¢
—3x¢) & VX—¢

Ich intuicyjny sens jest jasny: ,nieprawda, déa kazdegax formuta ¢ jest praw-
dziwa” oznacza, zeistniejex, dla ktérego formutab nie jest prawdziwa.” Podobnie
Lhieprawda, zastnieje x, dla ktérego formutap jest prawdziwa” oznacza, zealla
kazdegox formuta¢ nie jest prawdziwa.”

Niech¢ i w oznaczaja formuly rachunku kwantyfikatorowtayoze zawierajace
wolne wystapienia zmienngj. W ponizszych zadaniach sprawdz, ktére z podanych
formut sa prawami rachunku kwantyfikatorow.

Zadanie 389. (VX (¢ V y)) = (VX @) vV (VX y)
Zadanie 390. (VX @) vV (VX ) = (VX (¢ V w))

Zadanie 391. (VX (¢ A w)) = (VX @) A (VX )
Zadanie 392. (VX @) A (VX y) = (VX (¢ A w))
Zadanie 393. (VX (¢ = w)) = (VX ¢) = (VX )
Zadanie 394. (VX ¢) = (VX y)) = (VX (¢ = )
Zadanie 395. (VX (¢ = w)) = (IX¢p) = (VX )
Zadanie 396. ((@x ¢) = (VX yw)) = (VX (¢ = v))
Zadanie 397. (IAx (¢ V w)) = (AxP) vV @X w)
Zadanie 398. @x ¢) v @x y) = @X (¢ V y))
Zadanie 399. @x @) A @x w) = @X (¢ A w))
Zadanie 400. @x (¢ A y)) = @xP) A @x w)
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Zadanie 401. (@x ¢) = @x y)) = Gx (¢ = y))
Zadanie 402. (3Ax (¢ = y)) = @Ax¢) = @x )
Zadanie 403. (VX ¢) = @x y)) = @ (¢ = )
Zadanie 404. (X (¢ = y)) = (VX¢) = (IX )
Zadanie 405. (VX ¢) © =(VX y)) = IX (¢ © —w)
Zadanie 406. 3 (¢ © —y) = (VX ¢) & =(VX v))
Zadanie 407.VxX ¢ = IX ¢

Zadanie 408.3IX ¢ = VX ¢

Niech¢ oznacza formute rachunku kwantyfikatorow zawierajadarhgze wolne
wystapienia zmiennyck i y. W ponizszych zadaniach sprawdz, ktére z podanych
formut sa prawami rachunku kwantyfikatorow.

Zadanie 409. (Vx 3y ¢) = (Iy VX @)
Zadanie 410. (JyVx ¢) = (¥x3Iy ¢)

Niech¢ i w oznaczaja formuly rachunku kwantyfikatoréw, przy czym zmiexna
nie ma wolnych wystapiew formule¢ (lecz moze mié w ). W ponizszych zada-
niach sprawdz, czy podane formuty sa rownowazne.

Zadanie 411.Vx (¢ V w) oraz¢ v (YX y)
Zadanie 412.Vx (¢ A w) orazeg A (VX )

Zadanie 413.Vx (¢ = w) oraz¢ = (VX )
Zadanie 414.Vx (¢ = w) oraz¢ = (Ix y)
Zadanie 415.Vx (y = ¢) oraz(Vx y) = ¢
Zadanie 416.Vx (y = ¢)oraz(IX ) = ¢
Zadanie 417.Vx (¢ © w) oraz¢ < (VX )
Zadanie 418.Vx (¢ © w) oraz¢ < (Ix y)
Zadanie 419.3x (¢ Vv w) oraz¢ v (3X y)

Zadanie 420.3x (¢ A w) orazg A (3X y)
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Zadanie 421.3x (¢ = y) orazg = (IX v)
Zadanie 422.3x (¢ = y) orazg = (VX y)
Zadanie 423.3Ix (v = ¢) oraz(Ix y) = ¢
Zadanie 424.3x (y = ¢) oraz(VX y) = ¢
Zadanie 425.3x (¢ © y) orazg < (IX w)

Zadanie 426.3x (¢ < y) orazg < (VX y)

1.9. Formalizacja wypowiedzi w jezyku rachunku kwantyfi-
katorow

Zadanie 427. Formutag jest wpostaci normalnejjesli jest postaci Xy . . . OnXny,
gdzie x; sa pewnymi zmiennymiQ; sa kwantyfikatorami @; < {v,3} dlai =
1,...,n), a formutay nie zawiera kwantyfikatorow i symbol negacji wystepuje
w niej jedynie przed formutami atomowymi. Przyktadem formuty w postaci normal-
nej jestyx3dy (X # y v —=x < y). Formutavx3dy3z—(z = y v y = 2) nie jest

w postaci normalne;j.

Funkcjaf : N — N jeststabo rosnacajesli

xVy(x <y = f(x) < f(y)).
Funkcjaf : N — N jeststabo malejacajesli

VxVy(x <y = f(y) < f(x).
Zapisz ponizsze zdania jako formuty w postaci normalnej:

1. funkcja f jest stabo rosnaca i stabo malejaca,

2. funkcja f nie jest stabo rosnaca i nie jest stabo malejaca.
Zadanie 428. Przy pomocy symboli=, <, +, x, spojnikéw logicznych i kwantyfi-
katoréw zapisz nastepujace formuty dotyczace liczb naturalnych:

1. liczbax jest najmniejsza wspdlna wielokrotemiay i z,

2. kazda liczba nieparzysta wigksza od 3 jest suma dwéch liczb pierwszych,

3. nie istnieje najwigksza liczba pierwsza,

4. liczby x i y maja takie same dzielniki pierwsze.

Przyktad:formute ,x jest suma dwoch kwadratéw liczb naturalnych” zapiszemy
jakoIyFTz(x =y x Y+ Z x 2).
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Zadanie 429. Niech funkcjag bedzie dlan € N okreslona nastepujaco:

n/2, gdyn jest parzyste,

9M =13711, gdy n jest nieparzyste.

Uzywajac symboli z zadania 428 oraz dodatkowo symbolu potegowarzapisz
zdanie rbwnowazne zdaniu ,dla kazdej liczby naturaimejstnieje liczban, taka,
ze g"(m) = 1", gdzie g" oznacza funkcjgy ztozona ze soba razy, na przyktad
g%(3) = 5. Wskaz6wkaciag skdczony liczb naturalnyclay, ay, . . . am mozemy
zakodowa jako jedna liczb@®3% ... pi", gdziep; jesti-ta liczba pierwsza.

Zadanie 430. Uzywajac tylko kwantyfikatoréw, zmiennych, nawiaséw, spéjnikéw
logicznych oraz symbok, N, +, x, =i < napisz formute méwiaca, zednod kaz-
dych trzech liczb naturalnych zawsze znajda sie dwie, ktorych r6znica jest nieujemna
i parzysta. Czy taka formute mozna zapgisszywajac wytacznie kwantyfikatorow,
zmiennych, nawias6w, spojnikéw logicznych oraz symeoIN, + i = ?

Uzywajac tylko kwantyfikatoréw, zmiennych, nawiaséw, spéjnikow logicznych
oraz symbolie, N, +, x, =, < i symbolu f napisz formute méwiaca, ze§kfunkcja
f : N - N jest silnie rosnaca (dla wiekszych argumentéw ma wieksze &a)tdo
jej wartdsci sa nieograniczone.

Zadanie 431. Niech na pewnym skoczonym zbiorzeX bedzie okrélona binarna
relacja R. Mowimy, ze zbiorX z relacjaR jest hamiltonowski jesli istnieje ciag
elementow zbioruX, taki, ze kazdy element zbior¥ wystepuje w tym ciagu do-
ktadnie raz, kazde dwa kolejne elementy ciagu sa ze soba w r&aojiaz ostatni
element ciagu jest w relacji z pierwszym elementem ciagu. Uzywajac jedynie po-
nizszych stéw i zwrotow (z odpowiednia odmiana) wyraz stownie, co to znaczy, ze
zbiér X wraz z relacjaR nie jest hamiltonowski:

R istnieje pierwszy

X kazdy raz

ciag kolejny taki, ze

dla ktory ten
dokfadnie lub truskawka
dwa moc w

element nie jest w relacji wystepowa
[ ostatni zbiér

Zadanie 432. Po egzaminie z logiki studenci wybrali sie na dyskoteke, w ktorej bawi
sie pewna liczba gai dzentelmenéw. Niech

¢1 0znacza, ze kazdy dzentelmen zna co najwyzej dwie panie,

¢2 0znacza, ze kazda pani zna co najwyzej dwéch dzentelmendw,

¢3 0znacza, ze kazdy dzentelmen zna co najmniej dwie panie,

¢4 0znacza, ze zadne dwie panie nie znaja doktadnie tych samych dzentelmendw.
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Zapisz zdaniah1, ¢2, @31 ¢4 uzywajac symboli zbioréwP i D oraz symbolu relacji
Z C (P U D)2, takich, ze

X e P < xjestpania,
xe D < xjestdzentelmenem,
Z(x,y) & Xznay,

oraz rownéci= i spéjnikéw logicznych oraz kwantyfikatoréw.

Niech
y1 = Q1AP2
w2 = Q3N P4
W3 = P2AP3NA Py
Wa = PLAG2AP3APa

Uzywajac symboli+, x, :, <, liczb naturalnych oraz symboli logicznych, napisz
formuly 6 (p, d),i = 1,..., 4, spelnione dokladnie dla tych liczb naturalnygid,
dla ktérych istnieja zbiory gaP i dzentelmenéwD, oraz relacja ,znajoméxi” Z C

(P U D)?, takie, zep = |P|, d = |D| i spetniona jest formutay;. Na przyktad
formuta

d5(p,d) < p=2d

zachodzi dla tych liczb naturalnyghi d, dla ktérych istnieja zbiory paP i dzentel-
mendéwD oraz relacja ,znajon&ci” Z C (P U D)2, takie, ze spetniona jest formuta

ws, mOwiaca, ze kazdy dzentelmen zna doktadnie dwie panie, a kazda pani zna do-
ktadnie jednego dzentelmena.






Zbiory

W teorii mnogdci zbiodri relacje e nalezenia do zbioru przyjmujemy za pojecia
pierwotne. Whasngci zbioréw i relacjie sa zadane przezksjomatytj. zdania, ktére
przyjmujemy za prawdziwe bez dowodu.

Aksjomat 27 (zasada ekstensjonalr&ci). Dwa zbiory saréwne jezeli zawieraja
dokfadnie te same elementy, tj.

Vx(xe AexeB) = A=B.
Definicja 28. Zbiér pustyd jest zbiorem nie zawierajacym zadnego elementu:
VX (X & 9).
Aksjomat 29 (zbioru pustego). Zbioér pusty istnieje.
Zauwazmy, ze na mocy zasady ekstensjor&thistnieje doktadnie jeden zbior pusty.

Definicja 30. Zbidr A jest podzbiorenebioru B, co bedziemy zapisyvtaA C B,
jezeli B zawiera wszystkie elementy zbioA tj.

ACB & VW¥x(xe A= xeB).

Zauwazmy, ze na mocy zasady ekstensjor&andwa zbiory sa rowne wtedy i tylko
wtedy, gdy sa nawzajem swoimi podzbiorami, tj.

A=B & ACBABCA.

Definicja 31. Napisy {X | ¢} i {x : ¢} oznaczaja zbio6r tych elementdwy ktére
spetniaja formulgp.

Przyktad 32.Napis{n | 3meN (n = 3m)} oznacza zbiér liczb naturalnych podziel-
nych przez 3.

Definicja 33. Rodzine wszystkich podzbioréw zbioAinazywamyzbiorem potego-
wymzbioru A i oznaczamyP(A). Formalnie:

P(A) = {B|BCA.
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2.1. Dziatania na zbiorach
Definicja 34. Na zbiorach wprowadzamy operagemyy, przekrojun i réznicy\:

XxXe AUB & xeAvxeB
Xe ANB & xeAAXxeB
xe A\B © xeAAXx¢gB

Powyzsze operacje maja wiele ciekawych widsmoDla przyktadu:
Fakt 35 (prawa rozdzielndsci).

A\ (BUC) = (A\B)N(A\C)
AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

Dowdd. Udowodnimy pierwsze z nich. Na mocy prawa ekstensjorslinoystarczy
pokaz&, ze dla kazdega zachodzi

xe A\(BUC) & xe(A\B)N(A\C).
Istotnie, z definicji roznicy zbioréw
xe A\(BUC) & xeAAa—(xeBUC).
Nastepnie z definicji sumy zbiorow mamy
XxXe AA—(xeBUC) & xe AA—-(xeBvxel).
Korzystajac z prawa de Morgar&p Vv q) < —p A —(q otrzymujemy
XxXe AN (xeBvxeC) & xe AAXg€BAxgO).

Na mocy tautologiip < (p A p) mozemy do formuty dopisajeszcze jedno wysta-
pieniex € A. Ponadto koniunkcja jest taczna i przemienna, mozemy zatem dowolnie
pogrupowa jej czynniki:

Xe ANXE€BAXEC) & XxXe AAXe AAX¢gBAXEO)
& Xe AAXEB)AXe AAXxgC).

Korzystajac dwukrotnie z definicji r6znicy zbioréw mamy
Xe AAXg€B)AXe AAXEC) & (Xe A\B)A(Xxe A\C).
Na mocy definicji przekroju zbioréw mamy ostatecznie
(xe A\B)A(xe A\C) & xe(A\B)N(A\C).

Rozpoczebmy od formutyx € A\ (B U C). Przechodzac przez szereg formut row-
nowaznych otrzymadimy ostatecznig € (A\ B) N (A\ C). Twierdzenie jest zatem
udowodnione. (]
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Zadanie 433. Pokaz, ze dla dowolnych zbiord®y, B i C zachodza podane réwsdai.

AUB
ANB
(AUB)UC

(ANB)NC =
(AUB)NC =
(ANB)UC =
(AUB)\C =
A\ (BUC) =
(ANB)\C =

A\ (BNC)

Zadanie 434. Pokaz, ze dla dowolnych zbioré#y, B, C i D zachodza podane réw-

nosci.

(A\B)UC

(A\B)NC =

A\ (B\C) =
AU(B\C) =
A\(B\(C\D)) =
(A\B)N(C\D) =
GNA =

GUA =

G\A =

A\G =

BUA
BNA

AU (BUC)

AN (BNC)
(ANC)U(BNC)
(AUC)N (BUC)
(A\C)U(B\C)
(A\B)\C
(A\C)N(B\C)
(A\B)U(A\C)

(AUC)\ (B\C)
(ANC)\ B

(A\ B)U (ANC)
((AUB)\C)U(ANC)
(A\ B)U((ANC)\ D)
(ANC)\ (BUD)

/]

A

/]

A

Zadanie 435. Czy dla dowolnych zbioréwA, B i C zachodza podane rowsai?

(AUB)\ B
AU (AN B)
AN (AU B)

(A\B)\ (B\ A
A\ (BN A)
A\ (B\ A
AU (B\C)
AN(B\C)

|
>>» > > >

= A
= (AUB)\C
— (ANB)\C
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A\(B\C) = (A\B)\C
A\(BUC) = (A\B)N(A\C)

Zadanie 436. Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw, B, C i D, takich, zeA C B
i C C D zachodza podane inkluzje.

AUC C BUD
ANC C BND
A\D C B\C

Zadanie 437. Wykaz, ze dla dowolnych zbiorow, B, C i D zachodzi:
ANnBNCND < ((AnB)uC)ND.
Zadanie 438. Czy dla dowolnych zbioréwA, B i C zachodza ponizsze inkluzje?

AN (BUC)
AN (B\C)

BN (AUC)

C
c BN(A\O)

W ponizszych zadaniach przyjmij, ze zbiofy B i C spetniaja podana réwso.
Wymieh wszystkie inkluzje miedzy zbioramd, B i C, ktére wynikaja z podanej
zalezn@ci (oprécz oczywistych inkluzji postagl C X), i udowodnij, ze wymienits
wszystkie takie inkluzje.

Zadanie 439. (AUB)\C=(A\C)UB
Zadanie 440. (AUB)\ (BNC)=ANC
Zadanie 441. (ANB)UC)\ A= (ANB)\C
Zadanie 442. (A\C)uB=AUB

Zadanie 443. (ANB)U(CNB)=B
Zadanie 444.(AUB)N(CuB)=B

Zadanie 445. Pokaz, ze jezeli dla pewnych zbiorévi B jestA\ B = B\ A, to
A=B.

Zadanie 446. Udowodnij, ze dla dowolnych zbiorow i B nastgpujace formuty sa
réwnowazne

ACB, AuB=B, ANnB=A, A\B=4.
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Zadanie 447. Niech A, B i C beda dowolnymi zbiorami. Udowodnij, z&6 C AU B

i B C AU B. Udowodnij, ze jgli A C C orazB C C,to AU B C C. Innymi stowy
suma zbiorowA i B jest najmniejszym (w sensie inkluzji) zbiorem zawierajacym
zbiory Ai B.

Zadanie 448. Niech A, B i C beda dowolnymi zbiorami. Udowodnij, 2N B C A

i AN B C B. Udowodnij, ze jgli C € AorazC C B,to C C AN B. Innymi
stowy przekroj zbioréwA i B jest najwiekszym (w sensie inkluzji) zbiorem zawartym
w zbiorachAi B.

Zadanie 449. Niech A, B i C beda dowolnymi zbiorami. Udowodnij, z&\ B C A

i (A\ B)NB = @. Udowodnij, ze j&liC C AorazCNB = #,toC C A\ B. Innymi
stowy roznica zbior6wA i B jest najwiekszym (w sensie inkluzji) zbiorem zawartym
w Airoziacznym zB.

Definicja 36. ROznice symetryczna zbioréw A i B definiujemy nastepujaco:
XxXeA-B & xe Asx¢B.
Zadanie 450. Pokaz, ze r6znica symetryczna jest oper&ganai przemienngtj. ze
(A-B)=C=A=-(B=C) oraz A~B=B=A
dla dowolnych zbiorowA, B i C. Pokaz takze nastepujace tozsawip
A-g=A A=A=0 oraz AN(B=C)=(ANB) = (ANC).
Zadanie 451. Udowodnij, ze
A=B=(A\B)U(B\A) =(AUB)\ (ANB).

Zadanie 452. W5rdd ponizszych zdawskaz zdania prawdziwe i udowodnij je. Dla
pozostalych zdapodaj kontrprzyktady dowodzace, ze zdania te nie sa prawdziwe.

1. Rown&t AN B = AN C implikuje rowndt B = C.

2. RéwnasciAN B = ANC orazAU B = AU C implikuja réwndgt B = C.

3. Inkluzja AU B € AN B implikuje rown&t A = B.

4. Rownast A -~ B = A = C implikuje réwnat B = C.

5. Rownat A — B = ¢ implikuje rowndt A = B.
Zadanie 453. Czy istnieja niepuste zbiorp i B takie, ze

ACA=~BCA\B?
Zadanie 454. Czy dla dowolnych zbiorowA i B zachodza rowrki:
AU(B=C) = (AUB)=(AUC),
AUB = (A=B)=(ANB)?
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2.2. Operacje niesko nczone na zhiorach

Definicja 37. Rodzina zbioréwindeksowana elementami zbiofs nazywamy od-

wzorowanie, ktére kazdemu elementasve S przyporzadkowuje pewien zbidks.

Rodzing zbioréw oznaczamyAs}ses. Rodzina zbior()V\{AS,,t}teTS indeksowana ele-
Se

mentami dwdch zbiorévs i T nazywamy odwzorowanie, ktére kazdej patzgt),
gdzies € Sorazt € T przyporzadkowuje pewien zbids . JezeliS= {ieN | i >n},
to zamiast{ A }ics piszemy teZ A} . JezeliS = {n,..., m}, to zamiast{A;}ics
piszemy teZ A} .

Definicja 38. Dwuargumentowe operacje sumy i przekroju zbioréw mozna rozsze-
rzyc na dowolne rodziny zbioréw. Suma wszystkich zbiorow z rodZify}scs jest
zbiorem zawierajacym elementy wystepujace w ktérymkolwiek ze zbiokgwPo-
dobnie przekroj tej rodziny jest zbiorem zawierajacym elementy wystepujace w kaz-
dym ze zbioréwAs. Formalnie:

erAS & JseS(x € Ag),

seS
xe()As © VseS(xeAy).

seS

W ponizszych zadaniach udowodnij, ze dla dowolnych rodzin zbidéwicT,
{Bt}teT, gdzieT jest niepustym zbiorem indeksow, zachodza podane relacje. W kto-
rych przypadkach zachodzi inkluzja odwrotna?

Zadanie 455. |J (At UBy) = |J AU U Bt
teT teT teT

Zadanie 456. N (AtNB) =) AtN ) B

teT teT teT
Zadanie 457. |J(ANB) C U AN U B
teT teT teT

Zadanie 458. (] AtU N Bt C (N (At U By)
teT teT teT

Zadanie 459. (| AAU N Bt € U (A UBy)
teT teT teT

Zadanie 460. (At UB) C U AvU U Bt
teT teT teT

Zadanie 461. (] (AtUBs) C (A U By)
t,seT teT

Zadanie 462. | J (A.NBy) C |J (AN Bs)
teT t,seT
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Zadanie 463. |J (At\ B) € U At\ N B

teT teT teT
Zadanie 464. N (At \ B) = N A\ U B
teT teT teT

W ponizszych zadaniach udowodnij, ze dla dowolnego zbistiudowolnej ro-
dziny zbioréw{B; }icT, gdzieT jest niepustym zbiorem indekséw, zachodza podane
réwnasci.

Zadanie 465. |J(AUB) = AU | Bt
teT teT

Zadanie 466. (| (AUB) = AU N B
teT teT

Zadanie 467. |J(ANBy) = AN |J B
teT teT

Zadanie 468. " (ANB) =AN N B
teT teT

W ponizszych zadaniach udowodnij, ze dla dowolnej rodziny zbiqréu\é}teTs,
Se

gdzieT i Ssa niepustymi zbiorami indekséw, zachodza podane relacje. Czy zachodza
inkluzje odwrotne?

Zadanie469. |J U Ais= U U Acs
teT seS seSteT

Zadanie470. N N As= ) N Ats
teT seS seSteT

Zadanie471. |J N AsC ) U Ats
teT seS seSteT

W ponizszych zadaniach udowodnij, ze dla dowolnej rodziny zbidmlg}t seT.
gdzieT jest niepustym zbiorem indekséw, zachodza podane relacje. Czy zachodza
inkluzje odwrotne?

Zadanie 472. U At C U U A s

teT teT seT
Zadanie 473. (| N Auts € N At
teT seT teT

W ponizszych zadaniach udowodnij, ze dla dowolnych rodzin zbidr8wicT,
{Bs}ses, gdzieT i Ssa niepustymi zbiorami indekséw, zachodza podane régino

Zadanie 474. |J AU U Bs= U U (A1 UByg)
teT seS teT seS
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Zadanie 475. U AN U Bs= U U (AN Bs)
teT seS teT seS

Zadanie 476. (| AtU () Bs= (N N (At UBs)
teT seS teT seS

Zadanie 477. V1 AN () Bs= ] N (AN Bs)
teT seS teT seS

W ponizszych zadaniach udowodnij, ze dla dowolnej rodziny zbiofdwi 2
zachodza podane relacje. W ktorych przypadkach zachodzi inkluzja odwrotna?

o0
Zadanie 478. () A, C U ﬂ A
n=0 n=0k=n

(o el o} oo o0
Zadanie479. |J N A«C N U A

n=0k=n n=0k=n
. o0
Zadanie 480. ﬂ U A C U An
n=0k=n

Zadanie 481. U Ans1 C U(An+1\ U Am)

n=0 n=0 m=1

Zadanie 482. |} An = (ijl(An \ An+1)) U (Am\ ADU () An
n=0

n=0 n=0

o o0 o0
Zadanie 483. | Ay = ( U (An\ An+1)) U An
n=0 n=0 n=0

Zadanie 484. nfzjo An = ((EO An) \ Al) U (g(An \ An+1)) U ﬁo An

Definicja 39. Rodzina zbiordw An}nen jestzstepujacajezeli Anr1 C A, dla kaz-
degon € N i wstepujacajezeli Ay C Ant1 dla kazdego € N.

Zadanie 485. Udowodnij, ze j&li {An}tnen | {Bnlneny S@ zstepujacymi rodzinami
zbioréw, to

iON(Ai UB) = (iEI]\IAi) U (DN Bi).

Wskaz przyktad rodzigAn}nen i {Bnlnen dla ktorych rown&t powyzsza nie zacho-
dzi. Czy rownét powyzsza zachodzi dla rodzin wstepujacych?
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Zadanie 486. Udowodnij, ze j&li {Anlnen | {Bnlnen S@ wstepujacymi rodzinami
zbioréw, to

iEIJ\I(Ai nB) = (iEIJ\IAi) N (ig Bi).

Wskaz przyktad rodzigAn}nen i {Bnlnen dla ktorych rownét powyzsza nie zacho-
dzi. Czy rowna&t powyzsza zachodzi dla rodzin zstgpujacych?

Zadanie 487. Udowodnij, ze j&li { Anlnen jest zstepujaca rodzina zbioréw, to
U (A2nsa\ Ani2) U () A = Ao\ | (Aen\ Amnga).
neN neN neN

Zadanie 488. Udowodnij, ze j&li { An}lnen jest zstepujaca rodzina zbioréw, to

UﬂA ﬂUA

n=0i= n=0i=

Zadanie 489. Udowodnij, ze j&li { An}neny jESt wstepujaca rodzina zbioréw, to

JNa = NUA.
n=0i=0 n=0i=0

Zadanie 490. Udowodnij, ze j&li { Anlnen jest zstepujaca rodzina zbioréw, to
oo o0 oo o0 o0
UNa=AUAa=]A.
n=0i=n n=0i=n n=0

Zadanie 491. Udowodnij, ze j&li { An}nen jESt wstepujaca rodzina zbioréw, to
o o0 oo o0 o
UNa=NUAa=Ua
n=0i=n n=0i=n n=0

Zadanie 492. Niech{An m}>°

o unmMin m=0
naturalnych. Pokaz, ze§k

bedzie rodzina zbioréw indeksowana parami liczb

An,m - An-',-l,m N An,m+1

dla wszelkichn i m, to

o0
U U Aum = [ A
= n=0



42 2.2. Operacje nieskoficzone na zbiorach

Zadanie 493. Dane sa rodziny zbioréWA; }icy i {Bilien
k
degoi istniejek takie, zeA; € J Bj. Udowodnij, ze:
j=0
[ k
1. dla kazdega istnieje takiek, ze | J Aj € J Bj,
j=0 j=0

. Wiadomo, ze dla kaz-



Relacje

3.1. Para uporzadkowana i iloczyn (produkt) kartezja  fski

Pare uporzadkowandw skrécie parg) elementéwa i b bedziemy zapisywa
w postaci(a, b). Para bedzie dla nas pojeciem pierwotnym. Przyjmujemy, ze spet-
nia ona nastepujacy aksjomat.

Aksjomat 40. (a,b) = (c,d) & (a=cAb=4d).

Aby okreslic pare uporzadkowana wystarczy podavuelementowy zbior jej ele-
mentow i wskaza, ktory z nich jest pierwszy. Specijadi od podstaw matematyki
pragna za pojecia pierwotne uwazadynie zbior i relacje nalezenia do zbioru i dla-
tego wolazdefiniowaare nastepujaco:

(a,b) = {{a},{a b}}.
Zadanie 494. Udowodnij, ze zdefiniowana wyzej pata, b) spetnia aksjomat 40.

Definicja 41. lloczynem kartezjahskiahwédch zbioréw nazywamy zbiér wszystkich
par uporzadkowanych ztozonych z elementéw tych zbioréw:

AxB = {{(a,b)|]ae AArbe B}

Zadanie 495. Uzupetnij i udowodnij podane wzory.

(ANB)xC = (AxC)Nn(BxC0C)

(AUB)xC = ?

(AUB)x (CUD) = ?
Zadanie 496. Udowodnij, ze
AxB=BxA < A=0vB=0VvA=B
dla dowolnych zbior6wA i B.
Zadanie 497. Udowodnij, ze jezeliA x B=C x D, to
(A=CAB=D)V(A=0VvB=0)A(C=0VvD=90)).



44 3.2. Relacje

3.2. Relacje

Definicja 42. Dowolny podzbi6rR C Ax B produktu kartezjaskiego zbior6wAi B
nazywamyrelacja dwuargumentowgpinarng. Jesli (a, b) € R, to méwimy, ze ele-
mentya € Ai b € B sa ze soba w relacjR. Zamiast pisé (a, b) € R, piszemy tez
niekiedyaRh PodzbioryA x A sabinarnymi relacjami na zbiorz@.

Przyktad 43.Relacjami binarnymi sa:
e identycznét (rowndst, przekatna) na zbiorZé: {(x, x) € N2 | x € A},
e relacja mniejszéci < na zbiorzeN: {(x, y) € N2 | x <y},
e RC Z x N, taka, zexRygdy y = x2.

Zadanie 498. Podaj intuicyjny sens ponizszych relacji dwuargumentowych na zbio-
rze{l, 2, 3,4,5, 6}

x

a)

x

b)

x

c)

cUubwWNR|—||loabhwWNR|—| |0 MWWNR|—
OO0OO0ORrRO|IR||PFOOROO|R||IPRRRERPRR
cocooroo|N||lorocooro|N||loocoocoocoo|N
corooo|w|l|loorocoor|w |locoocoocooo|w
oOroooco|h||lrooroo|h|l|lRPRERPRERE|A
rooooo|ul||lorocooro|ul]|looocoocoo|un
OocoooRr|o||lcorocor|o||lcoocoocoo|o

(Liczba 1 w tabelce oznacza, ze dana para elementéw nalezy do relajj, & rae.)
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3.3. Krotki ( n-tki) uporzadkowane i relacje n-argumentowe

Pojecie pary tatwo uogolbina ciagi uporzadkowane dowolnej, skaonej dtu-
gosci, ktére bedziemy nazywkrotkami(n-tkami). Zaktadamy, zday, ..., a,) jest
pojeciem pierwotnym i przyjmujemy:

Aksjomat 44. (aj,...,an) =(b1,...,bp) © ar=bi1A...Aa, =bp.

Krotki mozna réwniezdefiniowa&za pomoca pojecia pary: krotka dwuelemen-
towa jest para, krotka + 1-elementowa jest para ztozona z pierwszego elementu
i krotki n-elementowe;j:

(@8, a1,...,a) = (ao, (@, ...,an))

Definicja 45. W oczywisty sposéb uogoélniamy pojeqeoduktunan zbioréw:

Al x...x An = {{(a1,....,an) |ar € A1,...,a, € An}.
Dlan > 2 zamiast
Ax...x A
N—
n razy

piszemy w skrocieA”. Przyjmujemy dodatkowo, zal = A.

Definicja 46. Relacja n-argumentowa nazywamy dowolny podzbiér produktu
zbiorow.

Dla przyktadu
{ta,b,c)eN®|a-b=c} oraz {(a,b,c)eN°|a-b<c}
sa relacjami trojargumentowymi na zbior¥e

Zadanie 499. lle jest relacjin-argumentowych na zbiorze 5-elementowym?

3.4. Ztozenie relacji. Relacja odwrotna
Definicja 47. Dane sa relacj® C Ax Bi Q C B x C. Relacja

PQ={(ac)|db@PbAabQg}C AxC
nazywa sigztozeniemrelacji P i Q. Relacja
Pl={(,a|(abeP)CBxA

nazywa sigelacja odwrotnado P.
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Twierdzenie 48. Dla dowolnych relacjiTf C Ax B RC B xCiSCC x D:

T(RS = (TRS
(R9™! = slIRr!

Zadanie 500. Oblicz R? = RR R2i R* dla relacji z zadania 498.

Zadanie 501. Uzupetnij i udowodnij wzory:

T(RSY = (TRS
(Rs—l — S—lR—l
(Rug™t = R1Iust
(RN = RInst?
(RH™ = R
(RUST = RTUST
(RNST C RTNST
(RUST)t = T RIuT s

(AxB)y™! = BxA
(AxB)(CxD) = ?



Funkcje

Definicja 49. Relacjef C A x B nazywamyfunkcja o dziedzinié\ i zbiorze war-
toSci (przeciwdziedziniel, jezeli

1. vacAdbeB (a,b) e f
2. YacAVbi1eB VbpeB ((a,b1) € f A(a,bp) € f = by = bp)

Zbiér wszystkich funkcji o dziedzinié i przeciwdziedzinieB oznaczamyBA.
Relacje spetniajaca jedynie warunek 2 nazywdmmkcja czesciowaDziedzina
funkciji czgsciowej f nazywamy zbior

Dom(f) ={ae A|JbeB (a,b) € f}.

Zamiastf e BA piszemy zwyklef : A — B. Napis f (a) oznacza elemer,
taki, ze(a, b) e f (jeslirelacjaf jest funkcja, to dla kazdegmtaki elemenb istnieje
i jest doktadnie jeden, oznaczeni€a) jest wiec jednoznaczne).

Pytanie 50.lle jestfunkcji f : A — B? llejestfunkcjif : § —» B,ailef : A— §?

Z pomoca pojecia funkcji mozemy jeszcze inaczej zdefinowski uporzad-
kowane:(ay, ..., an) jest funkcjaf : {1,...,n} — A. Wobweczasf (i) jesti-tym
elementem krotki.

Definicja 51. Funkcjaf : A — B jestréznowartosciowdjestinjekcja), jezeli
Va,ap € A (f(ag) = f(ap) > a1 = ap).
Funkcjaf : A— Bjest,na” (jestsurjekcja, jezel
vbeB JacA f(a) =b.

Funkcja f jestodwzorowaniem wzajemnie jednoznaczriijekcja), jesli jest roz-
nowartcéciowa i ,na”.

Zadanie 502. Ktére sp&rad relacji z zadania 498 sa funkcjami?
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4.1. Funkcje odwrotne i ztozenie funkcji

Twierdzenie 52. Niech dane beda funkcjé : A - Big: B —» C. Wbwczas
relacjiagf C A x C jest funkcja zA w C oraz(gf)(a) = g(f(a)) dla kazdego
a € A. Jezeli ponadto obie funkcjé i g sa r6znowartsciowe, togf tez jest rézno-
wartcsciowa. Jezeli obie funkcjé i g sa ,na”, togf tez jest ,na”.

Definicja 53. Niech f : A — B bedzie funkcja. Wtedy funkcjg : B — A jest
funkcja odwrotnalo f, jesligf = | o oraz fg = |g (gdziel a, | 5 0znaczaja funkcje
identyczn&ciowe odpowiednio na zbioradhi B).

Twierdzenie 54. Niech f . A — B bedzie funkcja. Wtedy nastepujace warunki sa
réwnowazne:

1. f ma funkcje odwrotna,
2. f jest bijekcja,
3. relacja odwrotnaf ~1 jest funkcja okrélona na zbiorzé.

Funkcje odwrotna dd oznaczamyf —1.
Niechf : A— Big: B — C. Ktdre z ponizszych implikacji sa prawdziwe?
Zadanie 503. Jezeligf jest ,na”, to f jest ,na”.

Zadanie 504. Jezeligf jest ,na”, tog jest ,na”.
Zadanie 505. Jezeligf jest roznowartsciowa, tof jest réznowartsciowa.

Zadanie 506. Jezeligf jest roznowartsciowa, tog jest réznowartéciowa.

4.2. Obraz i przeciwobraz zbioru

Definicja 55. Niech f : A — B bedzie funkcja i niectX C A. Obrazem zbioruX
w odwzorowaniuf nazywamy zhiér

f(X) = {beB|JaeX f(a)=Dh}.
Przeciwobrazem zbiord C B w odwzorowaniuf nazywamy zbior
f~XY) = {aeA|f@)eY].
Definicja 56. Niech X bedzie rodzina podzbioréw zbiory. Wtedy

Ux = U x
N«

I
D)
X
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Twierdzenie 57. Niech f : A — B bedzie funkcjaX’ rodzina podzbioréw zbioru
A, z& Y rodzina podzbioréw zbiorB. Wtedy

fJo = JFx)1Xex) 1)
Jslix g0 f()X) c [([fX)|Xex) 2)
Uy = Yt ivyem 3
Jsliy#o.to Y = ([N IYe)) @)

Pytanie 58.Czy symbol ,C” we wzorze (2) mozna zastgpsymbolem ="?

Zadanie 507. Niech f : X —» Y, A, B C X. Uzupetnij i udowodnij wzory:

f(AUB) = f(A)U f(B)
f(ANB) ? f(A)N f(B)
f~1(f(A) ? A

Zadanie 508. Niech f : X —» Y, C, D C Y. Uzupetnij i udowodnij wzory:

f~lcnb) = frC)nf D)
f~icub) = ?
f(f~fc) 2 cC
f(flc)y = 2

Zadanie 509. Niech f : X — Y bedzie bijekcja, & : Y — X funkcja odwrotna
do f. Udowodnij, zef ~1(C) = g(C) dla dowolnegdC C Y.






Relacje rownowaznosci

Definicja 59. RelacjaR C A x Ajest

e zwrotng jeSli aRadla kazdega € A,
e symetryczngesliaRb= bRadla kazdycha, b € A,
e przechodniajeSliaRbA bRc= aRcdla wszelkicha, b, c € A.

Relacje zwrotna, symetryczna i przechodnia nazywestacja rownowaznsci.

Definicja 60. Klasa abstrakcjielementua € A wzgledem relacji rwnowazsai
~ C A x Anazywamy zbior

[al- = {be Aja~Db}
Definicja 61. Méwimy, ze rodzina zbioréwX; }ic| jestpodziatenebioru A, jesli
1. zbiory X; sa niepuste:

X; # @ dla kazdego < I,

2. zbiory X; pokrywaja zbidrA:

UXi=A,

iel
3. zbiory X; sa parami rozlaczne:
XiNXj =4,
dla wszelkich, j e I, takich, ze # j.

Definicja 62. Niech dane beda dwa podziaRBf i P, zbioru A. Mowimy, ze podziat
P1 jestdrobniejszyod podziatuP,, jesli dla kazdegoX e P istniejeY e Pa, taki,
zeX CY.
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Lemat 63. Dla dowolnej relacji rownowazrszi~ C A x Aielementéwa, b € A
a~b < [a]~=][b]~.
Twierdzenie 64 (Zasada Abstrakcji).

1. Klasy abstrakcji dowolnej relacji rownowazsg tworza podziat zbior.

2. Dlakazdego podziatu zbior@ istnieje doktadnie jedna relacja réwnowasop
ktorej klasy abstrakcji tworza ten podziat.

Przyktad 65.Niecha, b, ¢, d € Z, ¢, d # 0. Definiujemy relacje~ C Z x (Z \ {0})?
wzorem

(a,b) ~(c,d) & a-d=b-c

Relacjar jest relacja rownowazrsei naZ x (7 \ {0}). Dowdd polega na sprawdzeniu
wprost z definicji, ze~ jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Zadanie 510. Uzywajac kwantyfikatorow, spojnikéw logicznyoch A, =, <, oraz
wyrazeh postack € A, x € A, R(x, y) i =R(X, y) zapisz, ze relacj® nie jest relacja
réwnowazn&ci na zbiorzeA.

Zadanie 511. Napisz bez uzywania znaku negacji formuty méwiace, ze
1. Rodzina{X;}ic| nie jest podziatem zbior. Wolno uzywa& symboluz.

2. PodziafP; nie jest drobniejszy od podziaf®,. Wolno uzyw& symbolug.

Zadanie 512. Wykaz, ze j&li podziatP; jest drobniejszy od podzial®,, to dla
kazdegoX e P, istnieje rodzinaR C P, taka, zeX = |J R.

Zadanie 513. Niech A bedzie ustalonym niepustym zbiorem. Czy prawda jest, ze
dla dowolnej relacjiR € A?

¢(R) = ¢(RR),

gdzieRRoznacza ztozenie reladi ze soba, & (R) oznacza, ze relacjR jest

1. zwrotna na zbiorze\,

N

. Symetryczna na zbiorza,

w

. przechodnia na zbiorza,

N

. antysymetryczna na zbiorze
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Zadanie 514. Niech R bedzie relacja binarna. Ktére z ponizszych stwiefdza
prawdziwe:

1. RRCR,

2. RR=R,

3. RRO R,
jezeli relacjar jest

1. zwrotna?
2. symetryczna?
3. przechodnia?

Zadanie 515. Wykaz, ze j&li R jest relacja zwrotna i przechodnia, &' = R dla
kazdegmn > 1.

Zadanie 516. RelacjeR i Ssa relacjami rownowazi$gi na tym samym zbiorze. Czy
RUS RNS R\ S R = Stez sa relacjami rbwnowazgoi?

Zadanie 517. Niech R i S beda relacjami réwnowazBoi na tym samym zbiorze.
Udowaodnij, zeRU Sjest relacja rownowazrsei wtedy i tylko wtedy, gdyRUS = RS

Zadanie 518. Niech’R bedzie pewna rodzina relacji rownowasaookreslonych na
pewnym zbiorzeX. Czy|J R i (] R sa relacjami rownowazi$ai naX?

Zadanie 519. Niech R C A? bedzie dowolna relacja i niedR® bedzie relacja réw-
nosci naA (to znaczy(x,y) € RO wtedy i tylko wtedy, gdyx = y). Wykaz, ze
RU R®U R™1jest relacja zwrotna i symetryczna.

Zadanie 520. Niech R C A? bedzie pewna relacja binarna na zbiofzeraz
T = {SC A?| Sjestprzechodnia RC S},
RV = (7.
Pokaz, ze
1. RC RY,
2. jesli Sjest relacja przechodnia taka, RC S, to RT C S,
3. RT jest relacja przechodnia.

RelacjaRT jest zatem najmniejsza (w sensie zawierania zbiorow) relacja przechodnia
zawierajaca relacj®.
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Definicja 66. RelacjeR™ nazywamyprzechodnim (tranzytywnym) domknieciBmn

Zadanie 521. Niech Q C A? bedzie dowolna relacjgQ! = Q i niech Q" =
Q"Qdlan > 1. KtadziemyQ = [J;2; Q". Wykaz, zeQ jest relacja przechodnia.

Zadanie 522. Wykaz, ze relacjaQ z poprzedniego zadania jest przechodnim do-
mknigciem relacjiQ.

Zadanie 523. Niech R C A? bedzie pewna relacja binarna na zbiorzeraz

T = ({SC A?| Sjestzwrotnaiprzechodnia R C S},
R = (7.
Pokaz, ze
1. RC R,
2. jesli Sjest relacja zwrotna i przechodnia taka,Re&E S, to R* C S,
3. R* jest relacja zwrotna i przechodnia.

RelacjaR* jest zatem najmniejsza (w sensie zawierania zbioréw) relacja zwrotna
i przechodnia zawierajaca reladge

Definicja 67. RelacjeR* nazywamyzwrotnym i przechodnim domknigcidtn

Zadanie 524. Niech Q C A? bedzie dowolna relacjaQ® = 1, gdziel jest relacja
réwndsci naA i niech Q™! = Q"Q dlan > 0. KtadziemyQ = |Ji2, Q". Wykaz,
ze Q jest relacja zwrotna i przechodnia.

Zadanie 525. Wykaz, ze relacjaQ z poprzedniego zadania jest zwrotnym i prze-
chodnim domknigciem relac{.

Zadanie 526. Korzystajac z zadapoprzednich wykaz, ze§8 R jest dowolna rela-
cjaorazQ = RU R™1, to Q* jest relacja réwnowazei.

Zadanie 527. Udowodnij, ze j&li R jest dowolna relacja ora® = RU R™1, to
Q* jest najmniejsza (w sensie relacji inkluzji) relacja rownow&ai@awierajaca
relacjeR.

Zadanie 528. Udowodnij, ze jezelR jest relacja taka, zR* zawieraR™1, to R* jest
relacja réwnowazréci.



5. Relacje rownowaznosci 55

Zadanie 529. Dane jest przeksztalcenie : A — B. W zbiorze A definiujemy
relacje~ wzorem

x~y & fx)=f(y).

Udowaodnij, ze~ jest relacja réwnowazrszi. Podaj warunek konieczny i dostateczny
na to, by~ byla identycznécia naA.

Zadanie 530. Dane jest przeksztatcenie: A — B oraz relacja rownowaz$ci R
naB. W zbiorzeA definiujemy relacje~ wzorem

x~y e (f(x), f(y) eR
Udowodnij, ze~ jest relacja rownowazriei.

Zadanie 531. lle jest roznych relacji rownowazgoi na zbiorze czteroelemento-
wym? lle jest réznych relacji rwnowazsci na zbiorze saeioelementowym?

Zadanie 532. W zbiorze NN definiujemy relacjeR;, Ry, R3 i R4 W nastepujacy
sposob:

fRig wtedyitylko wtedy, gdy f(57) = g(57),

fRpg  wtedy itylko wtedy, gdy f(57) — g(57) jest podzielne przez 57
fRsg wtedy itylko wtedy, gdy f(n) = g(n) dla nieskdiczenie wielin € N,
fRag wtedy i tylko wtedy, gdy f(n) # g(n) dla skaczenie wielun € N.

Ktéra z relacjiRy, Ry, Rz i R4 jest relacja rownowazrsci?

W ponizszych zadaniach sprawdz, dla jakich dodatnich liczb naturakywdane
relacje na zbiorz&N sa relacjami rownowazmsgi. Opisz ich klasy abstrakciji. Napis
k | moznacza, zen jest podzielne przek.

Zadanie 533. xRy & k| (X +Y)
Zadanie 534. xRy < k| (X —vYy)

Zadanie 535. xRy & x —y =k

Zadanie 536. Czy relacjaR okreslona na zbiorze wielomianéw jednej zmiennej
o wspotczynnikach naturalnych wzorem

pRg < wielomianp — q ma wszystkie wspotczynniki parzyste

jest relacja réwnowazrszi?
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Zadanie 537. Dany jest zbiérX i jego podzbiéiC C X. Czy relacjaR okreslona na
P(X) wzorem

ARB & A-BCC
jest relacja rownowazrsei? Jéli tak, opisz jej klasy abstrakciji.

Zadanie 538. W zbiorze wszystkich zbieznych ciagéw nieskaonych o wyrazach
wymiernych wprowadzamy relacje

arRb < lim (aa—by) =0
n—oo
Pokaz, zeR jest relacja rownowazrszi. Opisz jej klasy abstrakcji.

W ponizszych zadaniach udowodnij, ze podane rel&je€ X x X sa relacjami
réwnowazn@ci. Opisz ich klasy abstrakciji.

Zadanie 539. X = P(N),
ARB < A = B jestzbiorem skbczonym

Zadanie 540. X = N x N,

(X1, Y1)R(X2, y2) & X1—y1=X2— V.
Zadanie 541. X =R x R,

(xa YOROe, Y2) & XE+ Y] =xE+ 5.
Zadanie 542. X =R x R,

(X1, Y1) R(X2, y2) & [Xa| + |y1l = [X2| + |y2l.

Zadanie 543. Na rodzinie podzbioréw zbioru liczb naturalnych definiujemy rela-
cje ~ nastepujaco:

A~B & A=BVO¢AUB.

Pokaz, ze~ jest relacja rownowazrsei. Opisz klasy abstrakcji relaciji.
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6.1. Réwnoliczno $¢ zbioréw

Definicja 68. Zbiory A i B sa réwnoliczngjezeli istnieje bijekcjaf : A — B.
Piszemy wowcza# ~ B.

Przyktad 69. Nastepujace zbiory sa réwnoliczne:

e zbidr par liczb naturalnych i zbiér liczb naturalnydfi:x N ~ N;
e zbidr liczb naturalnych i zbidr liczb naturalnych parzystybh P;
e dowolny niepusty przedzidh, b) C R i odcinek(0, 1): (a, b) ~ (0, 1).

NiechN, Z, Q i R oznaczaja zbiory, odpowiednio, liczb naturalnych, catkowitych,
wymiernych i rzeczywistychn + n oznacza, zen nie dzielin oraz

(a,b) oznaczazhiér {x e R|a < x < b},
[a,b) oznaczazbiér {x e R|a < x < b},
(a,b] oznacza zbiér {x e R |a < x < b},
[a,b] oznacza zbiér {x e R|a < x < b},
(a, ) o0znacza zbiér {x € R | a < x},
O((a,b),r) oznacza zbiér {(x,y) € R? | (x —a)>+ (y — b)> =r?},
N* oznacza zbior {ne N|n> 0},
Q" oznacza zbiér {ge Q| q > 0}.

Konstruujac odpowiednie bijekcje udowodnij, ze zbiory podane w ponizszych zada-
niach sa réwnoliczne.

Zadanie 544.]0, 1) orazO((0, 0), 1)
Zadanie 545. (0, 1) orazR

Zadanie 546. [0, 1) oraz|[0, co0)
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Zadanie 547. (0, 1) oraz[0, 1)

Zadanie 548.[0, 1) orazR

Zadanie 549.[0, 1) oraz(0, o)

Zadanie 550. R orazR \ N

Zadanie 551. Q orazQ \ [0,1]

Zadanie 552. N orazZ

Zadanie 553. N orazN?

Zadanie 554. N orazN?®

Zadanie 555. N oraz{(n,m) € N* x Nt | m¢n}
Zadanie 556. {(n, m) e N* x N* | m{ n} orazQ™
Zadanie 557. N orazQ

Zadanie 558.7Z x ((0, 1] N Q) orazQ

Zadanie 559. R orazR \ Q

Zadanie 560. (0, 1] x Z orazR

Zadanie 561. (0, 1) x (0,1) orazR x R

Zadanie 562. P(N) oraz2"

Zadanie 563. {0, 1} orazNN

Zadanie 564. N oraz{f : N — {0, 1} | f jest nierosnada
Zadanie 565. N oraz{f : N — {1, 2, 3,4} | f jest niemalejaca
Zadanie 566. {x € R | sin(x) = 0} orazZ
Zadanie 567. Q orazQ x Q

Zadanie 568. (0, 1) oraz(0, 1) x (0, 1)

Zadanie 569. R orazR x R

Zadanie 570. R orazRN
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6.2. Wiasno Sci pojecia réwnoliczno  Sci zbioréw
Twierdzenie 70. Dla dowolnych zbioréwA, B, C

1. A~ A,
2. A~B= B~ A,
3. (A~BAB~C)= A~C,

Zadanie 571. Wykaz, ze j&li Ay ~ A, to

P(A1) ~ P(A), (1)

BA ~ B’ )

AB ~ AB, (3)

A1 xB ~ AyxB. 4)

Zadanie 572. Wykaz, ze

(AB)C ~ A(BxC)’ 1)

(Ax B¢ ~ ACx BC, 2)

Ax{a} ~ A, (3)

AR~ A 4)

dla dowolnych zbior6wA, B, C i jednoelementowego zbiota}.

Zadanie 573.Wykaz, ze j6li A1 N By = Ao N By =@ orazA; ~ Azi By ~ By, to
AtUB1 ~ AxUBg, (1)
chYBL ~ ch xCB 2)

Powyzsze wiasr&zi uwalniaja nas od konieczéc zmudnego konstruowania od-
powiednich bijekcji, pozwalajac w tatwy sposéb wyprowatinawe fakty na temat
rownoliczndci zbioréw z juz poznanych. Dla przyktadu skd¥o~ Q (zadanie 557),
to na mocy wtasngci (2) z zadania 571 wnioskujemy, B&' ~ RQ,

Zadanie 574. Przyjmujac za wiadome, 28 ~ N x N orazR ~ {0, 1} udowodnij,
zeRN ~ R.

Zadanie 575. Dla jakich zbior6wA, Bi C:
1. AB ~ BA?
2. ABUC ~ AB AC?

Zadanie 576. Czy istnieja zbioryA, B, C, D, takie, zeA » B orazC + D, ale
AC ~ BP?
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6.3. Zbiory sko nczone

Definicja 71. Napisn oznacza zbidr liczb naturalnych mniejszychmdj. zbiér =
{0,1,...,n—1}

Definicja 72. Zbidr A jestzbiorem skohczonyjesli istnieje liczba naturalna € N,
taka, zeA ~ n. Zbior, ktory nie jest skibczony nazywamyieskonczonym

Twierdzenie 73.

1. Dla zadnegm € N nie istnieje funkcja r6znowaréziowa zn + 1w n.
2. Jezeli istnieje funkcja réznowa&oiowa zmw n, tom C n.

3. Jezelm~n,tom=n.

4. Dla kazdegan € N zachodzim »* N.

Jesli wigc zbidr A jest skaiczony, to istnieje doktadnie jedna liczba naturaintaka,
zeA~n.

Definicja 74. Niech A bedzie zbiorem skixzonym. Liczbgn, taka, zeA ~ n na-
zywamyliczba elementévebioru A i oznaczamyj A|. Liczbe elementdéw zbiorpA|
nazywamy teanocazbioru A zwlaszcza gdy jednocgeie zajmujemy sie zbiorami
skahczonymi i niesk@czonymi.

Zbiér pusty ma zaten® elementdéw. Zbiér man elementdw, jezeli jego elementy
mozna ponumerowizbez powtérza liczbamio, ..., n — 1.

Zadanie 577. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb naturalnyal n € N jest
mx{Ohunx{1l}) ~ m+n.

Wyprowadz stad wniosek, ze dla dowolnych 8&ponych roztacznych zbioréi B
zachodzi rowngt |AU B| = |A| + |B.

Zadanie 578. Wykaz, ze j&li zbiory Ai B sa skaéiczone, tdA x B| = |A| - |B|.
Zadanie 579. Wykaz, ze j&li zbiory Ai B sa skéiczone, tq AB| = |A|!BI.
Zadanie 580. Niech Al = AorazA™1 = A" x A. Wykaz, zeA? ~ A",

Zadanie 581. Niech{ A }i cy bedzie rodzina podzbioréw zbioi. Niech (1) ozna-
cza, zeAy jest zbiorem skbczonym, oraz (2) oznacza, ze dla kazdegpachodzi
NiLo A # 0. Pokaz, ze: a) f@i zachodzi (1) i (2), toZo A # 4, b) istnieje
rodzina zbior6wW A }i <y spetniajaca warunek (2), taka, g§°, Ai = 9.
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Zadanie 582. Niech{A }icy bedzie rodzina skuczonych podzbioréw zbioriX, ta-
ka, zeAn, N...N Ap, # @ dladowolnychny, ..., ng € N. Pokaz, zg\2, Al # 4.

Zadanie 583. Dane sa dwie funkcjd : A— Big: B — A, obie typu ,na”.

1. Czy z powyzszych zatorewynika, zef i g sa bijekcjami?
2. Jesli dodatkowoA i B sa zbiorami skbczonymi, to czy wéwczad i g sa

bijekcjami?
Zadanie 584. Dane sa zbioryAy, ..., An. Przypstmy, zeR jest najmniejsza ro-
dzina zbioréw o tej wlasrezi, zeA; € Rdlai = 1,...,norazj&li X,Y € R, to

X UY e R. Wyznacz maksymalna moc rodzif®.

Zadanie 585. Dane sa zbioryAy, ..., An. Przypstmy, zeR jest najmniejsza ro-
dzina zbioréw o tej wlasrezi, zeA; € Rdlai = 1,...,norazj&li X,Y € R, to

XUY e Ri XNY e R. Wyznacz maksymalna moc rodzifi. Dla jakich zbiorow
A1, ..., Anpwartcst |R| jest najwieksza?

Zadanie 586. Dane sa zbioryAy, ..., Ay. Przypstmy, zeR jest najmniejsza ro-
dzina zbioréw o tej wlasrgzi, zeA; € Rdlai = 1,...,norazj&li X,Y € R, to
XUY e Ri X\Y e R. Wyznacz maksymalna moc rodzif®. Dla jakich zbioréw
A1, ..., Ap wartcst |R| jest najwigksza?

Definicja 75. Przyjmujemy nastepujace oznaczenia: dla dowolnego zblora A
napisX! oznacza zbi6iX, z&s napisX® oznacza dopetnienie zbioti do zbioruA,
tj. zbior A\ X.

Zadanie 587. Dany jest zbiorA i dodatnia liczba naturalraoraz zbioryX; € Adla
i =1,...,k takie, ze dia kazdej funkcjf : {1,...,k} — {0, 1} zbior <, X, "
ma co najwyzej 1 element. Wyznacz maksymalna moc zbioru

Definicja 76. Méwimy, ze funkcja dwuargumentowf: A x B — C istotnie zalezy
od kazdego z argumentdyesli istnieja elementya € A i by, by € B, takie, ze
f(a, b1) # f(a, bp) oraz istnieja elementsy, ap € Ai b € B, takie, zef (ag, b) #
f(az, b).

Zadanie 588. lle jest dwuargumentowych funkcji logicznych istotnie zaleznych od
kazdego z argumentow? lle jest funkdji : A x B — C istotnie zaleznych od
kazdego z argumentow, gdy kazdy ze zbiorAnB, C ma 3 elementy?

Zadanie 589. lle jest funkcji f : A x B — C istotnie zaleznych od kazdego z argu-
mentow, gdy kazdy ze zbiorow, B ma 4 elementy, & man elementow?
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Zadanie 590. a) Na prywatce u Jurka jest co najmniej jedna osoba znajaca co naj-
mniej jeden z sZ&ciu jezykow: polski, angielski, francuski, niemiecki, rosyjski i hisz-
pahski. Ponadto nie ma dwdch osoéb, ktére znalyby doktadnie te same jezyki. Oczy-
wiscie kazdy g&t Jurka zna co najmniej dwa jezyki. Oszacuj z gory i z dotu liczbe
0s06b na prywatce u Jurka.

b) Na prywatce u Agaty jest co najmniej jedna osoba znajaca co najmniej jeden
z n jezykéw. Ponadto nie ma dwdéch oséb, ktére znatyby doktadnie te same jezyki.
Oczywiscie kazdy g&t Agaty zna co najmniej jeden jezyk. Oszacuj z gory i z dotu
liczbe os6b na prywatce u Agaty.

6.3.1. Wzér wtacze niwytgcze n

Zadanie 591. Pcsrod cztonkéw pewnego klubu lingwistycznego kazdy uczy sie fran-
cuskiego, niemieckiego lub hiszpskiego. Wiadomo, ze 20 uczy sie francuskiego,
12 francuskiego i hiszgeskiego, 16 niemieckiego, 16 hisZskiego, 4 francuskiego

i niemieckiego, 7 niemieckiego i hiszpskiego, 3 wszystkich trzech jezykow. llu
cztonkdw liczy klub? Ilu z nich uczy sig doktadnie dwdch jezykéw?

Zadanie 592. Korzystajac z tego, iz jezeli zbiory skozoneA i B sa roztaczne, to
|AU B| = |A|] + |B| udowodnij, ze dla dowolnych zbior6w, B i C (niekoniecznie
roztacznych):

[AUB| = |Al+|B|—-]ANB]|
[AUBUC| = |A+IB|+I|C|—-|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|

Zadanie 593. Udowodnij indukcyjnie, ze dla dowolnej rodziny zbioréw skao-
nych{A }i'_; jest prawdziwy tzwwzor wiaczeh i wytaczeh

n n
Url = = 3 comina)
i=1 j=1 |E”(‘1,:-~j~,n) iel

Zadanie 594. Rodzina{ A }{'_, jest rodzina zbiorévk-roztacznychijesli dla kazdego
rosnacego ciagu liczb naturalnydh, io, . . ., ix) takiego, zéx < n, mamy

k
ﬂ A =0
j=1

Udowodnij, ze dla dowolnej rodziny zbioréw skezonychk-roztacznych{ A }{'_;
jest prawdziwy wzor:

— Z (_1)i+1

Na|

iel
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6.4. Moce zbioréw niesko hczonych

Symbol| A| zdefiniowalsmy jedynie dla zbiorow sk@zonych. W teorii mocy de-
finiuje sie obiekty oznaczajace ,liczbe elementow” zbiorow niéslzonych, zwane
liczbami kardynalnymiPozwala to rozszerzyodwzorowanie - | na zbiory niesko-
czone. Robimy to w ten sposob, ze dwom zbiorom przypisujemy te sama liczbe kar-
dynalna wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory te sa réwnoliczne. WattpA| nazywamy
woéwczasmocazbioru A. Moc zbioru liczb naturalnych (a wiec i dowolnego zbioru
réwnolicznego ze zbiorem liczb naturalnych) oznaczatpyczytamy ,alef zero”).
Ponizej pokazujemy, zZB + R. Moc zbioru liczb rzeczywistych nazywamy conti-
nuum i oznaczamy przez Mamy zatemN| = N, |[R| = c oraz®g # c.

Definicja 77. Zbiér jestprzeliczalny jesli jest skaiczony lub jest réwnoliczny ze
zbiorem liczb naturalnych.

Definicja 78. Zbiér réwnoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych nazywantyorem
mocy continuum

Nieréwnolicznych zbioréw nieskezonych jest nieskwzenie wiele. Jest wiec
nieskaczenie wiele réznych nieskozonych liczb kardynalnych. Mozna na nich
okreslic operacje dodawania, mnozenia i potegowania oraz relacje porzadku majace
podobne wtasr&ri, jak odpowiadajace im operacje na liczbach naturalnych. Teoria
takich liczb nazywa siarytmetyka liczb kardynalnyciiak subtelne teorie maja jed-
nak niewiele zastosoviav informatyce, dlatego nam wystarcza jedynie pojecia row-
noliczndsci, przeliczalnéci i mocy continuum. Tam, gdzie nie jest to niezbedne, nie
nalezy wiec uzywapojecia mocy A| zbioru A (formalnie nie zdefiniowaémy prze-
ciez tego obiektu!). W szczegdlac zamiast pisa| A| = |B| lepiej napisa A ~ B.

Oba wyrazenia oznaczaja bowiem, ze zbidry B sa rownoliczne, drugie jednak nie
odwotuje sie do (dosyskomplikowanego) pojecia liczby kardynalne;.

Definicja 79. M6wimy, ze moc zbioruA jest nie wieksza niz moc zbiof i piszemy
|A] < |B, jeSli istnieje funkcja r6znowarsziowaf : A — B.

Definicja 80. Méwimy, ze moc zbioruA jest mniejsza niz moc zbiorB i piszemy
|A| < |BJ, jesli |A] < |B| orazA +* B.

Uwagi ha temat oznaczenia mop¥| zbioru A dotycza tez poréwnywania mocy
zbioréw. Symbolu< nie traktujemy jako binarnej relacji zachodzacej pomiedzy ta-
jemniczymi obiektam|A| i |B|, same napisyA| i | B| nie oznaczaja niczego, Zaa-
pis |A| < |B| oznacza jedynie, ze zachodzi o&i@na wyzej binarna relacja miedzy
zbiorami Ai B (tj. ze istnieje funkcja r6znowarksiowa f : A — B). Tak dziwny
sposob zapisu tej relacji wynika z konwenciji przyjetych w teorii mocy, w ktérej na-
pisy |A| i |B| faktycznie oznaczaja pewne obiektysza oznacza obiekt ,podobny”
do relacji binarnej. Teorii tej nie bedziemy tu jednak rozwija
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Twierdzenie 81.

1. Dla dowolnego zbiorlA zachodzi A| < |A.

2. Jesli |A| < |BJ|i|B| < |C|, to|A] < |C].

3. J&lin <m,to|n| < |m|.

4. Dla dowolnej liczby naturalnej zachodzin| < |N|.

Twierdzenie 82 (Cantor-Bernstein). Jesli |A| < |B| oraz|B| < |A|, to |A| = |B|.

Twierdzenie 83. Zbiér liczb rzeczywistych jest réwnoliczny ze zbiordm 1}V. Za-
tem zbiér{0, 1} ma moc kontinuum.

Definicja84. Jesli X € A, to f : A — {0, 1} jest funkcja charakterystyczna
zbioru X, jesli

f(@) [0, gdya ¢ X,

1, gdyae X,

dla dowolnega € A.

Fakt 85. Dla dowolnego zbiortA zachodz2” ~ P(A).

Twierdzenie 86. Niech Ai B beda zbiorami, przy czynB| > 2. Wtedy
IP(A] < [BAL

Twierdzenie 87 (Cantor). Dla zadnego zbiorlA nie istnieje funkcja zA na zbiér
potegowyP (A).

Dowdd. Przypstmy przeciwnie, ze pewna funkcji: A — P(A) przeksztatcad
na’P(A). Niech

Ac = faeAla¢g f@}.

PoniewazAg C Ai f odwzorowujeA na P(A), wiec istniejeag € A, takie, ze
f (ag) = Ap. Mamy wtedy

peh © aef(ag) © adA

Zalozenie istnienia funkcjf doprowadzito do sprzecz&oi. ]
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Dowdd (twierdzenia Cantora dla przypadku A = N). Przyp&tmy przeciwnie, ze
pewna funkcjaf : N — 2N przeksztatcal na2. Tworzymy nieskaczona tablice

fO)©)| (FO)D) (FO)R (DA (f(0)@
(FANO [fO)D)] F@@ (FAHE) (fL)@)
(fNO) (f@)D) [(2)Q)] (B (fH®
(fEHO (D) (FENE [(R)E)]| (Y@ -
(@O (F@HD) (FENQR (FEE [(@)N@)] -

Tworzymy nowa funkcje charakterystyczna

gi) = 1-(fiN)

dla kazdega € N. Wtedyg # f(i) dla dowolnego € N, gdyzg(i) = 1 —
(f(@i))@) £ (f(@i))@). Otrzymalbmy sprzeczri z zatozeniem, zé jestna. [

Twierdzenie 88. Dla kazdegoA jest|P(A)| > |A|. J&li |B| > 2,t0|BA| > |A|.

Zadanie 595. Udowodnij, zel < |A| < |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja
f: B — A, ktérajest ,na”. (Zadanie wymaga pewnika wyboru.)

Zadanie 596. Udowodnij, ze jezeliA C B, to|A| < |B|.
Zadanie 597.Czy A1 ~ Ay, B1 ~ Byi |A1] < |By|, implikuje, ze| Az| < |B|?

Zadanie 598. Udowodnij, ze A jest zbiorem nieskitczonym wtedy i tylko wtedy,
gdy zawiera podzbiér réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych, tj. gdy istnieje zbior
B C A taki, zeB ~ N. (Uwaga: zadanie jest trudne, a dowdd wymaga skorzystania
z pewnika wyboru).

Zadanie 599. Udowodnij, ze A jest zbiorem nieskicczonym wtedy i tylko wtedy,
gdy jest réwnoliczny ze swoim wiiwym podzbiorem, tj. gdy istnieje zbi@® C A,

taki, zeB # Ai A ~ B. (Uwaga: zadanie jest trudne, a dowdd wymaga skorzystania
Z pewnika wyboru).

Zadanie 600. Udowodnij, ze A jest zbiorem nieskicczonym wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja zbioryB i C takie, zeBNC = ¢, BUC = Ai A~ B ~ C. (Uwaga: za-
danie jest trudne, a dowdd wymaga skorzystania z pewnika wyboru).

Zadanie 601. Wykaz, ze istnieje nieskezona rodzina zbioréw nieskozonych o tej
wlasndci, ze zadne dwa spmd jej elementow nie sa réwnoliczne.
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Twierdzenie Cantora-Bernsteina pozwala ustatawvnoliczn&t zbiorow A i B
za pomoca konstrukcji dwoch funkcji roznowastiowychf : A— Big: B — A.
Zbudowanie takich funkcji jest czesto znacznie tatwiejsze niz skonstruowanie bijekciji
przeksztalcajacej zbidék naB.

W ponizszych zadaniach konstruujac dwie funkcje réznovartove udowodnij
réwnoliczna&t podanych zbioréw.

Zadanie 602. (0, 1] oraz(0, 1]?
Zadanie 603. (0, 1] oraz2"
Zadanie 604. N orazN x N

Zadanie 605.Z x Nt orazQ

6.5. Wyznaczanie mocy zbiorow

Zadanie 606. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalngbiérR", gdzie
R jest zbiorem liczb rzeczywistych, ma moc kontinuum.

Zadanie 607. Niech R, (x, y) oznacza relacje

dpel (((p, X) A=¢(p, y) V (#(P, Y) A =¢ (P, X))

naNT x NT, gdzieNt = N\ {0}, | jest skdaczonym niepustym zbiorem liczb
pierwszych, ap(x, y) jest formutadz (x - z = y). NiechQ, = (N* x NT) \ R.

a) Czy R, jestrelacja rownowazrsei? J&li tak, podaj liczbe klas réwnowazga
relacji R, .
b) Czy Q, jestrelacja réwnowazrszi? J&li tak, podaj liczbe klas rownowazsci
relacji Q, .
Zadanie 608. Dla danej funkcjif : N — N definiujemy zbior
A = {neN| f(n) > 1}.
NiechA = {A¢ | f € NY}. Znajdz moc zbior6wA oraz(J ; .y At.

Zadanie 609. Dla ciagu nieskbczonegoa = (a1, az, a3, ...) 0 wyrazach natural-
nych okre&slamy relacjeR, w taki sposéb, ze dla dwoch ciagéw niegkaonych o wy-
razach naturalnych = (by, bp, b3, ...) i ¢ = (c1, Cp, C3, .. .) zachodzib R,c, wtedy
i tylko wtedy, gdy

vneN (ap = 0= by = ).



6. Teoria mocy 67

1. Pokaz, ze niezaleznie od wyboru ciagrelacjaR, jest relacja rownowazrsei.

2. Jaka jest moc zbioru takich ciagday dla ktorych wszystkie klasy abstrakcji
Ra sa przeliczalne?

3. Jaka jest moc zbioru takich ciagéy dla ktorych relacjeRy ma przeliczalnie
wiele klas abstrakc;ji?

4. Jaka jest moc zbioru takich ciagday dla ktorych relacjaR, ma kontinuum
klas abstrakciji i kazda z tych klas jest mocy kontinuum?

5. Jaka jest moc zbioru takich ciagéy dla ktorych relacjeRy ma przeliczalnie
wiele klas abstrakcji i kazda z tych klas jest przeliczalna?

6. Jaka jest moc zbioru takich ciag@ydla ktorych relacjdRy, ma zaréwno prze-
liczalne, jak i nieprzeliczalne klasy abstrakc;ji?

Zadanie 610. NiechP C R x R oznacza relacje taka, ze

P(x,y) <& 39eQ x=y+q),
gdzieQ jest zbiorem liczb wymiernych.

a) Czy P jest relacja rownowazrsci?

b) Jakie sa moce klas réwnowazwd[r]p dla liczbr € R? Jaka jest moc klasy
réwnowaznéci[z]p? Jak jest moc klasy réwnowaﬁu:i[?]’? Czy wszystkie
klasy rownowazngci maja te sama moc?

c) Czy rodzina klas réwnowazsoi relacji P jest przeliczalna?

Zadanie 611. Czy istnieje nieprzeliczalna rodzirfa podzbiorowN taka, ze dla do-
wolnych réznychX, Y € R przekr6jX NY jest skarczony?

Zadanie 612. Niech{X,}nhen bedzie dowolna rodzina podzbiorow zbid¥u
1. Czy istnieje taki nieskioczony ciag zerojedynkow§in)nen, Z€
o0 .
() X # 02
n=0

2. Jaka jest maksymalna moc zbioru wszystkich ciag@ywnhen Spetniajacych
powyzszy wzor?

Zadanie 613. Rozwazamy relacje- okreslona na funkcjach ze zbiof" w naste-
pujacy sposob:

f~g o 3Jc>03k>0Vn>k (f(n) < cg(n) Ag(n) <cf(n)).
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1. Pokaz, ze- jest relacja rownowazrsi.
2. Jaka jest moc klasy abstrakcji funkdjitakiej, zef (n) = Odla kazdegm € N?
3. Jaka jest moc klasy abstrakcji funkgjtakiej, zeg(n) = 1 dla kazdegm € N?

Zadanie 614. Dla kazdej spéréd relacji opisanych w zadaniu 532, ktéra jest relacja
réwnowazné&ci wyznacz moc zbioru jej klas abstrakcji oraz moc kazdej z jej klas.

6.6. Zbiory przeliczalne

Twierdzenie 89. Zbiér A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdp = @ lub ist-
nieje funkcja 2N na A.

Definicja 90. Ciagiem elementéw zbior nazywamy funkcjef : N — A.

Fakt 91. Zbiér niepusty jest przeliczalny, gdy wszystkie jego elementy mozna usta-
wit w ciag.

Twierdzenie 92.

1. Podzbiér zbioru przeliczalnego jest przeliczalny.

2. J&li f : A — BorazX C A jest zbiorem przeliczalnym, td (X) tez jest
zbiorem przeliczalnym.

3. J&li Ai B sa przeliczalne, té\ x B jest przeliczalny.

4. J&sli {Ai}ic) jest przeliczalna rodzina zbiordw przeliczalnych (tkgest prze-
liczalny i kazdy ze zbiorowA; jest przeliczalny), t¢ J;, Ai jest zbiorem prze-
liczalnym.

Zadanie 615. Niech .4 bedzie przeliczalna rodzina zbioréw przeliczalnych. Pokaz,
ze|J Ai[).A sa zbiorami przeliczalnymi.

Zadanie 616. Niech A C N bedzie zbiorem nieskmzonym. Zdefiniuj bijekcjef :
A->Nig:N-> A

Zadanie 617. Niech A bedzie nieskbczonym zbiorem przeliczalnym i niech :
A — B bedzie surjekcja (odwzorowaniem “na”). Zbuduj injekcje (funkcje rézno-
wartcsciowa)g : B — A

Zadanie 618. Udowodnij, ze j&li f : R — R jest monotoniczna, to zbidr jej punk-
tow nieciagtci jest przeliczalny.

Zadanie 619. Czy istnieje zbiorA, taki, zeP(A) ~ N?
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Zadanie 620. NiechA; ~ By i Ay ~ By. Czy:

1. A1 x Ao ~ By x By,
2. AN A ~ By N By,
3. AU A ~ By U By?

W punkcie 3. mozesz zalozyze zbioryA;, Ay, By i By sa przeliczalne (zadanie
bez tego zalozenia jest trudne i wymaga uzycia pewnika wyboru). Czy odpowiedzi
na powyzsze pytania ulegna zmianissligatozymy, ze jeden ze zbioréy lub Ay

jest nieskéczony? Czy ulegna one zmiani&liezatozymy, ze oba zbiory sa niesko
czone?

Zadanie 621. Zbiory Ai B sa przeliczalne oraz zbid x B jest nieskéczony. Co
mozna powiedzie o mocach zbiorowA i B?

Zadanie 622. Udowodnij, ze zbidr wszystkich skazonych ciagéw o elementach ze
skahczonego zbiorlA jest przeliczalny.

Zadanie 623. Udowodnij, ze zbiér wszystkich skazonych ciagéw o elementach ze
przeliczalnego zbior jest przeliczalny.

Zadanie 624. Udowodnij, ze zbiér wielomiandw jednej zmiennej o wspétczynni-
kach wymiernych jest przeliczalny.

Zadanie 625. Wykaz, ze zbidr stabo rosnacych funkdji: N — N jest nieprzeli-
czalny (funkcjaf : N — N jeststabo rosnacajesli x > y = f(x) > f(y) dla
wszelkichx, y € N).

Zadanie 626. Jaka jest moc zbioru nieskozonych ciagéw o wyrazach wymier-
nych?

Zadanie 627. Jaka jest moc zbioru nieskozonych ciagéw o wyrazach wymiernych,
stalych od pewnego miejsca?

Zadanie 628. lle jest ciagow liczb wymiernych zbieznych d@
Zadanie 629. lle jest rosnacych ciagow liczb wymiernych zbieznychl@o

Zadanie 630. Czy zbiér nierosnacych ciagéw o wyrazach naturalnych jest przeli-
czalny? (Ciad@ )i jest nierosnacy, @i a > a1 dla kazdego e N).

Zadanie 631. Wykaz, ze zhidr stabo malejacych funkdéji: N — N jest przeliczalny
(funkcja f : N — N jeststabo malejacajeslix > y = f(x) < f(y) dla wszelkich
X,y € N).
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Zadanie 632. Liczba a jest punktem skupienia ciaglx; ), liczb rzeczywistych,
jesli istnieje podciadXx;;) ciagu(x;) zbiezny daa. lle ciag moze mié punktow sku-
pienia?

Zadanie 633. lle jest bijekcji f : A — A, gdy zbiérA jest przeliczalny?

Zadanie 634. Liczba rzeczywistx jestalgebraicznajesli istnieje wielomian jednej
zmiennej o wspotczynnikach wymiernych, taki, xgest jego pierwiastkiem. Udo-
wodnij, ze zbiér liczb algebraicznych jest przeliczalny.

Zadanie 635. Jaka jest moc zbioru wszystkich niegskzonych niemalejacych cia-
goéw o wyrazach naturalnych? Jaka jest, dla danggmoc zbioru wszystkich nie-
skahczonych niemalejacych ciagéw o wyrazach ze zb{6tu..,n — 1}?

Zadanie 636. Wykaz, ze j&li ~ jest relacja réwnowaziszi w zbiorze przeliczal-
nym A, to zbiér klas réwnowazrsxi A/~ = {[a]~ : a € A} jest przeliczalny.

Zadanie 637. Wiadomo, ze~ jest relacja réwnowazrszi na zbiorzeA, zbiér klas
réwnowazn@ci A/~ jest przeliczalny oraz dla kazdegoe A, klasa réwnowazréxi
[a]~ elementuwa jest przeliczalna. Wykaz, ze zbiéxjest przeliczalny.

Zadanie 638. Czy zbidr relacji rownowazrizi na zbiorze przeliczalnym jest zbio-
rem przeliczalnym?

Zadanie 639. Dany jest nieskczony przeliczalny zbi6A i liczban € N. lle jest
relacji ro(wnowaznsci~ na zbiorzeA, takich, ze dla kazdegm € A klasa abstrakcji
[a]~ ma doktadnien elementéw?

Zadanie 640. lle jest relacji rownowazr&ci na przeliczalnym zbiorzé takich, ze
wszystkie ich klasy abstrakcji sa skezone?

Zadanie 641. Niech zbioryAU B i C U D beda przeliczalne nieskhozone. Ktéra
z ponizszych formut wynika z tego zalozenia? Uzasadnij swoje odpowiedzi.

A~CvB~D
A~CVvA~DvB~CvB~D
(A~CAB~D)V(A~DAB~C)
A~CVvA~D

Zadanie 642. Méwimy, ze ciag liczb rzeczywistyctyn)nery roSnie szybciejiz ciag
(Xn)nen, gdy
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Pokaz, ze dla kazdego cia@x)ne iStnieje ciag rosnacy od niego szybciej. Niech
& bedzie zbiorem ciagéw liczb rzeczywistych o tej wiasripze dla kazdego ciagu
liczb rzeczywistych(Xn)neny iStnieje w zbiorzesS ciag (Yn)nen € © rosnacy od niego
szybciej. Wykorzystujac metode przekatniowa udowodniiage jest zbiorem prze-
liczalnym.

Zadanie 643. Udowodnij, ze kazdy zbioér roztacznych odcinkéw na prostej jest prze-
liczalny. Pokaz, ze istnieje nieprzeliczalny zbiér roztacznych odcinkéw na ptaszczyz-
nie.

Zadanie 644. Udowodnij, ze kazdy zbiér roztacznych két na ptaszczyznie jest prze-
liczalny. Pokaz, ze istnieje nieprzeliczalny zbidr roztacznych okregéw na ptaszczyz-
nie. Koto to zbiér punktéwx, y) spetniajacych warunek

(X = X0)2 + (y — Yo)? < r?

dla pewnego punktixog, Yo) i dodatniej liczby rzeczywistej, a okrag to zbidr punk-
toéw (X, y) spetniajacych warunek

(X = X0)2 + (Y — Yo)? =r2.

Zadanie 645. Osemka, to dwa zewnetrznie styczne okregi. Udowodnij, ze kazdy
zbiér roztacznych ésemek na ptaszczyznie jest przeliczalny. Czy moznatuhazy
ptaszczyznie wiecej niz przeliczalnie wiele roztacznych okregéw?

Zadanie 646. T-ksztalt, to figura na ptaszczyznie, ztozona z pary prostopadtych od-
cinkoéw o niezerowej diugei, z ktérych jeden kimcem styka sie z drugim w miejscu
r6znym od kaéca tego drugiego (dlatego ta figura przypomina litere T). Krzyz, to
figura ztozona z pary nieréwnolegtych, przecinajacych sie odcinkéw niezerowej diu-
gosci, ktére nie maja wspdlnych kadw. Jak wiele roztacznych T-ksztattéw mozna
utozy€ na ptaszczyznie? Jak wiele krzyzy mozna ufomg ptaszczyznie?

Zadanie 647. Parasol, to bryta zlozona z kota o niezerowegdnicy i prostopadtego

do niego odcinka o niezerowej ditugm, ktory styka sie swym Kaem zeSrodkiem

kota. Pokaz, ze kazdy zbidr roztacznych parasoli w przestrzeni trojwymiarowej jest
€0 najwyzej przeliczalny.

Zadanie 648. lle jest wszystkich funkcjif : N — N? Alile jest funkcjif : N - N
ktérych wart&t mozemy oblicza przy pomocy komputera (tj. takich, dla ktérych
istnieje program komputerowy, ktéry wczytuje liczbe naturatnawypisuije liczbe

f (n) dla dowolnegm € N)?






Relacje porzadku

Definicja 93. RelacjaR jeststabo antysymetryczngsli dla dowolnycha, b
jesliaRborazbRatoa = b.

Definicja 94. Cze&ciowym porzadkienw zbiorze A nazywamy relacje< (bedaca
podzbioremA?), ktéra jestzwrotna przechodnid stabo antysymetryczntzn.

e Vae, A(a<a),

e Va,be A(a<bAab<a=a=h),

e Va,b,ce A(@a<bAab<c=acxo).

Definicja 95. Jesli < jest cz&ciowym porzadkiem né, toa < b oznacza
a<bana#hb

Definicja 96. Zbidr czésciowo uporzadkowanyo zbiér A z relacja czeciowego po-
rzadku<. Zbioér czgciowo uporzadkowany oznaczan¥, <).

Przyktad 97.0to przyktady zbioréw uporzadkowanych:

1. (P(A), C) (rodzina podzbioréw zbiori z relacja inkluzji);
2. (N, <) (zbiér liczb naturalnych ze zwyktym porzadkiem);
. (B, C), gdzieB C P(A);
. (N

, |}, gdziealb < Ix(ax = b).

3
4

Definicja 98. Porzadek cZgiowy < w zbiorze A jestliniowy, jesli
Va,beA(@a<bvb<a).

Przyktad 99.Porzadkiem liniowym jest relacjg na zbiorze liczb rzeczywistych.
Relacja inkluzjiC na zbiorzeP (N) nie jest porzadkiem liniowym.
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7.1. Przykiady porzadkéw

Zadanie 649. Niech A bedzie zbiorem niepustym oraz nie¢B, <g) bedzie po-
rzadkiem czéciowym. Na zbiorze funkcjB” okreslamy relacje< przyjmujac, ze
dla f,g € BAjest f < g, wtedy i tylko wtedy, gdyf(a) <g g(a) dla kazdego
a e A. Wykaz, ze(BA, <) jest porzadkiem cZ&giowym.

Zadanie 650. Pokaz, ze na zbiorze liczb zespolony€mie mozna wprowadzipo-
rzadku<, takiego, ze jednocsaie:
e zero jest poréwnywalne z kazda liczba zespolong,4.0lubz > Olubz < 0
dla kazdej liczbyz € C;
e porzadeks< jest zgodny z dziataniami arytmetycznymi, doktadnief < O
i wz > 0dla dowolnychw, z > 0 oraz—z > 0 dla dowolnega < O.

Zadanie 651. Czy dla danego zbiorX # @ mozna tak okrglic relacjeR, by row-
noczenie:

1. zbiér (X, R) byt zbiorem czgciowo uporzadkowanym,

2. Rbylarelacja réwnowazrszi w X?
Zadanie 652. Czy dla danego zbiorX takiego, ze|X| > 2 mozna okréli¢ rela-
cje R, taka, by réwnocZmie:

1. zbior (X, R) byt zbiorem liniowo uporzadkowanym,

2. Rbytarelacja rownowazrszi w X?

Zadanie 653. Niech dla relacjiR

e Z(R) oznacza, z& jest zwrotna,

e S(R) oznacza, zR jest symetryczna,

e P(R) 0oznacza, z& jest przechodnia,

e A(R) oznacza, z& jest stabo antysymetryczna.

Podaj przyktady relacjRy, Ry, Rz i R4 takich, ze
1. Z(Ry) A S(Ry) A P(Ra),

Z(R2) A P(R2) A =S(Ry),

Z(R3) A S(Ra) A P(R3) A A(Ra),

—Z(Rs) A =A(Rs) A P(Ry).

MWD
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Zadanie 654. Na zbiorzeNY okreslamy relacje:
1. fRigjesli|{n e N| f(n) # g(n)}| < oo,
2. fRygijesli|{n e N| f(n) # g(n)}| <5,
3. fRagjesli|{ne N | f(n) < g(n)}| < oo,
4. fRygjesli|{n e N| f(n) < g(n)}| <5,
5. fRsgjesli f(n) < g(n) dla kazdegm € N.

Ktére z nich sa relacjami a) rownowaaw, b) czéciowego porzadku, c) liniowego
porzadku?

Definicja 100. Niech (A, <) bedzie zbiorem c&giowo uporzadkowanym. Na zbio-
rze A* skahczonych ciagoéw elementéw zbioAiokreslamy relacje< przyjmujac, ze
dla dowolnychu, w € A* zachodzu < w wtedy i tylko wtedy, gdyu jest przedrost-
kiem w lub istniejei < min(Ju|, |w|) takie, ze dlaj < i zachodzu(j) = w(j) oraz
u@i) < w(i). Relacje< nazywamyporzadkiem leksykograficznym A* generowa-
nym przez porzadek.

Zadanie 655. Wykaz, ze relacjax jest porzadkiem cAgiowym.

Zadanie 656. Wykaz, j&li (A, <) jest porzadkiem liniowym, toA*, <) tez jest po-
rzadkiem liniowym (udowodnij tylko liniow&t).

Zadanie 657. Niech (A, <a) i (B, <g) beda porzadkami liniowymi. Relacje na
A x B okreslamy wzorem

(a,by) < (ap,bp) & a<paaxAby<ghby

Wykaz, ze: a) jest porzadkiem cAziowym naA x B, b) < jest porzadkiem linio-
wym wtedy i tylko wtedy, gdy zbi6A lub zbior B jest co najwyzej jednoelementowy.

Zadanie 658. Kandydaci do objecia pewnego stanowiska oceniani aemN réz-
nych kategoriach. W kazdej z tych kategorii otrzymuja oceng bedaca liczba naturalna
nie mniejsza niz 1 i nie wigksza niz 6. Kandydatuwazany jest za lepszego rkiz
(co zapisujemy jakd L ko) jesli ky ma wyzsze oceny nilz, we wszystkich katego-
riach oprécz co najwyzej dwoch. NiedR bedzie najmniejsza zwrotna relacja taka,
zeRRC Ri L C R. CzyRjest czé&ciowym porzadkiem, fi:

a) k=12

b) k =13?
Zadanie 659. Niech R bedzie relacja zwrotna i przechodrnihcuchem wzgledeR
nazywamy ciagay, ..., an) taki, ze(a;, gj+1) € Rdlai € {1,...,n— 1} oraza; #
aj dlai # j.tanhcuch(ay, ..., an) jestcyklem wzglederR, jeSlin > 1i (an, a1) €
R. Udowodnij, ze jéli nie istnieje cykl wzgledenR, to R jest porzadkiem c&gio-
wym.
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7.2. 1zomorfizm porzadkowy

Definicja 101. Zbiory uporzadkowanéA, <a) i (B, <g) saizomorficznejezeli ist-
nieje bijekcjag : A — B zachowujaca porzadek, tzn. taka, #€1) < ¢(a2)
wtedy i tylko wtedy, gdya; < a ag, dla wszelkichay, a € A.

Definicja 102. Niech (P, <p) oraz (Q, <q) beda zbiorami cAtiowo uporzadko-
wanymi. Funkcjaf : P — Q jestmonotonicznajesli

vx,yeP (x <py= f(x) <q f(y)).

Fakt 103. Funkcjag jest izomorfizmem porzadkowym §kjest bijekcja oraz i ¢+
sa monotoniczne.

Zadanie 660. Udowodnij, ze nastepujace zbior§, Q N (0,1), Q \ {0}, Q\ [0, 1)

i Q\[0, 1] uporzadkowane zwykta relacja porzadku sa izomorficgheznacza zbior
liczb wymiernych,(a, b) — przedziat otwarty o kbcacha i b, [a, b] ze&6 — przedziat
domkniety).

Definicja 104. Porzadek< na zbiorzeA jest:

e gesty jesli pomiedzy kazda para elementéw zbiokznajduje sie trzeci ele-
ment, tj. gdy dla dowolnych, b € A, takich, zea < b, istniejec € A, taki, ze
a<c<b

e bez kohcowjesli dla dowolnego elementu zbio istnieje element od niego
wiekszy i element od niego mniejszy, tj. gdy dla kazdege A istniejab, ¢ €
A, takie, zeb < a < c.

Dla przyktadu zwykty porzadek na wszystkich pieciu zbiorach z zadania 660 jest ge-

sty i bez kavcow. Zbiory te sa izomorficzne nie przez przypadek, o czym przekonasz

sie rozwiazujac kolejne zadanie. Zauwaz ponadto, ze zwykly porzadek na zbiorze
Q\ (0, 1) nie jest gesty, a na zbiorZg N [0, 1] nie jest bez khcow.

Zadanie 661. Pokaz, ze dowolne dwa zbiory przeliczalne uporzadkowane liniowy-
mi, gestymi relacjami porzadku bezkwdw sa izomorficzne.

Zadanie 662. Uzasadnij, ze twierdzenie z poprzedniego zadania jest falszywe dla
zbioréw nieprzeliczalnych, tj. podaj przyktad dwoch nieprzeliczalnych zbioréw tej
samej mocy, uporzadkowanych liniowymi, gestymi relacjami porzadku bieedw
ktore nie sa izomorficzne.

Zadanie 663. Pokaz, ze zbiory: liczb naturalnych ze zwyklym porzadkiem ifsko
czonych ciagow liczb naturalnych z porzadkiem leksykograficznym generowanym
przez zwykly porzadek na liczbach naturalnyigt saizomorficzne.
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Zadanie 664. Pokaz, ze zbiory: liczb rzeczywistych ze zwyktym porzadkiem isko
czonych ciagéw liczb rzeczywistych z porzadkiem leksykograficznym generowanym
przez zwykly porzadek na liczbach rzeczywistygl saizomorficzne.

Zadanie 665. W zbiorzeNY wprowadzamy relacj@; wzorem
arRb < vn(a) <bn),

dlaa = (a)ken i b = (bi)kery. Udowodnij, ze zbion NN, Ry) jest czéciowo upo-
rzadkowany. CzyR; jest liniowym porzadkiem? Czy jest gestym porzadkiem? Czy
ten porzadek jest izomorficzny(R, <)?

Zadanie 666. W zbiorze wszystkich ciagéw nieskozonych o wyrazach natural-
nych wprowadzamy relacje

aRb < Ik (ax=bxAVn<k(a, <bp)va=h,

dlad = (a)ken | b = (b)ken. Czy ta relacja jest liniowym porzadkiem? Czy jest
gestym porzadkiem? Czy ten porzadek jest izomorficz(®,x)?

Zadanie 667. Udowodnij, zeaRib = aRob dla wszelkicha, b € NN, gdzieRy jest
relacja rozwazana w zadaniu 66558y — w zadaniu 666.

Zadanie 668. W zbiorzeC liczb zespolonych wprowadzamy porzadek
XRy & Rex <Reyv (Rex=ReyAlmx <Imy).

Udowodnij, zeR jest liniowym gestym porzadkiem bez fkodw. Czy (C, R) jest
izomorficzny z(R, <)?

Definicja 105. Niech (X, <) bedzie zbiorem c&giowo uporzadkowanyniNastep-
nikiemx € X nazywamy element € X, taki, zex < yidla kazdega € X, takiego,
zez < yjestz < x. Podobnigroprzednikienx e X nazywamy element € X, taki,
zey < xidlakazdega € X, takiego, zey < zjestx < z.

Zadanie 669. Udowodnij, ze kazdy niepusty zbidr liniowo uporzadkowand; <),
taki, ze kazdy element posiada poprzednik i nastepnik oraz takiskeje< vy, to
zbior{z | x < z A z < y} jest skaczony, jest izomorficzny ze zbiore(#, <) liczb
catkowitych uporzadkowanym standardowa relacja mni&jsizo.

Zadanie 670. Podaj przyktad przeliczalnego liniowego porzadku takiego, ze kazdy
element posiada nastepnik, istnieje element najmniejszy, kazdy element précz naj-
mniejszego posiada poprzednik, ale nie izomorficzne@, ).
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Zadanie 671. W zbiorze liczb rzeczywistycfR wprowadzamy relacje-, taka, ze
X ~y & x| = |y]. Udowodnij, ze~ jest relacja rownowazrsgi. Opisz jej klasy
abstrakciji.

Zadanie 672. W zbiorzeR/~, gdzie~ jest relacja z zadania 671, definiujemy rela-
cje <, taka, ze

X~ =[yl~ & x<vy,

gdzie < jest standardowym porzadkiem na liczbach rzeczywistych. Uzasadnij, ze
definicja= jest poprawna. Udowodnij, Z& /~, <) jest zbiorem liniowo uporzadko-
wanym. Pokaz, zéR/~, <) i (Z, <) sa izomorficzne porzadkowo, gdziB, <) jest
zbiorem liczb catkowitych ze standardowym porzadkiem.

Zadanie 673. W zbiorzeR/~, gdzie~ jest relacja z zadania 671, definiujemy dzia-

tania arytmetyczngx]~ +[y]~ = [X+VY]~ oraz[X]~-[y]~ = [X-Y]~. Czy powyzsze
definicje sa poprawne?

7.3. Zawieranie zbioréw jako relacja porzadku

Definicja 106. Rodzina zbiorow A; }i<1 jesttancuchemijesli
At C AsvVAsC A,

dla wszelkichs, t € T (tj. gdy C jest na tej rodzinie porzadkiem liniowym).
Definicja 107. Rodzina zbioréw A; }icT jestantytancuchemjesli

AACAVACA = s=t,
dla wszelkichs,t € T.
Zadanie 674. Pokaz, ze wP(N) istnieje tahcuch mocy continuum.
Zadanie 675. Pokaz, ze wP(N) istnieje antytéicuch mocy continuum.

Definicja 108. Rodzina zbiorow{ A;}ic1 jest prawie roztacznajesli dla wszelkich
réznychs, t € T zbior A; N A jest skdiczony.

Zadanie 676 (Sierpiski). Pokaz, ze viP(N) istnieje rodzina mocy continuum zbio-
réw prawie roztacznych.

Definicja 109. Dla danego zbior, filtrem w zbiorzeP (X) nazywamy taki zbior
FcP(X),zejsliAe Fi AC BC X, toréwniezB € F,oraz j&li A, B € F, to
rowniezANB e F.
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Zadanie 677. Udowodnij, ze j6li AC X to{B C X | A C B} jest filtrem. Nazy-
wamy gofiltrem gtéwnym wyznaczonym prz&z

Zadanie 678. Pokaz, ze jgli X jest zbiorem skibczonym, to kazdy filtr n@ (X) jest
gtéwny.

Zadanie 679. Pokaz, ze jgli X jest zbiorem nieskiczonym, to istnieje filtr n&@ (X),
ktory nie jest gtéwny.

Zadanie 680. Niech 7 bedzie filtrem naP(N). Dla ciagbw o wyrazach naturalnych
okreslamy relacjeR jak nastepujed Rb wtedy i tylko wtedy, gdy{n | a, = by} € F.
Udowodnij, zeR jest relacja réwnowazrszi.

7.4. Liczba relacji porzadku

Zadanie 681. lle jest relacji czéciowego porzadku w zbiorzeelementowym?
Zadanie 682. lle jest relacji porzadku liniowego w zbiorzeelementowym?

Zadanie 683. Niech < oznacza porzadek cggiowy na liczbach naturalnych. Mé-
wimy, ze < jestzgodnyze zwyktym porzadkiem, gdy

vni,nz e N (N X N2 = N1 < ny).
lle jest porzadkow c&ziowych=< C N x N zgodnych ze zwyklym porzadkiem
i takich, ze
1. w kazdym antytacuchu sa co najwyzej dwa elementy?

2. co najwyzej skaczona liczba elementéw nalezy do jakigdahcucha o liczbie
elementow wigkszej niz 1?

3. zbhior
X1IyxF#YyAaly=xvx=y))
jest skaxczony?
4. w zbiorze(N, <) istnieje element najwigkszy?
5. w kazdym tacuchu sa co najwyzej dwa elementy?






Jezyki formalne

Definicja 110. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Bedziemy nazywgo alfabe-
tem Stowenmad alfabeten® nazywamy dowolny skitczony ciag elementdw zbioru
A. Stowo puste (ciag diugei zero) oznaczamy. PrzezA* oznaczamy zbiér wszyst-
kich stow nad alfabeterA. Jezelu = ujuz ... upi w = wiw> ... wm, tOUW 0ZNacza
zlozenig(konkatenacjpstow u i w, tj. stowouiuz. .. Unwiwy. .. wy. Stowou jest
przedrostkienfprefiksemstowauw, jesli istnieje stow, takie, zeuv = w. Podobnie,
stowou jestprzyrostkien(sufiksemstowauw, jesli istnieje stowa, takie, zevu = w.

Fakt 111. Niech A bedzie dowolnym zbiorem i niech < w oznacza, za jest
przedrostkiemo. Wtedy (A, <) jest zbiorem cz&ciowo uporzadkowanym.

Definicja 112. Niech L bedzie zbiorem stow (jezykiem) nad alfabet¢dn1}. Mo-
wimy, ze stowau, v € {0, 1}* sarownowazne wzgledem jezykajezel

vx € {0,1}* (uxe L & ovxel).

Zapisu ~| v 0znacza, ze stowai » sa rownowazne wzgledem jezyka
Dla danego stowa nad ustalonym alfabetem prze? oznaczamy stowaw . .. w.

n razy
Formalnie
w? = €,

wn+l — wwn’

gdziee jest stowem pustym. Przez* oznaczamy zbiér stéw postaei” dla wszel-
kich naturalnych, tj. w* = {¥" | n € N}.

Zadanie 684. Wykaz, ze~ jest relacja rownowazrsci.

Zbior klas rownowazngci relacji~ oznaczamyQ(L).

Zadanie 685. Pokaz, ze jgli dla pewnych stéwo € L i v € {0, 1}* zachodziwo €
[w]~, towo" € L dla kazdegm € N.
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Zadanie 686. Opisz klasy abstrakcji relacjt. rownowazn@&ci stéw wzgledem na-
stepujacych jezykéw:

Ly = {1"|1<n<®6
L, = (001D*
Ly = {0"1"|neN}

Zadanie 687. Dla jezykal nad alfabetenfO, 1} okreslamy funkcje

f o QL) x 9(L) > 9(L),
g : 9()x{0,1} » 9(L),

gdzie Q(L) jest rodzina klas abstrakcji relacj. réwnowazn&ci wzgledem je-
zykal, wzorami:

f([U]NL, [w]"*L) = [UU)]NL,
g([U]NL, a) = [ua]NL,
gdzieu, w € {0, 1}* oraza e {0, 1}. Ktre z powyzszych definicji sa poprawne?

Zadanie 688. Niech g bedzie funkcja zdefiniowana w poprzednim zadaniu. Kia-
dziemy
g°€) = g(el~.. 6,
g'(wa) = g(g"(w),a),

dlaw € {0,1}* i a € {0, 1}. Wykaz, ze stowav € {0, 1}* nalezy do jezykd. wtedy
i tylko wtedy, gdyg*(w) C L.



Kresy zbiorow

Definicja 113. Niech (P, <) bedzie porzadkiem csgiowym i niechX C P. Ele-
mentx e X jestelementem najwigkszyodpowiednionajmniejszymw X, jesli dla
kazdegoy € X zachodziy < x (odpowiedniax < y). Element najmniejszy zbiorR
oznacza sigl, z& najwigkszyT .

Definicja 114. Elementx € X jest elementenmaksymalnynjodpowiedniomini-
malnym w X, jesli dla kazdegoy € X z warunkux < y (odpowiednioy < x)
wynikax = .

Definicja 115. Niech (P, <) bedzie zbiorem c&gziowo uporzadkowanym. Porzadek
(P, <1y nazywamy porzadkierdualnymdo (P, <). Je&li dane jest pojeci@ do-
tyczace porzadkéw, to pojeci@~! dualne do niego otrzymujemy przez zastapienie
w definicji Q symbolu< przez symbok ~1. Zauwazmy, ze pojecia minimalny i mak-
symalny oraz najmniejszy i najwigkszy sa dualne.

Twierdzenie 116. Niech (P, <) bedzie czgciowym porzadkiem i niectX C P.
Wtedy element najwigkszy W jest elementem maksymalnym Xu

Twierdzenie 117. Niech (P, <) bedzie zbiorem uporzadkowanym. Dla dowolnego
zbioru X C P istnieje co najwyzej jeden element najwigkszy tego zbioru.

Zatem kazdy zbior posiada tez co najwyzej jeden element najmniejszy. Elementéw
maksymalnych i minimalnych moze byatomiast wiele.

Przyktad 118.Niech X bedzie zbiorem niepustym i niedh = P(X) \ {#}. Wtedy
w zbiorze uporzadkowanyrP, C) jest| X| elementéw minimalnych.

Definicja 119. Niech (P, <) bedzie czgciowym porzadkiem i nieciX C P. Ele-
menta € P jestograniczeniem gérnymbioru X, jesli dla kazdegox € X za-
chodzix < a. Kresem goérnynebioru X nazywamy najmniejszy element zbioru
{a | ajestograniczeniem gornyid}. Kres gdrny zbioruX oznaczamy\/ X lub
supX. Dualnie mozna zdefiniovtapojeciaograniczenia dolnego kresu dolnego
(kres dolny zbioruX oznaczamy\ X lub inf X).
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Zadanie 689. RodzingP (A) podzbioréw niepustego zbior porzadkujemy relacja
inkluzji C. Wykaz, ze kres gérny dowolnego podzbictuC P(A) jest rbwny sumie
teoriomnogé&ciowej zbioréw do niego nalezacych, a kres dolny — przekrojowi. For-
malnie: sug Xs}ses = Ugeg Xs 0razinf{Xs}ses = [scg Xs dla dowolnej rodziny
{Xs}ses c P(A)-

Definicja 120. Relacja podzielnici liczb naturalnych c N? jest okréslona naste-
pujaco:

X|y & 3JzeN (xz=Yy).

Zadanie 690. Pokaz, ze relacjpjest porzadkiem cAeiowym. Udowodnij, ze kazdy
niepusty podzbiérN, |) posiada kres dolny. Pokaz tez, id{m, n} = gcdim, n)

i supm, n} = lem(m, n), gdziegcdjest najwiekszym wspolnym podzielnikiem dwu
liczb, alcm — najmniejsza wspélna wielokrotgoia.

Zadanie 691. Czy w (N, |) istnieje element a) najmniejszy, b) najwiekszy?
Zadanie 692. Rozwazmy relacj¢ na zbiorzeN \ {0}.

1. Znajdz zbiér elementéw minimalnych w zbiorzs \ {0}, |).
2. Udowodnij, ze w zbiorzéN \ {0}, |) nie ma elementéw maksymalnych.

Zadanie 693.

1. Znajdz og6lna postatahcucha w zbiorzéN \ {0}, |),
2. Znajdz ogdlna postaantytahcucha w zbiorzéN \ {0}, |).

3. Udowaodnij, ze relacja inkluzji w zbiorze teeuchéw zbioruN\ {0}, |) jest cze-
§ciowym porzadkiem. Znajdz postihcuchéw minimalnych i maksymalnych
wzgledem relacji inkluzji.

Zadanie 694. Znajdz przyktad zbioru cAeiowo uporzadkowanegX, R) takiego,

ze w zbiorze(X, R) jest dokladnie jeden element maksymalny i nie ma elementu
najwiekszego. Znajdz przyktad zbioru &gowo uporzadkowanedg, R), takiego,

ze w zbiorze( X, R) jest doktadnie jeden element minimalny i nie ma elementu naj-
mniejszego.

Zadanie 695. Znajdz elementy minimalne, maksymalne, najwiekszy i najmniejszy
w zbiorze(NY, Ry) z zadania 665.

Zadanie 696. Znajdz elementy minimalne, maksymalne, najwiekszy i najmniejszy
w zbiorze(NY, Ry) z zadania 666.
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Definicja 121. Funkcjef : N — Ni g : N — N saréwne prawie wszedzigesli
zbior
{neN| f(n) #g)}
jest skaczony. Zapisf ~ g oznacza, ze funkcjé i g sa réwne prawie wszedzie.
Zadanie 697. Pokaz, zev jest relacja rownowazrsei.
Zadanie 698. lle jest klas abstrakciji relacf? Jaka jest moc kazdej z nich?
Definicja 122. Funkcjaf : N — N majoryzujefunkcjeg : N — N, jesli zbior
{neN| f(n) <gm}

jest skaczony. Zapig < f oznacza, ze funkcjd majoryzuje funkcjgeg.
Na zbiorzeF = {[f]~ | f : N —» N} klas abstrakcji relacjiz wprowadzamy
relacje=< przyjmujac, ze

[fl~ <0 & f=xg

Zadanie 699. Wykaz, ze definicja relacik na zbiorzeF jest poprawna (nie zalezy
od wyboru reprezentantéw klas abstrakcji) i ze relacjast cz@ciowym porzadkiem
nafr.

Zadanie 700. Niech dana bedzie funkcign) = 2" i rodzina funkgcji fy(n) = nK dla
k € N. Wykaz, ze dla zadnedofunkcja fx nie majoryzuje funkcje.

Zadanie 701. Czy istnieje ciag funkcji fi : i € N) taki, ze f; < fi;1 dlai € N,
oraz dla kazdej funkciy : N — N istniejei takie, zeg < f;?

Zadanie 702. Wykaz, ze kazdy przeliczalny podzbi#r C F posiada w zbiorze~
ograniczenie gorne.

Zadanie 703. Niech {A; | i € N} bedzie podziatem zbior¥ na zbiory niesko-
czone. Definiujemy ciag funkcjif;j : j € N) kladac

fmy = | L jezeline U_, A,
0, w przeciwnym przypadku.

Wykaz, ze zbiof[ fj]~ | j € N} nie ma kresu gérnego wWr, <).

Definicja 123. Nieskofnhczonym tahcuchem wstepujagymbiorze uporzadkowanym
(A, <)nazywamy ciada; : i € N) taki, zeg; < aj11 dlakazdego € N, gdziea < b
oznacza, za < bia # b. Podobnie ciada : i € N) jesttahcuchem zstepujacym
jeslia+1 < & dla kazdego € N.



86 9.1. Kraty

Zadanie 704. Wykaz, ze zaden przeliczalny niesliazonyscisle wstepujacy facuch
nie posiada w zbiorz& kresu gérnego.

Zadanie 705. Jak jest najwieksza maaxiSle a) wstepujacego, b) zstepujacego-ta
cucha w zbiorzer?

Zadanie 706. Na zbiorze{0, 1} wprowadzamy porzadek kladacO < 1. Niech =<
bedzie porzadkiem leksykograficznym na zbiof@gl}* wyznaczonym przez porza-
dek <. Wykaz, ze w zbiorz&{0, 1}*, <) istnieje nieskaczony técuch wstepujacy
i nieskahczony tacuch zstepujacy. Czy zbidf0, 1}*, <) posiada element najmniej-
szy lub najwiekszy?

9.1. Kraty

Definicja 124. PorzadeK P, <) jestkrata zupetnajesli kazdy podzbidr zbiord® ma
kres gérny i kres dolny. Porzade¢R, <) jestkrata, jeSli posiada elementy najmniej-
szy i najwiekszy oraz gdy kazdskohczonyodzbiér zbioruP ma kres gorny i kres
dolny.

Twierdzenie 125. Niech (P, <) bedzie porzadkiem. Wtedy nastepujace warunki sa
réwnowazne:

1. (P, <) jest krata zupetna.
2. Kazdy podzbiér P ma kres gérny P, <).
3. Kazdy podzbiér P ma kres dolny ¥, <).

Zadanie 707. Niech A bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Ci, C) jest krata
zupelna, jezellC jest rodzina wszystkich

1. relacji binarnych,
2. relacji rbwnowaznéci,
3. relacji czgciowego porzadku

na zbiorzeA?

Definicja 126. NiechZ oznacza zhiér wszystkich niegkeczonych podzbioréw zbio-
ru liczb naturalnych. W zbiorz& wprowadzamy relacje- nastepujaco:

X~Y ww [X=Y] < Ro.

Zadanie 708. Pokaz, ze~ jest relacja rownowazrsi.
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Definicja 127. W zbiorze klas abstrakc /- wprowadzamy relacje, taka ze:
[X]~ <[Y]~ wtw |X\Y] < Ro.

Zadanie 709. Sprawdz, czy definicja jest poprawna.

Zadanie 710. Sprawdz, czy< jest porzadkiem c&giowym.

Zadanie 711. Znajdz w({Z/~, <) nieskaxczony podzbiér liniowo uporzadkowany.

Zadanie 712. Znajdz w(Z/~, <) nieskdiczony antytacuch.

Zadanie 713. Wykaz, ze(Z/~, <) nie jest zupetny.

Zadanie 714. Wykaz, ze kazdgcisle malejacy ciagy > X2 > X3 > ... elementow
(Z/~, <) (gdziex > ygdyy < Xiy # X) mawZ/~ ograniczenie dolne, tj. istnieje
y € Z/~, taki zey < x; dla kazdego.

Zadanie 715.Czy (Z/~, <) jest krata?

Zadanie 716. Niech X’ bedzie przeliczalna rodzina podzbiordv Udowodnij, ze
istnieje przeliczalna rodzink, taka, zeX C K i (I, C) jest krata.

9.2. Porzadki zupetne

Definicja 128. Niech (P, <p) bedzie zbiorem c&giowo uporzadkowanym. Wtedy
zbiér @ # X C P jest zbioremskierowanymjesli kazda para, y € X elementow
zbioru X ma w X ograniczenie gérne, tj.

VX, yeX 3zeX (X < ZA Y < 2).

Zbior (P, <p) jestporzadkiem zupemnyjesli P ma element najmniejszy oraz kazdy
skierowany podzbiéK zbioru P ma kres gérny.

Definicja 129. Niech (P, <p) oraz(Q, <q) beda porzadkami zupetnymi. Funkcja
f : P —> Q jestciagta, jeSli zachowuje kresy gorne, to znaczy, gdy dla dowolnego
zbioru skierowanegX C P zbiér f (X) makres gorny oraz (\/ X) =V f(X).

Twierdzenie 130.

1. Kazda funkcja ciagta jest monotoniczna.
2. Zlozenie funkciji ciagtych jest funkcja ciagta.

Zadanie 717. Pokaz, ze relacja inkluzji na rodzinie skazonych podzbioréw zbioru
liczb naturalnych nie jest porzadkiem zupetnym.
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Zadanie 718. Niech (A, <a) i (B, <g) beda porzadkami zupetnymi. W produkcie
A x B definiujemy relacje< w nastepujacy sposokay, b)) < (ap, bp) wtedy i tylko
wtedy, gdya; <a az orazb; <p by. Udowodnij, ze(A x B, <) jest porzadkiem
zupetnym.

Zadanie 719. Niech A bedzie zbiorem niepustym oraz nied, <) bedzie porzad-
kiem czéciowym zupetnym. Wykaz, zeéB#, <) jest porzadkiem zupetnym, gdzie
f <gdlaf,ge BA wtedyitylko wtedy, gdyf (a) <g g(a) dla kazdega € A.

Zadanie 720. Niech (A, <a) oraz (B, <g) beda porzadkami csgiowymi zupet-
nymi. Wykaz, zg([ A, B], <) jest porzadkiem zupeinym, gdZid, B] oznacza zbi6r
funkcji ciagtych zAw B oraz f < g, dla f,g € BA, wtedy i tylko wtedy, gdy
f(a) < g(a) dla kazdega < A.

Zadanie 721. Niech(A, <a)i (B, <g) beda porzadkami zupetnymi. Pokaz, ze funk-
cjag : [A,B] x A — B, gdzie[A, B] jest zbiorem funkgcji ciagtych A w B,
zdefiniowana wzoren (f, a) = f(a) jest ciagta.

Zadanie 722. Wykaz, ze dla dowolnych zbioréwh i B relacja inkluzji na zbiorze
BSA funkcji czesciowych zA w B jest porzadkiem zupetnym. CZB<A, C) jest
krata zupetna?

Zadanie 723. Zbiér W na ptaszczyznie jestypukty jesli wraz z kazdymi dwoma
punktami zawiera caty taczacy je odcinek, tj. galy C W dla dowolnych punktéw

a, b e W. Pokaz, ze relacja inkluzji na rodzinie wypuktych podzbioréw ptaszczyzny
jest porzadkiem zupetnym.

9.3. Twierdzenia o punkcie statym

Twierdzenie 131 (Knaster, Tarski). Niech(P, <) bedzie krata zupetna i niech funk-
cjaf : P — P bedzie monotoniczna. Wtedy istnigge= P taki, ze

1. f(@ =a

2. dla kazdegd € P, jesli f(b) =b,toa < b.

Elementa z twierdzenia Knastera-Tarskiego nazywanajmniejszym punktem sta-
tymfunkcji f. Element spetniajacy tylko warunek 1 nazywapunktem statym

Twierdzenie 132. Niech (P, <p) bedzie porzadkiem zupetnym oraz niech funkcja
f : P — P bedzie ciagta. Wtedy elemeat= \/{f"(L) | n € N} jest najmniejszym
punktem statym funkcjif .

Zadanie 724. NiechA # @iniechf : A— A.Udowodnij, ze dla dowolnega e A
istnieje najmniejszy zbioK C Ataki, zea € X oraz f ~1(X) C X.
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Zadanie 725. Niech £ = P(A?) bedzie zbiorem uporzadkowanym relacja inklu-
zji C, R € K i niech funkcjagr : K — K bedzie zdefiniowana wzorem

Pr(X) = XUXTUXXUEAUR,

gdzieEa = {(x, X) | x € A}. Wykaz, ze dla kazdej relack C A? istnieje najmniej-
szy punkt staty funkcjipr.

Zadanie 726. Niech, zeR* bedzie najmniejszym punktem statym funkgj. Wy-
kaz, zeRT jest najmniejsza (wzgledem relacji inkluzji) relacja réwnowaznixi
zawierajaca relacj®.

Zadanie 727. Narodzinie£ = P ({0, 1}*) wszystkich jezykéw nad alfabetef@, 1}
okreslamy funkcije

f(X) = XU{w0l|we X}U/{e}.

Znajdz najmniejszy punkt staty funkcfi w zbiorze £ uporzadkowanym relacja in-
kluzji. Czy istnieje najwigkszy punkt staty tej funkcji? lle punktéw statych ma funk-
cjag(X) = {w0l]| x € X} U {€}?

9.4. Relacje w zbiorze formut zdaniowych

Definicja 133. Niech V bedzie zbiorem zmiennych zdaniowych. W zbiotZ¢V)
formut zdaniowych, zbudowanych ze zmiennych ze zbigruspéjnika negacji-
i spojnikow koniunkcjiA, alternatywyv, implikacji = i rownowazné&ci < wpro-
wadzamy binarna relacje przyjmujac, ze:

a ~ f wtedy i tylko wtedy, gdy formulda < ) jest tautologia.
Zadanie 728. Wykaz, ze~ jest relacja rownowazrsei.
Zadanie 729. lle jest klas abstrakciji relacji-, gdy zbiér zmiennychv

1. matrzy elementy,
2. man elementow,
3. ma mocXg?

Zadanie 730. W zbiorzeF (V) wprowadzamy relacje-1, ~2 i ~3 przyjmujac, ze
e o ~1 S wtedy i tylko wtedy, gdy formutda < pB) jest spetialna;

e o ~2 f wtedy i tylko wtedy, gdy formutda < p) jest sprzeczna;

e o ~3 S wtedy i tylko wtedy, gdy formutda < p) jest prawdziwa dla doklad-
nie potowy wart&ciowah zmiennych wystepujacych w formutaeh S.
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Ktére z tych relacji sa relacjami réwnowaz&wi?

Definicja 134. Niech¢a € F(V) bedzie ustalona formuta. W zbiorze formut zdanio-
wych 7 (V) wprowadzamy binarna relacjey,, przyjmujac, ze

P1 ~ ¢ P2 Wtedy i tylko wtedy, gdy formutdga = (41 <& ¢2)) jest tautologia.

Zadanie 731. Udowodnij, ze~, jest relacja rownowazrsei. Opisz klasy rowno-
wazndci formutp v —pi p A —p.

Definicja 135. W zbiorze klas abstrakcjF(V)/~ wyzej opisanej relacji~ wprowa-
dzamy relacje< taka, ze[¢1]~ < [¢2]~ wtedy i tylko wtedy, gdyp; = ¢, jest
tautologia.

Zadanie 732. Sprawdz, ze powyzsza definicja relagjjest poprawna (nie zalezy od
wyboru reprezentanta klasy abstrakcji) i ze definiuje porzadekcaagy.

Zadanie 733.Czy (F(V)/~, <) jest krata?
Zadanie 734.Czy (F(V)/~, <) jest krata zupetna?

Zadanie 735. Przyjmijmy, ze zbiér zmiennyclV jest przeliczalny nieskuczony.
Znajdz w zbiorzd F(V)/~, <) nieskaaczony podzbiér liniowo uporzadkowany itka
cuch).

Zadanie 736. Przyjmijmy, ze zbiér zmiennyclv jest przeliczalny nieskoczony.
Czy mozna w zbiorzéF(V)/~, <) znaleZ nieskdiczonyantytahcuch to znaczy
zbior X taki, ze jesli x # y, to —(x 5 y) dla wszelkichx, y € X?

Zadanie 737. lle jest klas abstrakciji relacjt gdy a)|V| = 2, b)|[V| = 3,¢) |V| = 5,
d)|VI=neN,e)|V|=Ng?

Zadanie 738. Wypisz najkrétszych reprezentantow wszystkich klas abstrakcji rela-
cji ~ gdy zbiérV ma dwa elementy. Narysuj diagram porzadkdla tego przypadku.

Zadanie 739. Wyznacz zbidr elementéw minimalnych i kres dolny zbidfu =
FNV)/~\ {[L]~}, gdy zbiér zmiennyclV jest (a) skdczony i (b) nieskaczony.

Zadanie 740. NiechV = {pn}32 ; bedzie zbiorem zmiennych. Wyznacz kresy (dol-
ny i gérny) zbioréwF = {[an]~}p2; | F3 = {[fnl~}32,, gdziean = AjL; pi =
PLA...APnifn=V1Pi=PLV...VpPn

Zadanie 741. NiechV = {pn}32; bedzie zbiorem zmiennych. Wyznacz kresy (dol-
ny i gérny) zbioruFs = {[yn]~}32;, gdzieyn = \/{_o(p2i V —P2i+1).
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Zadanie 742. W zbiorzeF (V), gdzieV = {pa, ..., ps}, definiujemy relacjdR;, Ry
oraz Rz w nastepujacy sposob:

¢Riy & ¢ iy majatyle samo wystapmespojnikow logicznych
PRy < (¢ © w)jesttautologia
PR3y < (¢ © y) jestformuta spetnialna

Ktéra z relacjiR;, Ry oraz R; jest relacja rownowazrszi? W kazdym przypadku
w razie pozytywnej odpowiedzi wyznacz moc zbioru klas abstrakcji danej relacji.

Zadanie 743. Niech F bedzie zbiorem formut zadaniowych zbudowanych ze zmien-
nych ze zbiorv = {p, q,r, ...} i spéjnikow implikacji= i falszu L. Binarna relacja
R na zbiorzeF jestmonotoniczngjesli

1. L R¢,
2. jesSli g1 Repo i w1 Ry, 10 (42 = y1) R(g1 = w2),
dla wszelkich formulp, ¢1, ¢2, w1, w2 € F.

1. Pokaz, ze w zbiorze relacji monotonicznych fauporzadkowanym relacja
inkluzji istnieje element najmniejszy. Relacje te bedziemy ozriacza

2. Pokaz, ze relacj& jest czé&ciowym porzadkiem n&. Pokaz, ze nie jest to
porzadek liniowy.

3. Pokaz, ze jgli ¢ C y, to » = y jest tautologia. Pokaz, ze implikacja od-
wrotnha nie zachodzi.






10

Dobre porzadki i indukcja

10.1. Porzadki regularne

Definicja 136. Porzadek cZgiowy (P, <) jestregularny(dobrze ufundowanyjesli
nie istnieje nieskbczony ciagag, a1, ay, . . . taki, zevieN a1 < a. Mowimy, ze
porzadek jestlobry, jesli jest liniowy i regularny.

Twierdzenie 137. Porzadek cZgiowy (P, <) jest regularny, jgli w kazdym niepu-
stym zbiorzeX C P istnieje element minimalny.

Zadanie 744. Niech(A, <) i (B, <g) beda zbiorami uporzadkowanymi, w ktérych
porzadki<a i <g saregularne. Na zbiorz& x B definiujemy relacje< przyjmujac,
ze (X1, Y1) < (X2, y2) wtedy i tylko wtedy, gdyx; <a X2 i y1 < Yo, dla wszelkich
X1, X2 € Ai y1, Yo € B. Wykaz, ze relacja jest porzadkiem regularnym na zbiorze
A x B.

Zadanie 745. Zatozmy, ze zbidt X, R) jest dobrze uporzadkowany. Znajdz warunek
konieczny i dostateczny na to, by zbiot, R~1) byt takze dobrze uporzadkowany.

Zadanie 746. Udowodnij, ze j&li f : A — B jest monotoniczna bijekcja miedzy
dobrymi porzadkami{A, <) i (B, <g), to funkcja odwrotnaf ~! tez jest monoto-
niczna. Czy zalozenie, ze porzadkp i <g sa dobre jest istotne?

Zadanie 747. W zbiorzeN \ {0} wprowadzamy relacj® wzorem
XRy & (@xXA2yAy <x)Vv2xA=(2y)V(=E@x)A=@2ly)AX<y).

Udowodnij, ze zbhiérN \ {0}, R) jest liniowo uporzadkowany. Czy jest to dobry po-
rzadek?

Zadanie 748. Udowodnij, ze w zbiorze dobrze uporzadkowanym kazdy element (po-
za co najwyzej elementem najwigkszym) posiada nastepnik. Czy kazdy element poza
elementem pierwszym musi posi@daoprzednik?
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Zadanie 749. Dany jest zbior

m
A = [n+— n,meN].
m+1

1. Czy (A, <) jest dobrym porzadkiemjest zwykta relacja porzadku w zbiorze
liczb rzeczywistych)?

2. lle jest nierosnacych funkcji B w A?
Zadanie 750. W zbiorzeF = NN funkcji z N w N wprowadzamy relacje F ktadac
f <rge (vneN)(f(n) < gn).
Czy porzadek c&xiowy (F, <) jest
1. krata,
2. krata zupelna,
3. porzadkiem zupetnym,
4. porzadkiem regularnym?

Zadanie 751. NiechF = {f € 2V | {n e N | f(n) = 1} jest skdiczony. W zbio-
rze F wprowadzamy relacjer i < kladac
f<pg © VneN(f(n)<g(n)) oraz
f<tg © f=gvImeN(f(m) <g(m) AvheN((n <m= f(n)=g(n))).

Czy (F, <) jest porzadkiem liniowym?
Czy (F, <L) jest porzadkiem liniowym?
Czy (F, <f) jest porzadkiem regularnym?
Czy (F, <L) jest porzadkiem regularnym?
(
(

o~ N E

Czy (F, (<)1) jest porzadkiem regularnym?
6. Czy (F, (<L)~} jest porzadkiem regularnym?

Zadanie 752. Czy porzadek zadany definicja 127 jest regularny?

Zadanie 753. Czy na zbiorzeA o mocy wigkszej niA mozna zdefiniowaporzadek
jednoczénie dobry i gesty?

Definicja 138. RelacjaR jeststabo konfluentngesli dla kazdychxi, X2, X3 € X ist-
nieje takixs € X, ze j&sli x1Rx i X1 Rx3, toXaRxg i x3R X, gdzieR jest przechodnim
domknieciem relacjR. RelacjaR jestkonfluentnajesli dla kazdychxy, x2, X3 € X
istnieje takixs € X, ze j&li Xy Rx i X1 Rx3, to rowniezxaRxs i x3RXs, gdzieR jest
przechodnim domknieciem relad.
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Zadanie 754. Pokaz, ze istnieje relacjR stabo konfluentna, ktéra nie jest konflu-
entna.

Zadanie 755. Pokaz, ze istnieje relacjR stabo konfluentna, ktérej graf jest acy-
kliczny i ktéra nie jest konfluentna.

Zadanie 756. Pokaz, ze jgli relacjaR jest ufundowana i stabo konfluentna, to jest
konfluentna.

Zadanie 757. Niech K bedzie rodzina podzbioréw zbioru liczb naturalnych taka,
ze relacja zawierania na tej rodzinie jest porzadkiem regularnym. Pokaz,ze kazdy
tahcuch w tym porzadku jest przeliczalny.

Zadanie 758. Dane sa dwa niemalejace ciagi liczb naturalnye) as, ap, . . .) oraz
(bg, b1, alby, ...). Przyp&tmy, ze te ciagi ,podobnie rosna”, tzn. dla dowolnej liczby
naturalnep spetnione sa warunki:

1. jezeliap < bp, toan < apns1 orazby = bpia,

2. jezelib, < ap, tob, < byyq Orazay = apy1.

Udowodnij, ze jezeli liczba jest wyrazem obu tych ciagéw, tjest wyrazem tych
ciagow o tym samym numerze (ij. istnieje liczba N, taka, zes; = c = by).

10.2. Indukcja

Twierdzenie 139. Niech (P, <) bedzie regularnym porzadkiem &ogowym. Jéli
X C P spetnia warunek'x ((Vy<x ye X) = x € X),to X = P.

Twierdzenie 140 (o definiowaniu przez indukcje).Niech A i B beda dowolnymi
zbiorami. Niechg : A — Borazh: B x A x N — B beda dowolnymi funkcjami.
Wtedy istnieje doktadnie jedna funkcja: A x N — B spetniajaca warunki:

1. vaeA f(a, 0) = g(a),

2. VaeAVvneN f(a,n+ 1) = h(f(a,n),a,n).
Twierdzenie 141 (drugie twierdzenie o definiowaniu przez indukcje).
Niech Ai B beda dowolnymi zbiorami. Nieofp: A — Borazh: B*x AxN — B
beda dowolnymi funkcjami. Wtedy istnieje dokladnie jedna funkicjaA x N — B
spetniajaca warunki:

1. VaeA f(a,0) = g(a),

2. YaeAvneN f(a,n+ 1) =h((f(a,0),..., f(a, n)),a,n).
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Twierdzenie 142 (O definiowaniu funkcji przez indukcje noetherowska).

Niech (C, <) bedzie zbiorem regularnym i niech, B beda dowolnymi zbiorami.
Niech BEA*C oznacza zbi6r funkcji cAgiowych zA x C w B. Dla dowolnej funkcji

h: BEAXC x A x C — B istnieje dokladnie jedna funkcja spetniajaca warunek:

f(x,c)=h(fNn({{fye Aly <x} xC x B), x,c).

Zadanie 759. W klasie jes2n dzieci in dwuosobowych tawek. Wykaz przez induk-

cie, ze dzieci mozna podziéliv pary naGry sposobéw i rozsadziw fawkach na

20! sposobow.

Zadanie 760. Skahczony zbiér liniowo uporzadkowanyA, <) man elementéw,

a zbiér uporzadkowanyB, <g) ma 2 elementy. Na ile sposobéw mozna porzadek
liniowy na A rozszerzg o elementy zbioriB (to znaczy znale€Zz porzadek liniowy
(AU B, <), taki, ze(a1 <a &) © (a1 < &), dlaag,a» € Aoraz(b; <p bp)

(b1 < bp), dlabs, b, € B)? Odpowiedz uzasadnij przy pomocy dowodu przez in-
dukcje.

Zadanie 761. Udowodnij, ze j&li wyrazy ciagu spetniaja warunkip = 2, a; = 3
i any1 =3an — 2an_1,toan =2"+ 1.

Zadanie 762. Dany jest ciaga, taki, zeag = 0, &y = 1 orazany+1 = an + an—1.
Udowodnij, ze jélin > 0,t0an1 =1+ > 1o a;.

Zadanie 763. Dany jest ciagp, taki, zeag = 0, a1 = 1 orazapnt1 = an + an—1.
Udowaodnij, ze j&lin > 0,toa2 = (=)™ + aq_1an41.

Zadanie 764. Dany jest ciagp,, taki, zeag = 0, a1 = 1 orazap+1 = an + an—1.
Udowodnij, ze jélin > 0, toax1 = a3 + a2, ;.

Zadanie 765. Udowodnij, ze obszary wyznaczone przez dowolnahskona liczbe
prostych na ptaszczyznie mozna pokoloréveavoma kolorami tak, by zadne dwa
obszary o tym samym kolorze nie miaty wspdlnego boku.

Zadanie 766. Wykaz indukcyjnie, z&" > n? dla kazdegm > 5.

Zadanie 767. Zbiér W na ptaszczyznie jestrypukly jesli wraz z kazdymi dwoma
punktami zawiera caly faczacy je odcinek, tj. galy C W dla dowolnych punktéw
a,b e W. Niech(W :i e N) bedzie ciagiem zbioréw wypuklych, takich, ¥¢ C
W 41 dla kazdego € N. Pokaz, ze zbioW = | J,,c.y Wh jest wypukly.

Zadanie 768. Niech X C N bedzie zbiorem, takim, ze spetniona jest koniunkcja
warunkow



10. Dobre porzadki i indukcja 97

1.0,1e X
2.vn(ne X= 2ne X)
3.vn(h+leX=ne X

Udowodnij, zeX = N.
Zadanie 769. Dany jest zbiorX C N spetniajacy warunki:

1.0,1€ X,
2. jeslix e X orazx + 1 € X tox + 2 € X, dla kazdej liczby naturalnej.

Wykaz, zeX = N. Czy to twierdzenie pozostanie stuszné&lijerarunek 1. zastapimy
przez stabszy warundke X?

Zadanie 770. Rozwazmy gre, w ktérej ruchy wykonuja na zmiane graégraczB.
Gracz A dostajen cukierkow i rozpoczyna gre. W kazdym kroku gracz, ktéry ma
cukierki, zjada jeden lub dwa cukierki i przekazuje reszte cukierkéw przeciwnikowi.
Wygrywa ten gracz, ktory zje ostatniego cukierka. Wykaz, 56 jedzieli sie przez

3, to graczB potrafi wygr& niezaleznie od ruchéw graczs natomiast j8li n nie
dzieli sie przez 3, to graca potrafi wygr& niezaleznie od ruchéw gracB

Zadanie 771. Wykaz, zen prostych przecina sie na ptaszczyznie w co najwyzej
n(n—-1)
=== punktach.

Zadanie 772. Pokaz przez indukcje, ze dla kazdej formuty zbudowanej ze zmien-
nych zdaniowych oraz spdjnikow, A =, —, liczba wystapié zmiennych jest o 1
wieksza od liczby wystapfebinarnych spojnikow zdaniowych.

Zadanie 773. Pokaz przez indukcje, ze dla kazdego zbidrunocyn € N istnieje
n! bijekcji f : A—> A

Zadanie 774. Udowodnij przez indukcje, ze kazda liczbe naturalna wigksza od 1
mozna przedstawiw postaci iloczynu liczb pierwszyckVskazéwkawybierz odpo-
wiednia zasade indukcji.






Elementy
algebry uniwersalnej

Definicja 143. Sygnaturanazywamy rodzing%, | n € N} zbioréw parami roztacz-
nych. Elementy zbiorlk,, nazywamysymbolamin-argumentowymiElementyXq
nazywamysymbolami statycliub po prostistatym). Ktadziemy tezx = (Jp2 g Zn.

Definicja 144. Algebra nadX (lub X-algebrg nazywamy niepusty zbioA wraz
z interpretacja, czyli przyporzadkowaniem, ktére kazdemu symboldwie =,
przyporzadkowuje funkcjé 4 : A" — A. Tak opisana algebre oznaczamy przez
lub (A, f4| f e ). Zbiér A nazywamynosnikiemalgebry A.

11.1. Algebra terméw

Definicja 145. Niech ¥ bedzie sygnatura i niectt = {vj | i € N} bedzie zbiorem
zmiennych (zakladamy, zE NV = @). PrzezT (X, V) bedziemy oznaczazbior
terméw nadX, czyli najmniejszy zbidér zawierajacy zmienne i symbole statych (to
znaczyV C T(Z,V)i Zg C T(Z,V)) i zamkniety wzgledent (to znaczy jéli
feZnty,.. . theT(Z,V),tof(ty,...,th) € T(Z,V)).

PrzezT (X) bedziemy oznaczazbiérterméw statychnad X, czyli najmniejszy
zbiér zawierajacy symbole statych (to znaczy C T (X)) i zamkniety wzgledenk
(toznaczyjsli f € Zp,t1,...,th e T(Z),to f(t1,...,th) € T(2)).

Zbior terméw statych mozna tez zdefiniodviako zbidr tych terméw, w ktorych
nie wystepuja zmienne.

W zbiorze term6wT (., V) tatwo okreslic interpretacje” sygnaturys, czyli
algebre
(T(E,V), f7 1 fex),

kladacf” (t1,...,tn) = f(ty,....th)dlaf € Zn, t1,....th € T(Z, V). Podobnie
jesli o # @, mozna okréli€ interpretacjg sygnaturyz w T (X).
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Algebry F i H sa przyktadami algebr wolnych na&tl AlgebraH jest nazywana
algebra Herbrandanad X.

Definicja 146. Niecht,t’ € T(Z, V). Méwimy, zet’ jestpodterment, jeslit = t’
lubt = f(tg,...,ty) i t’ jest podterment; dla pewnega < n. Jeli t’ jest podter-
memt to piszemyt’ C t.

11.1.1. Inna definicja zbioru terméw. Drzewa

Definicja 147. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. ZbiéF C A* jest drzewem
jesli jest zamkniety na przedrostki (to znaczylial < w (u jest przedrostkienw)
orazw € T,tou € T).

Elementy drzewa nazywamyierzchotkami Kazde drzewo zawiera stowo pu-
stee. Stowo puste nazywamkorzeniem drzewalssli w € T orazwa € T dla
w € A*, a e A, to méwimy, zewa jestnastepnikienfsynem w w T, w nazywamy
poprzednikienfojcen) wa. WierzchotekT , ktory nie ma nastepnikow nazywarty
§ciem Sciezkaw drzewieT nazywamy dowolny podzbidF liniowo uporzadkowany
relacja<. Sciezka w drzewid jestgalezig jesli jest maksymalnym podzbiorem
liniowo uporzadkowanym relacja. Kazda gataz zawiera koraalrzewa. Jgli gataz
jest skaczona, to zawiera doktadnie jedestliStopnienwierzchotkaw w drzewieT
nazywamy il&t nastepnikéwoe. Dlugoscia sciezkic nazywamy moc zbiora . Wy-
sokacia drzewal nazywamy kres gorny dtugaoi sciezek wT. Jesli drzewoT jest
skahczone, to jego wysolg jest réwna diugsci najdtuzszej gatezi W .

Definicja 148. NiechT bedzie drzewem i niecls € T. Ktadziemy
To={ue A" |wueT}

tatwo sprawd#i, zeT,, jest drzewemT,, nazywamypoddrzewem drzewh ukorze-
nionym ww. DrzewoU jest poddrzewenT , jesli U = T,, dla pewnegao € T.

Definicja 149. Drzewem adres6wazywamy drzewd nadN o tej wtasnéci, ze dla
kazdegaow € T zbiér nastepnikéw jest odcinkiem poczatkowym, to znaczy jéli
wn € T dla pewnegm € N, orazm < n,towm e T.

Definicja 150. Niech X bedzie sygnaturalermemnad £ nazywamy dowolna pare
t = (T,e), gdzieT jest drzewem adresow,: T — X zas funkcja, taka, ze @i
w e T,e(w) € Z,, tow ma stopi@ n.

Definicja 151. Niecht = (T, e) bedzie termem i niechh € T. Podterment w w
nazywamy ternt,, = (T, €,), gdziee,(u) = e(wu). t’ jest podterment, jesli
t' =1, dla pewnegav € T.
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11.1.2. Warto$¢ termu

Definicja 152. NiechA = (A, 4 : f e ) bedzie algebra nad sygnatufaNiech
T(Z, X) bedzie zbiorem terméw sygnatudy ze zmiennymi ze zbiorX. Warto-
SciowaniemX w algebrze A nazywamy funkcjes : X — A. Wartdscia termu
t € T(X, X) przy wartgciowaniusc nazywamy elementd otrzymany z termu
po zastapieniu kazdej zmienneprzezos (X), zastapieniu symboli funkcji Z przez
ich interpretacje wA oraz obliczenie tak otrzymanego wyrazeniadw

Formalnie, wartéciowanies rozszerza sie do funkcji* : T(X, X) — A zdefi-
niowanej w nastepujacy sposob:

c*(X) = o(x),dlax € X oraz
c*(f(ty,...,ta) = fAt),...,ot)),dafeInty,....the T(Z, X)

Jesli nie bedzie prowadzito do nieporozumie bedziemy pisals zamiasts *.
Funkcjes nazywamywartosciowaniem zmiennych funkcjes * wartosciowaniem
termoéw Elements * (t) algebry.A nazywamy wartécia termut w algebrzeA. Za-
uwazmy, ze j8li termt nie zawiera zmiennych, t6*(t) nie zalezy ods. Ogdliniej,
jesli zmiennax nie wystepuje w to o *(t) nie zalezy odr (x).

11.2. Homomorfizmy

Definicja 153. Niech A i B beda algebrami nad sygnatuta Funkcjah : A — B
jest homomorfizmem algebot w algebreB, jesli dla kazdegof € X, i dowolnych
ai, ..., an € Azachodzi rownst

h(f4@i, ..., an) = f5(h(@), ..., h(@n)).

Przyktad 154.Wartcsciowanie terméw w algebrzd jest homomorfizmem algebry
terméw w algebreA.

Przyktad 155.Podstawienie jest homomorfizmem algebry terméw w siebie.

Definicja 156. Niech X bedzie sygnatura. Podstawiemiev algebrze termowr =
(T(Z, X), f: f e X)jestfunkcja przyporzadkowujaca zmiennym ze zbi¥r@ V
elementyT (X, V). Jest to wiec wartgciowanie w algebrze terméw. Jak poprzednio
wartcsciowanies rozszerzamy deo* : T(X,V) — T(Z,V) kladaco(y) = vy
dlay € V \ X. Oczywkcie, tak jak poprzednie*(x) = o(x) dlax e X oraz
o*(f(ty,...,th) = f(c*(tD), ..., c*(tn)). Terms *(t) nazywamy wartscia termu
przy podstawieniw. Podobnie jak poprzednio, §k nie prowadzi to do nieporo-
zumieh, piszemys zamiasts *. WartdsC termut przy podstawieniw jest termem
uzyskanym z termt przez zastapienie kazdego wystapienia zmiemngjtermiet
przez terno (X).
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Zadanie 775. Niech X bedzie dowolna sygnatura i nieghi B beda dowolnymi al-
gebrami sygnaturg . Wykaz, ze istnieje algebiao sygnaturzez, dla ktérej istnieja
homomorfizmy:g algebryC na.A i h algebryC nas.

Zadanie 776. Udowodnij, ze piescien Zp = ({0,..., p— 1}, +, -, 0, 1) dla dowol-
nej liczby pierwszep spetia formutevx(x # 0= Jy(x - y = 1)).

Zadanie 777.Znajdz wszystkie homomorfizmy algebry{a}*, -, ¢) w algebre
({a, b}*, -, €), gdzie- oznacza konkatenacje (ztaczenie) stowpanacza stowo puste.

Zadanie 778. Niech ({a, b}*, -) bedzie algebra stéw nad alfabeté¢a) b} z konkate-
nacja ,;". Jaka jest moc zbioru wszystkich homomorfizméw {a, b}* — {a, b}*
algebry({a, b}*, -) w siebie?

Zadanie 779. Niech Z,, oznacza algebr¢{0,1,...,n — 1}, +), gdzie+ oznacza
dodawanie modula. lle jest homomorfizmow

1. h: 75 — 73,
2. h: Z3 — 75?
Zadanie 780. lle jest homomorfizmoéwh : Zon — Zy, dlak < 2",

Zadanie 781. Niech®, oznacza algebrgP ({0, ..., n—1}), U, N, \). lle jest homo-
morfizmaéw:

1. h:B5— B3?
2. h:®B3— 9B5?

Zadanie 782. NiechB,, oznacza algebreP ({0, ..., n—1}), U, N, ©), gdzie® ozna-
cza dopetnienie zbioru. lle jest homomorfizmow:

1. h:%B5 —> B3?
2. h:®B3— 9B5?

Zadanie 783. Niech B, oznacza algebrégP ({0, ..., n — 1}), U, N). lle jest homo-
morfizmoéw:

1. h:Bs — Ba?
2. h: B3 — Bs?

Zadanie 784. Niech*B,, oznacza algebrgP ({0, ..., n — 1}), U). lle jest homomor-
fizméw:

1. h:Bs — Ba?
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2. h:%g—) Bg?

Zadanie 785. Przyjmijmy, ze[0,1) = {r e R: 0 <r < 1}, funkcjaf : R — [0, 1)

przyporzadkowuije liczbi& czest utamkowax (tj. f(x) € [0, 1) i x— f(X) jestliczba
catkowita dla kazdega € R), a funkcjag : [0, 1) — R jest identycznécia ng0, 1)

(to znaczyg(x) = x dlax € [0, 1)). W zbiorze[0, 1) definiujemy dziatanied ktadac
X ®y = f(x+y). Rozwazamy algebry

R1 = (R, +)

Ry = (R +, X)
Rs = ([0,1),®)
R4 (0, 1), @, x)

a) Czy f jest homomorfizmem algebfig; w R3?
b) Czy f jest homomorfizmem algebf, w R4?
c) Czyg jest homomorfizmem algebfis w R1?
d) Czyg jest homomorfizmem algebfs w R2?

Zadanie 786. Na zbiorzeP (N) okreslamy relacje réwnowazisgi ~ wzorem
X~Y wtw [X =Y]| < Ng

(patrz zadanie 539). W zbior72(N)/~ definiujemy dziatania

[X]-U[Y]~ = [XUY]~
[X]-N[Y]~ = [XNY]~
[XI~\[Y]~ = [X\Y]~

Czy powyzsze definicje sa poprawne? Czy funkeja P(N) —» P(N)/~ okre-
Slona wzorenh(X) = [ X]~ jest homomorfizmem algebkP (N), U, N, \) w algebre
(P(N)/~,U,N,\).

Definicja 157. W zbiorze’ P(N)/~ definiujemy porzadek ktadac[X]~ = [Y]~,
jesli XuY e[Y]~.

Zadanie 787. Sprawdz, czy powyzsza definicja jest poprawna. CRYN)/~, <)
jest krata?

Zadanie 788. Czy zbiér{[Xn]~ | n € N}, gdzieX, = {2k | k € N} ma kres dolny?

Zadanie 789. Czy w (P(N)/~, <) istnieje nieskaczony antytacuch?
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Zadanie 790. Niech X bedzie sygnatura, zawierajaca co najmniej jeden binarny sym-
bol funkcyjny i niechV oznacza przeliczalny nieskozony zbiér zmiennych. Niech
7T (X, V) oznacza algebre terméw nad sygnatbirge zmiennymi 2V. Rozwazamy
homomorfizmy

h:7(X,V)—> T(X,V).

Czy jest taki homomorfizrh i termt, dla ktérych zbiéth=1({t}) jest nieskéczony?
Podaj wszystkie liczby naturalme takie, ze istniejd i t, dla ktérych zbioh=1({t})
man elementow.

11.3. Problem unifikacji

Definicja 158. Niech T bedzie sygnaturgeroblemem unifikacjnazywamy nastepu-
jace zadanie: ,majac dany zbifit1, u1), ..., (tn, Un)}, ZnaleZ takie podstawienie,
zeby dla kazdegb < n zachodzitos (tj) = o (uj).” To znaczy, nalezy znalézakie
przyporzadkowanie terméw zmiennym wystepujacym w termagchy, . . ., th, Up,
zeby po podstawieniu tych termoéw za odpowiednie zmienne ugyskeny rowne.
Podstawienies nazywamyunifikatoremzbioru {(t1, u1), ..., (tn, Un)}. Czesto ten
zbiér (nazywany czasemstancja problemu unifikagjzapisujemy jako

? ?
{tl:ulp"':tnzl'ln}'

Definicja 159. J&sli ¢ i 7 sa unifikatorami zbiory(ty, us), ..., (tn, un)}, to Mo-
wimy, ze s jestogolniejszeod 7, (co oznaczamy < o) jesli istnieje podstawie-
nie o, takie, zer = p(0), gdzie(p(c))(X) = o(c(X)). Podstawienies nazywamy
najogodlniejszym unifikatoreabioru

? ?
PU = {tl:ulaatn:un}a

jesli o jest unifikatoremPU oraz ¢ jest ogdlniejsze od kazdego innego unifika-
toraPU.

Twierdzenie 160. Istnieje algorytm, ktory dla zadanej instanciji

? ?
{tlzula"'stn:un}

problemu unifikacji znajduje jego najogolniejszy unifikator lub odpowiada ,nie ma
unifikatora”.

Zadanie 791. W tym zadaniu bedziemy rozwazaadania unifikacji sktadajace sige

Z nieskaiczonej liczby par terméw. Udowodnij nastepujace twierdzenie o z&eirto
dla problemu unifikacji: zadanie unifikadji 2z S lier, W ktérym wystepuje jedy-
nie skaczenie wiele roznych zmiennych, ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
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kazde jego skiaczone podzadani; 2 Sliclg, dlalg C 1, [lp] < oo, ma rozwia-
zanie. Pokaz, ze twierdzenie jest falszywélijeadanie zawiera nieskozenie wiele
zmiennych.

W ponizszych zadaniach znajdz najogdlniejszy unifikator dla podanych instancji

problemu unifikacji (lub uzasadnij, ze takowy nie istnieje) w algebrze termoéw o sy-
gnaturzex = {c,d, g, f}izbhiorze zmiennycht¥ = {X,y, z,u, 0, ...}.

Zadanie 792. { f (x, f (X, ¢, g(2)), f(g(g(2)), X, g(c))) 2 f(f(u,o,v),Y,Yy)}
Zadanie 793. {f (f(d, y), f(z, X)) = f(f(y,2), f(x,C))}
Zadanie 794. {f (f (X, y), f(z, u)) 2
fOECF(CF(u,u), f(u,u), F(f(x,x), f(x, X)),
fFCECECy, y), T(y, y)), F(f(u,u), f(u,u))))}

Zadanie 795. { f (X1, X1) = X2, f (X2, X2) = Xa, .., T (Xn—1, Xn-1) = Xn}






12

Elementy logiki formalnej

12.1. System Hilberta dla rachunku zda 1 ze spéjnikami im-
plikacji i fatszu

Definicja 161. Litera A oznacza dowolny zbi6r formut zdaniowych &itery «, £,

y oznaczaja dowolne formuty. Dla dowolnej formutyzapis—a jest skrétem zapisu

a— 1.

Wyrazenie postach - a nazywamysekwentem\Wyrazenie— o oznaczdl —a.
WyrazenieA, o o0znaczaA U {a}.

Aksjomaty systemu Hilberta
Ao F a
A F a-> (- a)

A= (@>B-7)->(a>p)—>a—>y))
A+ ——a—>a

Reguta dowodzenia (reguta odrywania)

Ao AFa—>p
AFp

Sekwenty nad pozioma kreska nazywaprgestankamia sekwent pod kreska
nazywamykonkluzja Dowodem (sekwent — o) nazywamy skbczone drzewo
etykietowane sekwentami, ktérego komzema etykieteA + «, liScie sa etykieto-
wane aksjomatami oraz dla kazdego wierzchotka jego etykieta jest konkluzja reguty
wnioskowania, ktorej przestankami sa etykiety nastepnikdw tego wierzchoia. Je
istnieje dowdd, ktorego korpgest etykietowany sekwenter - «, to mowimy, ze
sekwentA + a jestwyprowadzalnyw systemie Hilbertowskim. Piszemy, 2et «,
jesli sekwentA + a jest wyprowadzalny w systemie Hilbertowskim.

Twierdzenie 162 (O dedukcji). Dla dowolnego zbioru formulA oraz dowolnych
formuta i g, jesli A,a =p,10A Fa — B.
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Twierdzenie 163 (O adekwatn&ci). J&li A + a, to dla kazdego warSziowania
zmiennych zdaniowych, @i spetnia ono wszystkie formuly A, to spetnia takze
formutea. W szczegdlnsci, j&li - a, to a jest tautologia.

Twierdzenie 164. Dla dowolnych formuk i g zbudowanych ze zmiennych zdanio-
wych przy uzyciu spéjnikdwl i —, nastepujace sekwenty sa wyprowadzalne w sys-
temie Hilbertowskim:

F oa— (- —(a—p))
F 1l—>a
= (a— B)—> (ma— B)— B)

Twierdzenie 165 (Kalmar). Niecha bedzie formuta zbudowana ze zmiennygh
g2, . .., 0n Przy uzyciu spéjnikowl i —, i niecho : V — {0, 1} bedzie dowolnym
wartcsciowaniem. Dla = 1, ..., n definiujemy formuly:

o jesliu@) =1,
% = —q jeSlio(g) =0.

Niecha’ bedzie formuta identyczna , jesli wartasciowaniev spetnia formuten.
Je&sli natomiast wartsciowaniev nie spetnia formulya, to jako a’ bierzemy—a.
Wowczas{q;, . .., qn) Fao'.

Twierdzenie 166. Dla dowolnego zbioru formulA i dowolnych formuta i S, jesli
AabBi A, —a k=L, 10A B

Twierdzenie 167 (O peingci). Jesli a jest tautologia zbudowana ze zmiennych zda-

niowych przy uzyciu spéjnikéw- i L, to+a.

12.2. System Hilberta dla rachunku zda n ze spodjnikami al-
ternatywy i koniunkgcji

Pozwalamy, by formuly zawieraly spdjniki i A i rozszerzamy system Hilberta
0 nastepujace aksjomaty:

A F (aAp)—> —(a > —p)
A F =(a— =) > (aAp)
A+ (avp)—> (—a— p)
A F (ma— p)—> (aVv)p)

Aby odroznt ten system od poprzedniego, jego sekwenty bedziemy ozna-
cza& A Fp+ a.
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Twierdzenie 168. Dla dowolnej formuty zdaniowej istnieje formutas zbudowana
ze zmiennych zdaniowych jedynie przy uzyciu spéjnikbw — , taka, ze

Fy+ o = aoraz b+ a — a.

Dla rozszerzonego systemu réwniez sa prawdziwe twierdzenia o adelssiatno
i petnasci.

Podaj formalne wyprowadzenia w systemie hilbertowskim sekwentéw wymie-
nionych w ponizszych zadaniach.
Zadanie 796.-pAq = —(—p Vv —Qq)
Zadanie 797.{p, —p} Fq
Zadanie 798.{p=q, p,q=r} Fr

Zadanie 799. Niecha oznaczalualizacje formutyx, tzn. formute powstata przez za-
stapienie kazdego wystapienia symbuwlprzezA, i kazdego wystapienia przezv.
Udowodnij, ze

e o jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy tautologia jesk;

e a < p jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy tautologia jést= 5.

Zadanie 800. Niech 4, oznacza hilbertowski system dowodzehig, w ktérym
aksjomatA ——-—a = « jest zastapiony przez

AF(—a=—p)= (—ma = p) = a).

Udowodnij, ze obydwa systemy sa rownowazne, tzn., ze dla dowolnego sekwentu
A o zachodziA 4 a wtedy i tylko wtedy, gdyA Hn, a.

Zadanie 801. Udowodnij, ze aksjomath + (—a = —f) = ((—a = p) = a)
hilbertowskiego systemu dowodzenia nie mozna wyprowadziozostatych aksjo-
matéw za pomoca reguty odrywania.

Zadanie 802. Udowodniji—y —p = (p = () uzywajac twierdzenia o dedukgciji
oraz bez uzycia tego twierdzenia.

Zadanie 803. Pokaz, ze w systemiey wyprowadzalna jest reguta

AFoa=p AbF-=p
AF—a
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12.3. Skiadnia jezyka pierwszego rzedu

Definicja 169. Sygnaturgezyka pierwszego rzedu nazywamy zbie= =7 U =R,
gdziexF jest zbiorensymboli funkcyjnycha = R zbioremsymboli relacyjnychprzy
czymEF = Uiy ZF 1 2R = Uiy =R, gdziex[ i TR sa odpowiednio zbiorami
i-argumentowychi(> 0) symboli funkcyjnych i relacyjnych.

Definicja 170. Zbiér termoéw7 (2, V) = 7(=F, V) definiujemy jako najmniejszy
zbiér zawierajacy zmienne ze zbiovi zamkniety ze wzgledu na tworzenie termow

ztozonych zawierajacych symbole funkcjizz, tj. jesli ty, ..., t, sa termami, Z&
feXl tof(t,...,t)tezjesttermem.

Definicja 171. Zbiér formut atomowych jest zbiorem napiséw postR¢ts, . . ., tn),
gdzieR e TR, zabty, ..., t, sa termami.

Definicja 172. Zbiér formut jezyka pierwszego rzeghst najmniejszym zbiorem na-
pisbw zawierajacym formuly atomowe, zamknigtym ze wzgledu na spojniki zda-
niowe v, A, =, 1, =, <, oraz kwantyfikatoryv i 3, tzn. jesli o i g sa formutami,
z& X jest zmienna (%), to formutami sa takze, —a,a VB, a Af,a = f,0 & B,
VXa,Xa.

Definicja 173. Zbiér zmiennychwolnychFV(a) formuty a definiujemy indukcyjnie:

FV(L) = 6
FV(R(, . .., tn)) FV(t) U. .. UFV(t)
FV(a Vv B) = FV(a A B) = FV(a = B) = FV(a < f) FV(a) U FV(p)
FV(YXa) = FV@xa) = FV(a)\ (X}

gdzie dla termOwFV(t;) oznacza zbiér wszystkich zmiennych wystepujacydh.w

Definicja 174. Wszystkie wolne wystapienia zmienney formuleo staja sizwia-
zaniew formulevx a i 3x a. MOwimy ze kwantyfikatowigazete wystapienia.

Definicja 175. Formuta bez zmiennych wolnych nazywa s@aniem

12.4. Semantyka jezyka pierwszego rzedu

Definicja 176. Struktura®?l sygnaturyX to niepusty zbiorA zwany jejuniwersum
i interpretacja czyli funkcja-%, ktéra kazdemu symbolowi funkcji e > F, gdzie
n > 0, przyporzadkowuije funkcjg® : A" — A, kazdemu symbolowi relacjR €

xR, gdzien > 0, przyporzadkowuje relacig® C A" ikazdemu symbolowR € = §

przyporzadkowuje warfg logiczna ze zbioryT, F}.
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Definicja 177. Wartasciowaniemw strukturze2l nazywamy dowolna funkcje :
V — A. Ponadto niech

0Dy = [ o). o7y
dla dowolnego wartsciowaniav : V — A, zmiennejx € V i elementua € A.
Definicja 178. Dla dowolnego termu (X, V) definiujemy indukcyjnie jegin-
terpretacjet %[v] przy zadanym warfciowaniu zmiennych : V — A:

o] = v
(ft )] = £l 3 0])
Definicja 179. Ponizej definiujemy indukcyjnie relacje-. Gdy ona zachodzi, co
oznaczamy?l = afvo], to mowimy zestruktura2l spetnia formutex przy warto-
Sciowaniuo.
1. Nigdy nie zachodz® = L[o].

C A E R, ..., to)[o] wtw (o], ..., t¥[o]) € R
LA E (= t)[o] wiw to] = tH[o].
. A = (a A B)[v] wtw gdy zachodza jednoczeie?l = a[v] i 2 = p[v].
A E (a v p)[v] wiw gdy 2 = av] lub2l = Slo].
. A E (e = p)[v] wtw gdy nie zachodZ = a[v] lub zachodzRl = S[v].

. A = (a & P)[v] wtw jednoczénie nie zachodz@ | a[v] i 2 &= B[v], lub
jednoczénie zachodz@l = a[v] i A = Blv].

8. A = (Vx.a)[v] wiw dla kazdego elementue A zachodzRl = a[vg].

9. A = (Ix.a)[v] wtw istnieje elemena e A dla ktérego zachodZ = a[vd].

N o o~ 0N

Definicja 180. Formutao jestspetnialna w2, jesli istnieje wart&ciowaniev : V —
A dla ktérego zachodZll = a[v]. Formutaa jestspetnialna jesli istnieje struktura
2A, w ktérej a jest spetnialna. Formuta jest prawdziwa w2l (struktura®l jest mo-
delem dlaa), jesli dla kazdego warfciowanian : V. — A zachodzi?l = a[v].
Formutaa jest prawdziwa(jest tautologig, jesSli dla kazdej struktury(, formutaa
jest prawdziwa w2l.

12.5. Podstawienia

Definicja 181. Dla dowolnej formutya napisa[x/t] oznacza wynik podstawienia
termut w kazde wolne wystapieniew o. Podstawienig¢x/t] jestdopuszczalne a,

jesli w wyniku tego podstawienia zadna zmienniarde staje sie zwiazana, tj. kazde
wystapieniex w a nie znajduje sie w zasiegu zadnego kwantyfikatora wiazacego
Zmienna wystepujaca tv
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Twierdzenie 182 (o podstawianiu).Dla dowolnych terméws i t i zmiennejx za-
chodzi

(tx/sh[e] = ¥ .
Dla dowolnej formutya, jeSli podstawienigx/s] jest dopuszczalne w, to
A (a[x/shv] ww A = afvs 1]
Fakt 183. Dla dowolnej formutya, zmiennejx i termus, jesli podstawienig x/s]

jest dopuszczalne w, to formuta(vx.a) = (a[x/9]) jest tautologia.

12.6. Hilbertowski system dowodzenia dla rachunku | rzedu

Aksjomaty
Ao F «a

A+ a=>P=a)

A @=>B=y)=(=>p=@=7)

A+ ——a=a

A+ (aAp)= —(a=—p)

A+ =(la=>-p)=>@Ap)

A F (avp)=(—a=p)

A F (ra=p)=(@Vvp)

A E (@epf)=(a=pHAB=a)

A E ((a=HAB=a)=(aep)

A (WX(a = B)) = (Vx.a) = (VX.B))

A+ a= (¥Xa), jesSlixgFV(a)

A (Vx.a) = a[x/t], jesli[x/t] jest dopuszczalne w

A X=X

A E xi=y1=2 (.= X=¥= (X, ....x) = f(yn.... ),
gdzief e =

A F x1=y1=(..= % =Y¥=(RXs,...,%) = Ry, ..., ¥n)))),
gdzieRe =R

Reguta dowodzenia
AFoa=pf Ala

AFp

Zbiér formut A jestsprzecznyjesli A = L. Zbiér, ktéry nie jest sprzeczny, jest
niesprzeczny
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Twierdzenie 184 (O dedukcji). Dla dowolnego zbioru formulA oraz dowolnych
formuta i B,jeSli A,a =B, 10 A Ha — B.

Definicja 185. Napis A = « oznacza, ze dla kazdej struktuyi kazdego warto-
Sciowaniav, jesli dla kazdej formulys € A zachodzRl = B[v], to réwniez2 & «.

Twierdzenie 186 (O adekwatn@&ci). Jesli A o, to A = a. W szczegolnsci, jesli
o, to a jest tautologia.

Twierdzenie 187 (O istnieniu modelu).Dla dowolnej sygnaturyX, kazdy nies-
przeczny zbior zdanadX ma model.

Twierdzenie 188 (Silne twierdzenie o pelngci). Dla dowolnego zbioru formui
oraz dowolnej formutya, jesSli A = o, to A = a. W szczegdlnsci, j&li a jest
tautologia, td—a.

Twierdzenie 189 (Oa-konwersji). Jeli A - Vx. oraz podstawienifx/y] jest do-
puszczalne w8, orazy ¢ FV(VX.f), 1o A =Vy.(B[X/y]).

Twierdzenie 190 (O generalizacji).J&li A + a, to dla dowolnej zmiennej, jesli
X € FV(A),to A FVX.a.






13

Zadania egzaminacyjne
Z rozwiazaniami®

Zadanie 804. Niech ¢ bedzie formuta zdaniowa zbudowana ze zmiennych zdanio-
wych i spojnikéw alternatywy, koniunkcji i negacji (do jej zapisania mozna oczywi-
§cie uzywa nawiaséw). Przemartosciowanierozumiemy w tym zadaniu funkcje,
ktora zmiennymwystepujacynw formule ¢ przyporzadkowuje warkei ze zbioru

{0, 1}. Niechn bedzie dodatnia liczba naturalna.

a) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturaliejx 2" istnieje formuta zdaniowa
zawierajacan zmiennych i spetniona przez doktadhievartasciowa.

b) Dla jakich liczbk istnieje formutap zawierajacan zmiennych, w ktorej kazda
ze zmiennych wystepuje doktadnie jeden raz i ktéra jest spetniona przez do-
kladniek wartcsciowah?

Rozwiazanie. Cz&t a) jest oczywista konsekwencja zupetoiozbioru spéjnikow
zlozonego z alternatywy, koniunkgcji i negacji. Bierzemy dowolna funkcje boolow-
skan zmiennych przyjmujaca warso 1 dlak argumentéw i korzystajac z zupebm
stwierdzamy, ze jest to funkcja przyporzadkowujaca uktadowi zer i jedynej $arto
logiczna pewnej formuly przy warsgiowaniu wyznaczonym przez ten uktad. Do-
ktadniej, bierzemyr zmiennych zdaniowyclps, ..., pn i tworzymy formuty bedace
koniunkcja tych zmiennych badz ich negacji (rfp1 A P2 A ... A pn). Formuly tej
postaci sa spetnione przez dokfadnie jedno v&mitiwanie. Alternatyw réznych
formut takiej postaci (dowolnie wybranych) jest formuta spetniona przez doktadnie
k wartcsciowan.

Bardziej szczegotowo przedstawimy inne rozwiazanie tego zadania. Przyjmijmy,
zeW(¢) oznacza zbidr warkziowah spetniajacych formutg. Symbolem X| ozna-
czamy liczbe elementdw zbior.

Fakt 191. Jezeli w formulep wystepujen zmiennych, tgW(—¢)| = 2" — [W(¢)].

*Rozdziat przygotowat A. Kscielski.



116 13. Zadania egzaminacyjne z rozwigzaniami

Dowdd. Jest to oczywisty fakt. Dla formulg z n zmiennymi jese" wartasciowad.
Kazde z nich spetnia albp, albo—¢, zadne nie moze jednodate spetnia obu tych
formut.

Fakt 192. Jezeli zadna zmienna nie wystepuje jedn8orew formulachs i v, to

(W@ A w)| =IW(@)|- IW(w)l.

Dowdéd. Rozwazmy funkcje, ktéra warsgiowaniuh formuty ¢ A y przyporzadko-
wuje parg dwoch warkziowah: wartgciowania bedacego obciecigmdo zmien-
nych formuty ¢ i wartoSciowania bedacego obciecigmdo zmiennych formutyy .
Roznowart&ciowdst tej funkcji jest oczywista.

Wystarczy teraz zauwagy ze funkcja ta przeksztatca zbit(¢ A y) na ilo-
czyn kartezjaski W(¢p) x W(y). (Gdzie w tym dowodzie korzysta sie z zatozenia
0 zmiennych formub i y?)

Whniosek.Jezeli zmienng nie wystepuje w formule, to |[W(p A p)| = |W(®)|.

Whiosek.Jezeli w formulep wystepujen zmiennych i nie ma &rod nich zmiennej
p.to|W(g Vv p)l = 2" + [W(@)!.

Dowdd. Zauwazmy, ze

W@V P = [W(=(=pAr=p))
= 2" — |W(=¢ A —p)|
= 2" — |W(=¢)| - [W(=p)|
= 2" 2" |W(p)D) - 2 IW(p))
= 2" 2" 1 |W(p)|
2"+ |W(@)I.

Fakt 193. Dla kazdej liczby naturalndj < 2" istnieje formuta zdaniowa @ zmien-
nymi spetniona przez doktadniewartcsciowa.

Dowdd. Fakt ten dowodzimy przez indukcje ze wzgleduma

Zauwazmy, zéW(p A —=p)| =0, (W(p)| = 1i [W(p Vv —p)| = 2. Tym samym
twierdzenie jest prawdziwe dla= 1.

Zal6zmy, ze twierdzenie to zachodzi dla liczby wezmyk < 2"t1. Zachodzi
jeden z dwoch przypadkéw: albo< 2", albo2" < k < 2"+,

Jezelik < 2", to znajdujemy formutg z n zmiennymi, ktéra jest spetniona przez
k wartcsciowa, i zmiennap, ktora nie wystepuje w. Formutag A p jest spetniona
przezk wartasciowa i wystepuje w niep + 1 zmiennych.

Jezeli2" < k < 2" to bierzemy formutgp z n zmiennymi, spetniona przez
k — 2" wartcsciowah. Wtedy dla dowolnej zmienngj nie wystepujacej w formuta
¢ Vv p jest spetniona przez wartcsciowa i wystepuje w niep + 1 zmiennych.
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Podobnie dowodzimy nastepujacy fakt:

Fakt 194. Dla kazdej nieparzystej liczby naturalneg 2" istnieje formuta zdaniowa
z n zmiennymi, w ktérej kazda zmienna wystepuje dokfadnie jeden raz i ktdra jest
spetniona przez doktadniewartosciowad.

Dowdd. Twierdzenie to takze dowodzimy przez indukcje ze wzgledao.rfeormute,
w ktorej kazda zmienna wystepuje najwyzej jeden raz, bedziemy né&ziprauta
prosta

Zauwazmy, zéW(p)| = 1. Wobec tego dowodzone twierdzenie jest prawdziwe
dlan=1.

Zalbézmy, ze twierdzenie to zachodzi dla licabbywezmy nieparzysta liczble <
2"*+1 Liczbak jest albo< 2", albo tez spetnia nieréwisei 2" < k < 2n+1,

Jezelk < 2", to znajdujemy prosta formutgz n zmiennymi, ktéra jest spetniona
przezk wartcsciowa, i zmiennap, ktéra nie wystepuje w. Formutag A p jest prosta
i spelniona przek wartcsciowa, oraz wystepuje w nigj + 1 zmiennych.

Jezeli2" < k < 2™1, to bierzemy prosta formulg z n zmiennymi, spetniona
przezk — 2" wartcsciowa). Wtedy dla dowolnej zmienng) nie wystepujacej Wb,
formuta¢ v p jest prosta, spetniona prz&avartcsciowa i wystepuje w niep + 1
zmiennych.

Fakt 195. Jezelig jest formuta, w ktérej kazda zmienna wystepuje najwyzej jeden
raz, tog jest spetniona przez nieparzysta liczbe wactowa.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na liczbe znakéw wy-
stepujacych w formule. Formula, ktéra daje sie zapisa pomoca jednego znaku,
jest zmienna i jest spetniona przez jedno wactowanie.

Przypustmy, ze¢p = —y i wystepuje w niejn zmiennych. Oczyvéicie, kazda
zmienna wystepuje tyle samo razy ¢y co w w. Z zatozenia indukcyjnego wy-
nika wigc, zey jest spetniona przez nieparzysta liczbe waetowah rowna|W (y)|.
Liczba2" — |W(y)| jest nieparzysta i jest réwna liczbie wastdowah spetniajacych
b.

Jezeli w koniunkcjip A w kazda zmienna wystepuje najwyzej jeden raz (jezeli
koniunkcja ta jest prosta), t¢ i v sa proste, i zadna zmienna nie wystepuje jed-
noczénie w obu tych formutach. Wobec tego, formgtan y jest spetniona przez
[W(g)| - |W(w)| wartasciowah. Na mocy zatozenia indukcyjnego, oba czynniki tego
iloczynu sa liczbami nieparzystymi. lloczyn liczb nieparzystych tez jest nieparzysty.

Jeszcze trzeba pokdzémozna to zrolii w podobny sposob), ze alternatywa be-
daca formuta prosta jest spetniona przez nieparzysta liczbe Seavted. L]

Zadanie 805. Wykaz przez indukcje, ze dla kazdej formuty zdaniowebudowanej
ze zmiennych oraz spojnikéw i v (oczywiscie do jej zapisania mozna tez uzywa
nawiaséw) istnieje formutar postaciyy v w2 V...V yp, taka, ze dla kazdego< n
formutay; jest koniunkcja zmiennych orda < w) jest tautologia.
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Rozwiazanie (szkic).Formuty ¢ i w sa rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy for-
muta¢ < v jest tautologia. Zauwazmy, ze

Fakt 196. Formuta(¢1 Vv ¢2) A w jest rownowaznggr A w) Vv (¢2 A w), czyli formuta

(rVvg) Ay S (P1LAW)V (P24 y)
jest tautologia.

Fakt 197. Formuta

(P1V... V) Ay S (@1AY) V... V(dnAy)

jest tautologia. Tautologia jest takze formuta

YyA@LV...Vgn) S (Y AP V...V (¥ Adn).
Fakt 198. Formuta

(PLV...VPI)A(@DLV...Vp) &

(prAPD V...V (dnAPDV ...V (PLA PR V...V (dn A dpy)

jest tautologia.

Korzystajac z ostatniego faktu mozna dostievtasn&t podana w zadaniu przez
indukcje ze wzgledu na liczbe spojnikow wystepujacych w forngule

Jezeli w formulep nie wystepuja spojniki, to jest ona zmienna. Kazda zmienna
jest jednoczionowa alternatywa, ktérej jedynym cztonem jest jednocztonowa koniun-
kcja. Tak wigc w tym przypadku formuta ma odpowiednia posta mozemy przy-
jac, zey = ¢.

Jezeli w formulep wystepuje przynajmniej jeden spdjnik, to jest ona koniunkcja
lub alternatywa formut z mniejsza liczba spoéjnikow. W przypadku alternatywy dalszy
dowdd jest prosty i zostaje pominiety. Jezgli= ¢1 A ¢2, 10 na podstawie zatozenia
indukcyjnego znajdujemy alternatywy; i w2 wymaganej postaci rownowazne od-
powiedniog1 i ¢2. Wprowadzajac odpowiednie oznaczenia mozemy pezyialewa
strona rownowazrg&ti z ostatniego faktu jest réwna A y». Formutey definiujemy
jako prawa strone rownowazead z tego faktu.

Rozwiazanie (inny sposéb).Najpierw sformalizujemy tr& zadania.
Symbolem/C bedziemy oznaczanajmniejszy w sensie inkluzji spmd zbio-
row X spetniajacych warunki:
1. wszystkie zmienne zdaniowe nalezaXp
2. jezelig i w naleza doX, to takze formutap A y nalezy doX.
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Tak wieck jest zbiorem koniunkcji zmiennych zdaniowych. Symboldrbedziemy
z&s oznacza najmniejszy w sensie inkluzji spod zbioréwX spetniajacych wa-
runki:

1. KC X,
2. jezelig i w naleza doX, to takze formutap v y nalezy doX.

Tak wiec A jest zbiorem alternatyw koniunkcji zmiennych zdaniowych. Postugujac
sie wprowadzonymi oznaczeniami rozwiazywane zadanie mozna sforntunasge-
pujaco: dowié&t, ze dla kazdej formuty, w ktérej wystepuja tylko spdjniki i v,
istnieje formutay € A taka, ze formuta < w jest tautologia.

Dowdd zostanie przeprowadzony przez indukcje ze wzgledu na liczbe spojnikdw
wystepujacych w formule.

Niechn bedzie liczba naturalnadaformuta, w ktérej wystepuja spojnikéw i sa
to jedynie spojnikia i v. Bedziemy zaklada ze jezeli w pewnej formule wystepuje
mniej niz n spéjnikow, to jest ona rownowazna formule nalezacejddPrzy tym
zatozeniu wykazemy, zg tez jest rownowazna formule nalezacejdo

W dowodzie bedziemy rozwagzilka przypadkow. Najpierw przyjmijmy do-
datkowo, zen = 0. Wtedy w formuleg nie ma spdjnikow, a wigg jest zmienna
i — w konsekwencji — nalezy d&C oraz do.A. W tym przypadku przyjmujemy,
zey = ¢. Oczywicie,y € A, a ponadto, formutyp i v sa w oczywisty sposob
réwnowazne.

Jezelin > 0, to w ¢ jest przynajmniej jeden spojnik. Wtedy jest albo ko-
niunkcja, albo alternatywa formut zawierajacych mniejsza liczbg spdjnikéwpniz
Najpierw zatézmy, ze) = ¢1 V ¢». Dla formut ¢y i 2 mozemy skorzystaz zato-
zenia indukcyjnego. Istnieja wiec W formuly w1 i w> rbwnowazne odpowiednio
@11 ¢o. Oczywiscie,y1 V o € Aorazy; V o jest rtbwnowazne @1 Vv ¢s.

Jezelip = ¢1 A ¢, to takze znajdujemy wA formuly w1 i w2 rbwnowazne
odpowiedniop; i ¢2. Formuly z.A4 albo naleza ddC, albo sa alternatywami.

Jezeliyy i wo naleza doC, to przyjmujemy, zey = w1 A wo. Takze w tym
przypadku jest oczywiste, 2e € K C A oraz, zep jest rGwnowazney .

Pozostat do rozwazania przypadek, w ktérym przynajmniej jedna z fapmiug2
jest alternatywa. Zatézmy, ze1 = w11 Vv wi12. Jezeli okaze sig, ze alternatywa jest
tylko w» bedziemy postepoveadoktadnie tak samo. Na mocy prawa rozdziékrio
koniunkcji wzgledem alternatywy (praw@ v q) At < (P AT) V (Q AT)) otrzy-
mujemy, ze formuta

¢ = ($11V y12) A ¢2

jest rownowazna formule

(P11 A @2) V (12 A $2).
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Nietrudno zauwazy, ze w obu cztonach tej alternatywy jest mniej spéjnikéw, niz
w formuleg. Do tych cztonéw mozemy wiec zastos@watozenie indukcyjne. W ten
spos6b znajdujemy formuty1 i v, takie, ze

w1 < (P11 A ¢2) Orazy, < (p12 A ¢2)

sa tautologiami. Bez trudu dowodzimy, ze formuta

¢ < (y1Vy2)

jest tautologia. Poniewaiz, w2 € A, wiec takzey1 v y2 € A. W rozwazanym
przypadku mozemy przy§azey = w1 V yo.

Przedstawiony dow6d mozna rozhia dwie czgci dowodzac najpierw, ze ko-
niunkcja formut nalezacych dd jest rbwnowazna formule nalezacej do [

Zadanie 806. Uzywajac jedynie zmiennych, kwantyfikatoréw, spéjnikéw logicz-
nych, nawiasow i symbolk, N, +, x, = napisz formuty méwiace, ze:
a) nie ma najwiekszej liczby pierwszej,

b) istnieje taka liczba naturalna, ze kazda liczba naturalna wigksza od niej jest
suma nie wiecej niz czterech kwadratéw liczb pierwszych,

c) istnieje nieskaczenie wiele par liczb blizniaczych.
Para liczb blizniaczych, to dwie liczby pierwsze rézniace sie o 2.
Rozwiazanie. Najpierw napiszemy pomochicza formuRix) réwna
—3JaeN JbeN FreN FseN (—x = aA—-X =bAx =a+rAx =b+sax =axb).

Zauwazmy, ze formutdr eN (x = a + r) jest rownowazna nierowisgi x > a. Wo-
bec tego formuteP (x) stwierdza, ze liczba nie jest iloczynem dwdch liczb mniej-
szych odx, a wiec stwierdza, zr jest liczba pierwsza.

Wiasnat ,nie ma najwiekszej liczby pierwszej” mozna wyragiiszac

—3IxeN (P(X) AVYeN(P(y) = FreN(x =y +r))).
Formuta

IxeN VyeN JFaeN FbeN JceN FdeN
(P@va+a=aA(Pbyvb+b=b)A(P(c)vc+c=0)
AP vd+d=d)aAx+y=axa+bxb+cxc+dxd)

stwierdza, ze ,istnieje taka liczba naturalna, ze kazda liczba naturalna wieksza od
niej jest suma nie wiecej niz czterech kwadratow liczb pierwszych”. Zauwazmy, ze
wlasn@&t a + a = a jest rownowazna stwierdzenau= 0.
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Ostatnia z wymienionych w zadaniu wla&wo(,istnieje nieskaczenie wiele par
liczb blizniaczych”) mozna wyrazipiszac

vxeN JyeN JdeN dreN
(Fd+d=d)adxd=d+d)Ay=x+r1r AP(y) A P(y+d)).

Aby sie o tym przekonawystarczy zauwa®y ze wlasnéci—(d+d = d)Ad xd =
d + d orazd = 2 sa rbwnowazne a takze, ze zb{gre N | ¢(y)} jest nieskdczony
wtedy i tylko wtedy, gdywx e NIy e N (X < y A ¢(Y)). [

Zadanie 807. Pokaz, ze

(A1UA2) = (B1UB2) C (A1 = B1) U (A2 = Bp). ()
Czy zawieranie

(A1N Ag) = (B1N Bp) C (A1 = By) U (A2 =~ Bp) (2)
jest prawdziwe dla dowolnych zbioré,, Az, B1i By?

Rozwiazanie. Zaczynamy od pierwszej inkluzji. Zgodnie z definicja, aby d@wie
zawieranieX C Y powinnismy wzi& dowolny elemenk € X i o tym elemencie
dowie€st, ze nalezy do zbior. Wezmy wiecx € (AU Ap) ~ (B1U By). Z definicji
réznicy symetrycznej wiemy, ze element ten spetnia réwnowazno

Xxe (ALUA) ©x¢&(BlUB)). 3)

Na podstawie tej rownowazgoi niewiele potrafimy rozstrzygaZatézmy wiec do-
datkowo, ze zachodzi

Przypadek 1:x € (A1 U Ap). Z rbwnowazn@ci (3) otrzymujemy, ze ¢ (By U Bp).
Wobec tego, zaréwnr ¢ Bs, jak i X ¢ B,. Dalsze rozumowanie tez bedzie polega
na rozwazeniu kolejnych przypadkow.

Przypadek 1.1:x € A;. Wiemy juz, zex ¢ B1. Zachodzi wigc takze rownowaZzso
X e A1 & x ¢ By, 4)

np. dlatego, ze w rozwazanym przypadku obie strony tej réwnové&zzrsa praw-
dziwe, albo dlatego, ze dowodzenie tej rownow&m@olega na wykazaniu dwoch
implikacji stwierdzajacych, ze przy pewnych zatozeniach zachodza fakty, ktérych
prawdziwat udato nam sie wcamiej ustale. ROwnowazngt (4) oznacza, z& €

(A1 =~ By), i tym bardziej,x nalezy do prawej strony wzoru (1).

Przypadek 1.2:x € Ap. W tym przypadku, tak jak w poprzednim, dowodzimy, ze
X € Ay & X ¢ By, i w konsekwencijix nalezy do drugiego sktadnika prawej strony
wzoru (1).
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Przypadek 2:x ¢ (A1 U A2). Z rébwnowazn8&ci (3) otrzymujemy teraz, zg <

(B1 U Bp). Mamy wiec sytuacje analogiczna do opisanej w przypadku 1. Dalszy
dowdd prowadzimy tak, jak w przypadku 1 zastepufgd Az zbioramiB; oraz By,

i odwrotnie.

Zawieranie (2) jest tez prawdziwe dla wszystkich zbiorow i mozna sie o tym
przekon& w bardzo podobny sposdéb. Proponuje, aby zainteresowane osoby same
przeksztatcity podany dowdd zawierania (1) w dowdd inkluzji (2). W przypadku 1
w przeksztatconym dowodzie powinnadxpzwazana sytuacja, w ktonej¢ B;NBy.

Rozwiazanie (inny sposéb).Bedziemy korzysta z nastepujacych praw rachunku
zbioréw:
X=Y = (X\Y)U(Y\X),
(XUY)\Z = (X\2)U(Y\2),
X\ (YUZ) C X\Y.

Postugujac sie tymi prawami oraz monotonicgcia sumy mnog&ciowej mozna wy-
kaza, ze

(A1UA2) = (B1UBz) = ((A1U A2) \ (B1U B2)) U ((B1U B) \ (A1 U A2))
= (A1\ (B1UB2)) U (A2\ (BLUBp)) U(B1\ (A1U A2)) U (B2 \ (A1 U A2)
C (A1\ B)U(A2\ B U (B1\ A1) U (B2\ A2) = (A1 = B1) U (A2 = Bp).

Jezeli wprowadzimy pojecie dopetnienia zbioru, to w dowodzie zawierania (2)
mozemy wykorzystawzor

X =Y =X®=-YC
Zauwazmy, ze
(A1N A2) = (BN Bp) = (A1 N A2)® = (B1 N Bp)® = (A] U A3) = (B U B)
C (A} = BY) U (A§ = BS) = (A1 = B) U (A2 = Bp).
Zadanie 808. Pokaz, ze

1. Ay = ... = A, zawiera te i tylko te elementy, ktore naleza do nieparzystej
liczby zbiorow A, gdziei = 1,...,n;

2. jesli zbiory Ay, ..., A, sa skaiczone, to

A== A = D (=27t D
i=1

1C{1,....n}
=

A

jel
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Rozwiazanie. Cz&te 1. Tak naprawde rozwiazemy ogolniejsze zadanie, a miano-
wicie pokazemy, ze dla dowolnych zbiorGdy, ..., A,, dla dowolnego wyrazenia
A1 = ... = A, (z dowolnym rozmieszczeniem nawiaséw) i dla dowolnggacho-

dzi nastepujaca rownowazso

x € A1~ ... = Ah & x nalezy do nieparzystej liczby zbioréw spod Ay, ..., An.

Najpierw musimy nieco scislic sformutowanie zadania, ktére nie jest precyzyjne
np. w przypadku, gdy\; = - - - = A,. Przyp&tmy, ze rozwazamy rodzine zbiorow
(A)iel indeksowanych zbiorem. Tak wigc, jezeli rozwazamy rodzingy, . . ., An,
tol ={1,...,n}. Dlatakiej rodziny i dla dowolnego elementudefiniujemy zbior

IxX)={iel|xeA}

Postugujac sie wprowadzonym oznaczeniem réwnowszntreésci zadania mozemy
zapis& w postaci

Xxe AL~ ...~ Ay & [l (X)]]jest nieparzysta

Zauwazmy od razu, ze dla= 1 ta rownowazngt jest oczywista.
Dowdéd bedziemy prowadziprzez indukcje. Musimy wiec przeformuto@vaada-
nie tak, aby byto mozliwe zastosowanie zasady indukcji. Bedziemy dowarkzidla
kazdejliczby naturalnej > 1, dla dowolnejrodziny zbiorévhg, ..., A, indeksowa-
nej zbiorem({l, ..., n} zachodzi teza zadania. Fakt, ze dla dowolnej rodziny zbioréw
A1, ..., Ay zachodzi teza zadania, oznaczmy symboggm). W dowodzie skorzy-
stamy z zasady indukgciji, ktéra stwierdza, ze aby dé@iEanie postacin>1 ¢(n)
wystarczy pokaza ze dla dowolnegm > 1, z tego, zep(k) zachodzi dle&k < n
wynika, ze takze zachodzi(n). Osoby, ktére nie sa przekonane do tego schematu
indukcji, moga sprébowaprzerobt podany dowdd na dowod korzystajacy ze zwy-
ktego schematu indukcji, ale wtedy trzeba dow@deze w postacin>1vk<n ¢ (k).
Przypwtmy, zen > 2 oraz

Al=...=An=(A1= ... = A) = (Akg1 =~ ... = An).
Wezmy dowolny element. Bedziemy rozwazadwa przypadkix € Axiq = ... =
Anorazx € Agy1 = ... = An.

W pierwszym przypadku, z zatozenia indukcyjnego wynikax zelezy do nie-
parzystej liczby zbiorow s@wod Axy1, ..., An. Zauwazmy takze, ze nastgpujace
warunki sa rbwnowazne:

1. XEAl;...;An,

2. X¢Al;...;Aky

3. x nalezy do parzystej liczby zbiorow spdd A, . .., Ay,



124 13. Zadania egzaminacyjne z rozwigzaniami

4. x nalezy do nieparzystej liczby zbioréw po0d Ay, ..., An.

W drugim przypadku przeprowadzamy analogiczne rozumowanie. Zauwazmy
tez, ze z rozwiazanego, ogodlniejszego zadania wynika, ze rdéznica symetryczna jest
taczna.

Czest 1, rozwiazanie wymagajace tacznosci réznicy symetryd2oeywiscie, A —

B C AU B. Stad przez fatwa indukcje otrzymujemy, 2¢ ~ ... - Ay C A1 U

... U An. Z tego wzoru wynika, ze elementy nie nalezace do zadnego ze zbiorow
A1, ..., An nie naleza takze do réznidy ~ ... =~ An.

Przypwstmy, ze element nalezy do parzystej liczby zbiorow sgrdd Ay, . . ., An.
Przestawmy zbiory,, ..., A, tak, aby te zbiory, do ktoérych nalezy znalazly sie na
pierwszych miejscach. Jezeli po takim przestawieniu zbiory znalazly sie w porzadku
A, ..., A, ixnalezy do2 -k tych zbioréw, to z taczngci i przemiennsci réznicy
symetrycznej otrzymujemy, ze

Al = = A=A = Ay = = (Al = Aig) = Ay — - = AL
Zauwazmy, z& nie nalezy do zbiorow
(All = Ai2)9 cre (Aizk,]_ = Aizk)9 Ai2k+1a M Aln

Stad wynika, ze nie nalezy takze do réznicgy ~ ... ~ Ap.

Udowodnilmy wiec, ze elementy nalezace do parzystej liczby zbioréerspo
A1, ..., Ay nie naleza do réznicA; ~ ... = A,. Oznacza to, ze elementy na-
lezace do réznicyA; — ... = A, naleza do nieparzystej liczby zbioréw $péd
A1,..., An.

Udowodnimy jeszcze implikacje odwrotna. Zatozmy wiec, ze elermemalezy
do nieparzystej liczby zbiorow spmd Ay, ..., Ay, w tym do zbioruA;. Element
ten nalezy do parzystej liczby zbioréw §p6d Ao, . .., Ay. Wobec tego nie nalezy
do réznicyA; = ... = An. Tym samym nalezy do réznicy

AL - (Az* .= An)=A1;... = An.
Czet 2. Jssli zbiory A, . .., Ay sa skdiczone, to

AL .= Al = D=2
i=1

ﬂA,—'.

jel

Wezmy skdiczony zbiérX zawierajacy zbioryAy, ..., An. NiechCha oznacza
funkcje okre&slona w zbiorzeX, przyjmujaca wartsci 0 i 1, przyjmujaca warkt 1
doktadnie dla tych argumentow, ktére nalezasliZauwazmy, ze

> Chatx) = Al

xeX
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Bedziemy przeksztatl€gprawa strone dowodzonego wzoru. Mamy wiec

Z( 27> |NA Z< 27> 2. Chna ()

=i 'jel [I|=i xex ¢!
—ZZ( 271 D" Cha ().
xeX i=1 M= ¢

Przyjmijmy, zel (x) = {i < n| x € Aj}. Nietrudno zauwazy, ze warunek
ChﬂAj (X) =1
jel

jest réwnowazny ze stwierdzeniem C | (x). Wobec tego (po rozbiciu sumy na
sktadniki rowne 0 i rowne 1) otrzymujemy, ze dla |l (X)|

Schaa= 3 1= 1= (“(iX)l)'

M= 1€ Ii=i =
Ch A 0=1 1C1(x)
jel

Ponadto, dla > |l (x)| suma ta jest réwna 0. Wy do przerwanych przeksztafte

1e3]

ZZ( 2)'—1ZChmA,<x> > D (=27t Chpa, ()

xeX i=1 |1|=i jel xeX i=1 [ ]=i jel
1e3] 100l
| I
— Z Z( Z)I—1(| (X)l) Z( 2)" 1(2( 2) (| (X)|) 1)
xeX i=1 xeX i=0
= > (2@ -2 —1) =" 27 @ — (-1)' ™,
xeX xeX

Teraz zauwazmy, ze liczi2r1(1 — (=1)™) jest réwna 0 lub 1, i jest rowna 1 wtedy
i tylko wtedy, gdym jest liczba nieparzysta. Stad otrzymujemy, ze

Z 2711 — (=" = |{x € X 1 |1 (X)| jest nieparzystd = |A1 = ... = Anl,
xeX
i to kohczy dowdd. [

Zadanie 809. Dla jakich zbiorowC prawdziwe jest zdanie stwierdzajace, ze dla do-
wolnych zbioréwA i B zachodzi

AxCCBxC= ACB? 1)
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Rozwiazanie. Najpierw sprobujemy dow& implikacje (1). Mamy wiec zbionA,
B i C, zakladamy, ze zbiory te spetniaja zalozeAiex C C B x C. W tej sytuaciji
staramy sie dowkE, ze A C B. Aby dowiest to zawieranie, bierzemy € A i pro-
bujemy wykazg, zex € B. Oczywécie, powinngmy skorzysta z zalozenia. tatwo
zauwazy, ze w tym celu przydataby sie para o pierwszej wspohrzedngjrugiej
nalezacej d&. Aby taka pare utwory, musimy mi€ element zbiorC. Jest to pro-
ste pod warunkiem, z€ jest zbiorem niepustym. Wtedy zbi@ ma przynajmniej
jeden element. Jeden z elementéw zbiBraznaczamy symbolemi tworzymy pare
(X, c). Ta para nalezy do iloczynu karteagkiegoA x C. Na podstawie zalozenia
stwierdzamy, ze nalezy takze do iloczyBux C. Jezeli(x,c) € B x C, to takze
X € B.

Przedstawione rozumowanie pozwala dawienplikacje (1), ale wymaga do-
datkowego zatozenia, ze zbiGrjest niepusty. Nietrudno zauwazyze w przypadku,
gdy C jest zbiorem pustym, to puste sa takze zbidry C i B x C, i w konsekwencji,
poprzednik implikacji (1) jest prawdziwy dla dowolnych zbior@w B. Jezeli przyj-
miemy, zeA jest dowolnym zbiorem niepustym (np. zbiorem liczb naturalnycii, a
jest zbiorem pustym, to nastepnik implikacji (1) bedzie fatlszywy, i to samo bedzie
mozna powiedzie o catej implikacji.

Ostatecznie otrzymujemy, ze implikacjex C C B x C = A C B zachodzi dla
wszystkich zbioréwA i B wtedy i tylko wtedy, gdyC nie jest zbiorem pustym. =

Zadanie 810. Inwolucja nazywamy odwzorowanié : A — A takie, zeff jest
identycznécia naA. Czy inwolucja jest bijekcja naA? Pokaz, ze kazda bijekcje
mozna przedstawijako ztozenie dwoch inwolucji.

Rozwiazanie. Czest 1: kazda inwolucja jest bijekcjdRrzypstmy, zef : A— A

jest inwolucja. Spetnia wiec dla dowolnegoe A réwncst f(f(x)) = x. Taka
funkcja f jest typu ,na™ wart&€ x € A przyjmuje dla argumentd (x). Jest to tez
funkcja réznowartsciowa. Aby sie o tym przekofawezmy dwa argumenty, y

A takie, zef (x) = f(y). Dla takich argumentéw zachodzi tez révéof (f (x) =
f(f(y)). Jezelif jestinwolucja, to stad wynika, 2e=y.

Czesc 2.Ta czgt zadania jest znacznie trudniejsza. Rozwiazujac to zadanie zauwa-
zytem, ze jest wisciwie tylko jedna bijekcja, ktéra trzeba przedstayeko ztozenie
inwolucji. Ta bijekcja jest funkcj& przeksztatcajaca zbior liczb catkowity@hw Z
zdefiniowana wzoren$(n) = n + 1.

Krok 1. Aby przedstawé S jako zlozenie inwolucji, wezmy funkcjé, g : Z — Z
zdefiniowane wzoramf (n) = —n orazg(n) = —(n+1). Funkcje te sa inwolucjami.
Sprawdzenie tego faktu wymaga jedynie elementarnych rachunkéw. Mamy tez

f(g(n) = f(—(n+1)=n+1= S(n).
Tak wiecS = fg.
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Krok 2. Zat6zmy, zem > 0. Symbolemk mod m bedziemy oznaczareszte z dzie-
lenia liczbyk przezm, a wigc najmniejsza nieujemna liczkgaka, zek — x dziel

sie przezm. Korzystajac z przedstawienia z kroku 1 mozna bez trudu przedstawi
w postaci ztozenia inwolucji funkcj&, : {i e N:i <m} - {i e N:i < m}
zdefiniowana wzorem

_ 3 _ | n+1 jezelin<m-1
Sn(n) = S(n) modm = (n+ 1) modm—[ 0 jezelin=m—1.

Wezmy funkcjefm : {i e N|i <m} — {i e N|i < m}taka, ze

_ _ | m—=n jezelin>0
fm(n) = f(n) modm = (—n) modm_[ 0 iezelin = 0

oraz funkcjegm : {i e N|i <m} — {i e N|i < m}taka, ze
Om(n) = g(n) modm = (—(n+ 1)) modm=m—n—1.

Poniewaz dodawanie i dodawanie modnfiomaja wtasnéci przystugujace doda-
waniu w piescieniu, i tylko takie wlasngci byty wykorzystywane w kroku 1, wiec
funkcje fm i gm sa inwolucjami i zachodzi rowrgd Sy = fngm. Osoby, dla kto-
rych przytoczony argument nie jest jasny, moga sprafvbdezp&rednio wymagane
réwnaosci.
Krok 3. Wezmy teraz bijekcjs : A — Aizatdzmy, ze zbidiA jest roztaczna suma
dwdch zbiorowA; i Az przeksztatcanych przez funkgev siebie (zakladamy wiec,
zeA1N Ay =0, A= AL U Ay, s(x) € A; dla dowolnegox € A1 oraz analogiczna
whasnat dla zbioruAy).

Niechs® oznacza obciecie funkcii do zbioruA; (tak wiecs® : Ay — A;
i sW(x) = s(x) dla wszystkichx € A;). Podobnie, niects® oznacza obcigcie
funkciji s do A,. Funkcjesd i s@ sa bijekcjami. Zauwazmy, ze jezelV) i s@ sa
ztozeniami inwoluciji, to ztozeniem inwolucji jest réwniez funkga

JezelisD = fDg® js@ = f@g@ dla inwolucji T, g, 1@ j g, to
s = fgdlainwolucji f,g: A — A zdefiniowanych wzorami

gPD(x) jezelix e A
g@(x) jezelix e A;.

fD(x) jezelix e A

FOx) jezelix e Ay OrRZ90=

f(x) = [
Sprawdzenie podanych wyzej wlagtbpozostawiam zainteresowanym.

Przedstawiona konstrukcje bez trudu mozna uogdha przypadek, w ktorym
zbiér A jest suma trzech zbioréw, lub jest suma dowolnejslamne;j liczby zbioréw.
Mozna tez ja uogdlidi na przypadek dowolnego podziatu zbiofy takze nieskb-
czonego.
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Krok 4. Majac bijekcjes : A — A podziele zbiérA na takie fragmenty, dla ktérych
bedzie mozna tatwo przedstami postaci ztozenia inwoluciji.

Przyjmijmy, ze jezelin jest dodatnia liczba naturalna, 83 oznaczan-krotne
zlozenie funkgjis. Tak wigcs! = s, s? = s§ s"1 = s<'. Uméwmy sig takze, z&°
jest funkcja identyczrisciowa w zbiorzeA. Jezeli natomiagst jest liczba ujemna, to
s" oznaczd—n)-krotne ztozeniés—1)~" funkcji odwrotnej dos. Dowodzi sig, ze dla
dowolnych liczb catkowityctn i m zachodzi wz6s™™ = s"s™ lub nieco inacze;j,
dla dowolnegax € A zachodzi wzos"M(x) = s"(s™(x)).

Zdefiniujemy teraz relacj® w zbiorze A przyjmujac, ze

XRye IneZy=s"(x)

dla dowolnychx, y € A. RelacjaR jest relacja rownowazrszi. Rozbija wiec zbi6A
na klasy abstrakcji, czyli na zbiory postdgi € A | x Ry}. R6zne klasy abstrakcji sa
roztaczne. Jest tez oczywiste, ze jezeti {y € A | xRy}, to takzes(z) e {y € A |

X Ry}. W dalszym ciagu bedziemy przedsta@iankcjes (a wiasciwie jej obciecie)
w postaci ztozenia inwolucji na kazdej klasie abstrakcji rel&cji

Krok 5. Przyputmy, ze procz bijekcjs : X — X mamy bijekcjet : Y — Y
i ¢ Y — Xtakie, zes¢p = ¢t. Jezeli wtedy funkcja jest ztozeniem dwdéch
inwoluciji, to funkcjas tez ma te wlasrét.

Jezelit = fgdlainwolucji f,g:Y — Y, to

(@ (y)) = (5p)(¥) = (@1)(Y) = (BFA(Y) = (™)) (pgp™NBY)).

Poniewaz funkcja jest typu ,na”, z udowodnionej réwrsaci wynika, ze

s=(pf¢ N (pgp ™).
Wystarczy jeszcze zauwazyze ztozenidsf¢—1) i (pgp~1) sa inwolucjami.
Krok 6. W dalszym ciagu bedziemy zajmotvaie klasa abstrakcji ustalonego ele-

mentuag € A, a wiec zbioremAg = {y € A | aoRy}. Zdefiniujmy pomocnicza
funkcjeo : Z — Ag przyjmujac, ze

p(n) = s"(ao).

Funkcji ¢ przeksztatca zbior liczb catkowitych na klagg. Dalej bedziemy bada
funkcje ¢. Sa mozliwe dwa przypadki: albo dla pewnej liczioy> 0 zachodzi réw-
nost ¢ (m) = ap, albo tez dla wszystkicilm > 0 mamy¢(m) # ap. Najpierw
zajmiemy sie drugim przypadkiem.

Krok 7. Jezelig(m) # ag dla wszystkich liczb naturalnych, to funkcja¢ jest
réoznowart&ciowa. Aby sie o tym przekotazaldézmy, ze jest przeciwnie, a wiec, ze
¢(Mm1) = ¢(my) dla pewnychmy i mp > my. Jezelim; < 0, to

ag =5 (p (M) = s (P (M) = s (s™(ap)) = (M2 — my),
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a to nie jest mozliwe w rozwazanym przypadku. Jezeli natomiast 0, to
s™(ag) = ¢(M1) = p(M2) = s™ (¢ (M2 — M)

i z réznowart&ciowdsci s™ otrzymujemy, zeag = ¢(my — my). To tez w rozwaza-
nym przypadku nie moze zachodzi
Zauwazmy jeszcze, ze

(s4)(n) = s(p(M)) = 5(5"(80)) = 8" (@0) = (N + 1) = $(S()) = ($S)(n).

Tak wiecs¢ = ¢S. W kroku 1 jest pokazane, Z&jest ztozeniem inwolucji. Wobec
tego, z wkasnsci podanej w kroku 5 otrzymujemy, sgest ztozeniem inwolucji na
zbiorzeAg.

Krok 8. Jezeli¢p(m) = ag dla pewnej liczby naturalnen > 1, to bierzemy naj-
mniejsza liczbagng o tej wkasnéci. Nastepnie pokazujemy, ze funkgjprzeksztatca
réznowart&ciowo zbior{x € N | x < mg} na klase abstrakcj\g. Fakt ten pozwala
powtdrzye rozumowanie z kroku 7. Tym razem korzystamy z rozkladu na inwolucje
funkcji Sn,, opisanego w kroku 2. L]

Zadanie 811. Przypistmy, zef : X —» Y, AC X orazB C Y. Udowodnij, ze
f(AN f71(B) = f(A)NB
Rozwiazanie. Pokazemy, ze
ye f(AnfiB)yoye f(AANB

dla dowolnegoy. Stad i z zasady ekstensjonalicowynika dowodzona réwrso. Aby

dowiest podana rownowaziso zauwazmy, ze nastepujace formuty sa rownowazne:
1. ye f(An f74(B)),

Ix(x e AN FLYBYA F(X) =),

Ix(xe AAxe fXB)YA f(X) =),

Ix(xe AAF(X) e BA f(X) =),

Ix(xe AA f(X) =yAyeB),

@x(xe AAf(X)=Yy)) Ay e B,

ye f(A)Aye B,

y e f(A)NB.

© N o o~ wDN
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Rozwiazanie (inny sposéb).Najpierw udowodnimy zawierani€(An f ~1(B)) C
f (A) N B. Przypitmy, zey € f(AN f~1(B)). Istnieje wiecx € AN f~1(B) taki,
ze f (x) = y. Ten istniejacy oznaczmy symbolemy. Mamy wigcxg € AN f ~1(B)
oraz f (xo) = y. Oczywkcie, elemernky ma dwie wtasnéci: Xg € Aoraz f (xg) = .
Istnieje wigec takix, zex € Aoraz f (x) = y. Stad wynika, zey € f(A).

Elementxg nalezy takze dof ~1(B). Jezeli skorzystamy z definicji przeciwo-
brazu, to otrzymamy, zg¢ = f (Xg) € B. Rozwazany nalezy wigec dof (A) i do B,
czyliy e f(A) N B. To kohczy dowdd interesujacego nas zawierania.

Udowodnimy jeszcze zawieranie przeciwne, cZyid) N B C f(AN f~1(B)).
W tym celu wezmyy € f(A) N B. Taki y nalezy dof (A), a wiec istniejex € A
takie, zef (x) = y. Jeden z tych elementéw oznaczmy symbolemMamy wiec,
zexp € Aoraz f(xg) = y. Poniewazy € B, wiec takzef (xp) € B. Ta ostatnia
wiasnat implikuje, zexo € f ~1(B). Elementxg jest jednym z takiclx, dla ktérych
x € A x e f~1(B) oraz f (x) = y. Istnieje wigcx takie, zex e AN f~1(B) oraz
f(x) = y. Stad i z definicji pojecia obrazu wynika, 3ee f(AnN f~1(B)) itym
samym zostato wykazane dowodzone zawieranie.

Interesujaca nas réwBbwynika z udowodnionych zawiefid zasady ekstensjo-
nalndsci.

Rozwiazanie (inny dowdd jednego z zawier®. Skorzystamy teraz z dwoch wia-
sndci pojecia obrazu: monotoniczem

CCc D= f(C)C f(D)

oraz zawierania
f(f~1(B)) C B,

a takze z dwdch znanych wtasw przekroju:

ECCAECD=ECCND

CNnDCcCorazCnDCD.
Z podanych wiasrici wynika, ze
f(AN £74(B)) C f(A),
f(AN f74(B)) C f(f~*(B)) C B,
i — w konsekwencji —

f(An f~1(B)) C f(A)NB.
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Zadanie 812. Udowodnij, ze na to, by relacjR byta:

1. zwrotna, potrzeba i wystarcza, byC R, gdziel jest relacja identyczrizi;
2. symetryczna, potrzeba i wystarcza, Ry! = R;

3. przechodnia, potrzeba i wystarcza, RRRC R;

4. relacja rownowazrizi, potrzeba i wystarcza, byc RAR™' = RARRC R.

Rozwiazanie. Jest to bardzo proste zadanie, tak proste, ze chcialoby sie tapisa
tylko, ze jest oczywiste. Warunki C R i RR C R sa niemal identyczne odpo-
wiednio z warunkami z definicji zwrotrszi i symetrycznéci relacji R. Z tego po-
wodu przedstawiony dowéd moze bedzie zbyt szczegbtowy. Wezmy Xhiéelacje

RC X x X.

Czec 1. Pokazemy, zeR jest relacja zwrotna w zbiorz¥ wtedy i tylko wtedy, gdy
I € R. Dowod rownowazngci sktada sie oczywcie z dowodu dwadch implikacii.

Najpierw zatézmy, z&R jest relacja zwrotna w zbior2¢. Aby dowiest, zel C R,
wezmy dowolny elemenp € | . Oczywicie, p jest para uporzadkowana (poniewaz
jest relacja), obie wspohrzedenaleza doX (gdyz | jest relacja w zbiorzeX) i sa
sobie réwne (dlatego, Zejest relacja identyczrizi). Tak wiecp = (x, x) dla pew-
negox € X. PoniewazR jest zwrotna, wie@ = (x, x) € R. W ten sposéb dowdd
zawieranial C R zostat zakaczony.

Aby dowiest zwrotn&t relacji R, wystarczy dla dowolnego elementue X
pokaz&, ze parax, x) nalezy doR. Oczywkcie, (X, X) € | na podstawie definicji
relacji identycznéciowej. Stad i z zawierania C R otrzymujemy, zgx, x) € R.

Czet 2. Teraz pokazemy, ze relacR jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy
R~1 = R. Podobnie jak w cZ&i 1 udowodnimy dwie implikacje.

Jezeli relacjeR jest symetryczna, to dowolna papa, y) z relacji R (a wisciwie
dowolny element relacjr) nalezy takze do relacR~1. Tak jest, poniewaz z warunku
(x,y) € Rwynika, ze(y, x) € R, a to z kolei oznacza, z&,y) € R™1. Przed-
stawione rozumowanigwiadczy o tym, ze symetryczna reladfaspetnia warunek
R € R~1. Podobnie dowodzimy zawieranie odwrotne: jezrliy) € R™1, to korzy-
stajac z definicji relacji odwrotnej otrzymujemy, 28 x) € R, a jezeli skorzystamy
jeszcze z symetryczBoi R, to otrzymamy, zeéx, y) € R. Dla relacji symetrycznej
prawdziwe sa wigc dwa zawierani®:C R~1i R~ C R. Wobec tego, prawdziwa
jesttez rownéc R = R~1.

W druga strone, relacja spetniajaca waruiek= R~1 speinia takze zawieranie
R C RL. To zawieranie oznacza, ZR jest relacja symetryczna. Jezeli bowiem
(X,y) € R, to na podstawie tego zawierania mamy,(gex) € R~1. Jezeli teraz
skorzystamy z definicji relacji odwrotnej, to otrzymamy,(¥ex) € R.



132 13. Zadania egzaminacyjne z rozwigzaniami

Czet 3. Pokazemy jeszcze, ze przechodiicelacji R jest rownowazna zawieraniu
RRC R

Zatdzmy, zeR jest relacja przechodnigx, y) € RR Z definicji ztozenia relaciji
wynika, ze istniejez taki, ze(x,z) € Ri (z,y) € R. Jeden z takiclz oznaczmy
symbolemzy. Elementzy ma wigec dwie whasngci: (x, zp) € Roraz(zy, y) € R.
Z przechodniéci relacjiR otrzymujemy, zéx, y) € R. Kohczy to dowdd zawierania
RRC R.

JezeliRR C R, to relacjaR jest przechodnia. Aby sie o tym przekanaezmy
X, y i z takie, ze(x,y) € Ri (y,z) € R. Z definicji ztozenia relacji wynika, ze
(X, Z) € RR Zatozone zawieranie implikuje wigec, ze, z) € R, i to kohczy dowdd
przechodniéci relacjiR.

Czest 4. Z czgsei 1, 21 3 wynika réwnowazrsg z czgsci 4. Aby sie o tym przekorta
wystarczy zauwady, ze jezeli zdanig; sa rownowazne zdaniom dlai = 1, 2, 3,
to koniunkcjap1 A g2 A @3 jest rownowazna koniunkcijiis A w2 A 3. L]

Zadanie 813. Niech f bedzie bijekcja przeksztalcajaca zbidrw A. Zdefiniujmy
relacjeR C A? przyjmujac, ze

xRy & f(x)=y.
SymbolemR,, oznaczamy przechodnie domknigcie rel&jczyli relacjel Joo; R",
gdzieR! = RorazR™! = R"R. Czy
1. Ry jest relacja rownowazrszi?
2. Ry jest relacja rownowazrsei, jesli A jest zbiorem skbczonym?

Rozwiazanie. Cz&t 1.Najpierw zauwazmy, ze jezeli funkcjebedziemy traktowa
jak relacje, to waruneK (x) = y bedzie réwnowazny zx, y) € f. Tak wigc

(x,y) eR&XxRys f() =y & (xy) € f,

czyli relacjaR jest tozsama z funkcjé. Wobec tego, relacj&" jest niczym innym,
jak n-krotnym ztozeniem funkcjif .

Na og6t przechodnie domknigecie relaBjizdefiniowanej w zadaniu nie jest rela-
cja rownowaznéci. Tak jest np. dla zbioru liczb catkowityéhi funkcji f : Z — Z
zdefiniowanej wzorenf (k) = k+ 1. Funkcjaf jest oczywscie bijekcja. Dla dowol-
negon < N relacjaR" spetnia dla wszystkick, y € Z rownowazn&t

xRy & y=x+n.

Jezeli przedstawione argumenty nie implikuja tej rownowaznw sposéb oczywi-
sty, to proponuje sprawdzenie jej przez indukcje ze wzgledu na
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Dla tej funkcji f relacja Ry, nie jest zwrotna, a nawet jest antyzwrotna. Dla
wszystkichx e Z, zatozeniex R,x mozna sprowadzido sprzeczr&ci w naste-
pujacy sposob: warunekR.x 0znacza, z&x, X) € (Jo—; R". Tak wigc dla pewnej
liczby m > 0 mamy(x, x) € R™, czyli x R"x. Z podanej charakteryzacji reladfi™
wynika, zex = x + m. Jest to mozliwe tylko, gdyn = 0. Przeczy to jednak warun-
kowi m > 0.

JezeliRy nie jest zwrotna, to nie jest relacja ro(wnowagoio Mozna tez dowiE
w podobny sposéb, zZB,, nie jest tez symetryczna.

CzeSt 2.Zatozenie o skbczondci zbioru A implikuje, ze Ry jest relacja row-
nowazngci. Dla dowolnegox € A, rozwazamy funkcjel : N — A taka, ze
I(n) = f"(x) dla wszystkichn € N (I (n) to wartdt n-krotnego ztozenia funk-
cji f dla argument, fO(x) = x). Gdyby funkcjaf byla ré6znowartéciowa, to
zbiér A bytby nieskdiczony. Dla skaczonego zbioruA funkcja f nie jest réznowar-
toSciowa. Tak wiec mozemy znaledwie liczby naturalng i q, takie, zep < q oraz
fP(x) = I (p) = 1 (q) = f9(x). Sktadanie funkcji jest operacja taczna i zachowuije
ré6znowart&ciowdt. Wobec tego,fP(x) = fd(x) = fP(f9~P(x)). R6znowarto-
sciowdsci funkcji f P implikuje takze réwnéc f P~9(x) = x. Udowodnilsmy wiec,
ze jezeliA jest zbiorem skibczonym, to dla dowolnego € Aistnieje liczba dodatnia
r taka, ze

f'(x) = x. (1)

Udowodniona wtasn& oznacza, ze relacfa,, jest zwrotna. Aby sie o tym prze-
konet, bierzemyx € Ailiczber > 0 spetniajaca (1). Z rowrkei (1) wynika, ze
(X,x) e f' = R". ZawieranieR" C R, implikuje zg, ze(x, X) € Ry.

Rownae (1) implikuje takze, ze jezeli iterujemy obliczanie watofunkcji f
zaczynajac od argumenky to otrzymujemy w kétko te same wakoi

f(x), £2(X), ..., fT ) =x, f(x), f2(x),..., f'x) =x, f(x),...

Spostrzezenie to pozwala dostesymetrycznét relacji R.. Najpierw jednak za-
uwazmy, ze réowngt (1) zachodzi takze dla wszystkich wielokroseor . Swiadcza
0 tym nastepujace obliczenia bedace fragmentem dowodu indukcyjnego:

f(k-l-l)l‘ (X) — fkr(fr(x)) — fkr(x) = X.

Teraz mozemy przystapido dowodu, ze relacjR., jest symetryczna. Przypu-
s&my, ze(X,y) € Ry. Na podstawie definicjR,, stwierdzamy, zgx,y) € R"
dla pewnej dodatniej liczby naturalnej Poniewaz relacj®" jest réwnaf", wiec
f'(x) = y. Wezmy liczbe naturaln& taka, zen < kr. Dla tej liczby k mamy
kr —n > Ooraz

() = NN ) = £ = x.
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Udowodniona réwngt oznacza, ze
(y,x) e f" = RN c R,

Przechodnigt relacji R, wynika z zadania 521.

Z przedstawionych rozumowviatrzymujemy, ze jezeli zbidA jest skdiczony, to
relacjaR,, jest zwrotna i symetryczna. Wiemy tez, ze jest przechodnia. Tak wiec dla
zbioru skaiczonegaA, relacjaR., jest rownowazngcia. [

Zadanie 814. Przypstmy, zeV jest skdiczonym zbiorem zmiennych zdaniowych,
R C V2 jest przechodnia relacja w zbiordé, a po, go € V sa dwiema réznymi
zmiennymi zdaniowymi. Nieckb bedzie formuta zdaniowa

pA=dA [\ (p=a0).
(p.g)eR

Pokaz, ze formuta jest sprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdpo, qo) € R.

Rozwiazanie. Najpierw udowodnimy, ze jezefipo, Jo) € R, to formuta® jest spel-
nialna. Zrobimy to definiujac waréziowanie spetniajac®.

Zauwazmy, ze chcemy zdefiniovavartdsciowanie, przy ktérym bedzie praw-

dziwa formutapp, beda prawdziwe wszystkie implikacje= g takie, ze(p, q) € R,
i — w konsekwencji — beda prawdziwe wszystkie zmiemn&akie, ze(pg, q) €
R, oraz mozliwie duzo zmiennych bedzie falszywych, gdgyzpowinna by fal-
szywa. Wezmy wiec warziowaniew, przy ktérym prawdziwa jest zmienng oraz
wszystkie zmienng takie, ze(po, q) € R, a pozostate zmienne sa falszywe.

Pokazemy, ze przy wardciowaniuw koniunkcja® jest prawdziwa. W tym celu
wystarczy pokazg ze wszystkie jej cztony sa prawdziwe.

Oczywiscie, pierwszy cztonfp) jest prawdziwy przy warteciowaniuw. Ponie-
wazdo # poi (Po, do) € R, wiec zmiennay jest fatszywa przy war&ciowaniuw,
a drugi czton formuty® (negacjajyo) jest prawdziwy.

Pozostale cziony koniunkcfb sa postacip = ¢ dla zmiennychp i g takich,
ze(p,q) € R. Wezmy wiecp i g takie, ze(p, q) € R. Jezeli zmienng jest fal-
szywa przy wartéciowaniuw, to implikacjap = q jest przy tym wartéciowaniu
prawdziwa.

Przyputmy wiec, ze zmienng jest prawdziwa przy war&ciowaniuw. Wtedy
sa mozliwe dwa przypadki: albp = po, albo(po, p) € R. W kazdym przypadku
(w drugim z przechodnf&ci R) mamy, ze(po,q) € R. Tak wiec zmienna oraz
implikacja p = q sa prawdziwe przy warfziowaniuw. W ten sposéb dowiedimy
spetnialn&ci formuty @.

Udowodnimy jeszcze metoda nie wprost, ze jegpdi, go) € R, to formutad jest
sprzeczna. Zat6zmy wiec, ze koniunkdejest prawdziwa przy pewnym wagoio-
waniu. Przy tym wartsciowaniu sa prawdziwe wszystkie czlo@y a wiec m.in. for-
muly po, —Qp Oraz — na mocy zatozeniépp, o) € R — implikacja pp = qp.
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Oczywiscie, nie jest to mozliwe, gdyz implikacjgy = qo jest fatszywa przy kaz-
dym wartéciowaniu, przy ktérym formuhpg i —qp sa prawdziwe. ]

Zadanie 815. Na zbiorzeX okreslone sa takie relacje rownowa&mQ i R, ze

1. kazda klasa rownowazgoi relacjiQ maq elementéw,
2. kazda klasa relacjk mar elementéw oraz

3. istnieje klasa rownowazisai relacji Q, ktéra ma doktadnie jeden element
wspolny z kazda klasa rownowaBuw relacjiR.

lle elementoéw ma zbi6oK?

Rozwiazanie. Przyjmijmy, ze A oznacza te klase réwnowazui relacjiQ, o ktorej
jest mowa w punkcie 3), K& — zbioér klas rownowazr&ri relacjiR.

Wszystkie przedstawione rozwiazania korzystaja z faktu, ze zioryA maja
tyle samo elementow. Jezeli to wiemy, to na podstawie warunku 1) stwierdzamy,
ze K maq elementéw. Relacja rownowazsm R wyznacza wigc podziat zbiorX
naq roztacznych klas rownowazgoi, ktére maja po elementéw. Stad otrzymujemy,
ze X maq - r elementéw. Dalej pokaze, jak dowodzee|A| = |K|.

Sposob 1Niech f : K — A bedzie funkcja, ktora dla klasy € K przyjmuje
wartcst f(Y) € Y N A. Punkt 3) ze sformutowania zadania gwarantuje popr&wno
tej definicji.

Pokazemy, ze funkcjd jest bijekcja. Jezelif (Y) = f(Z) dla pewnych klas
klasY,Z e K, to f(Y) e (YN A N(ZNA CYnZ Wtym przypadku klasy
Y i Z nie sa rozlaczne, a to jest mozliwe tylko wtedy, gdy= Z. Wobec tegof jest
réznowart&ciowa.

Wezmy teraa € A. Oczywicie, klasa réwnowazisei[a] g nalezy doK. Gdyby
f([a]lr) # a, to zhiér[a]r N A miatby przynajmniej dwa elementy:([a]r) oraza,

a to przeczy warunkowi 3). Tak wiec funkcfajest typu ,na”.

Sposob 2.Tym razem definiujemy funkcjg : A — K, ktéra elementowa € A
przyporzadkowuje klag@] r (przyjmujemy, zeg(a) = [a]r). Podobnie jak w pierw-
szym rozwiazaniu, funkcjg jest bijekcja.

Jezelija]r = [b]r dlaa,b € A, to do klasy[a]r nalezy zaréwna, jak i b.
Z wyboru A mamy jednak, ze do dowolnej klasy rownowa&oianoze nalezetylko
jeden element zbiori, wieca = b.

JezeliY jest dowolna klasa réwnowazsa relacji R, to z warunku 3) (a raczej
z wyboru A) znajdujemy w niej pewien elemente A. Wobec tego, klasy réwno-
wazndaci [a]r i Y nie sa roztaczne. Takie klasy muszathywne. OtrzymaBmy
wiec, zeg(a) = [a]lr =Y.
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Sposbéb 3.Zauwazmy, ze

A=AmX=AmUY= UAmY
YeK YeK

(druga réwn&t wynika stad, ze suma klas réwnowa&objest réwna dziedzinie re-
lacji rownowazn@ci). Zbiory ANYy i ANY- dla réznych klas rownowazoi Yy i Yz
sa roztaczne, poniewaz klasy te sa roztaczne. Wobec tego

Al=1J AnYI= D 1ANY| =D 1=K|.

YeK YeK YeK

|
Zadanie 816. Niech A, B beda dowolnymi zbiorami. Kiedy réwnanie
AUX =B

1. ma doktadnie jedno rozwiazanie,
2. ma nieské@czenie wiele rozwiaza
3. nie ma rozwiaza?

Rozwiazanie. Jezeli rbwnanieA U X = B ma rozwiazanie, to jest taki zbié2, ze
AU C = B. Wtedy oczywscie zbi6rA jest podzbiorenB. Takze na odwrét, jezeli
A C B, to zbiér X = B\ A spetnia rownanieA U X = B.

Udowodnilsmy wiec, ze rownanidd U X = B ma rozwiazanie wtedy i tylko
wtedy, gdyA C B. Tym samym odpowiedziémy na pytanie 3: rownanidUX = B
nie ma rozwiazania wtedy i tylko wtedy, gdy & B.

Zalézmy, zeA C B. Scharakteryzujemy rozwiazania réwnama) X = B.
WarunekAU C = B implikuje, zeC jest podzbiorenB oraz zawiera roznicg \ A.
Prawdziwa jest takze implikacja odwrotna: jezBl\ A C C C B, to

B=AU(B\A) CAUCC AUB=B,

a wiec C spetnia rownanieA U X = B. Tak wiec zbiorem rozwiazaréwnania
AU X = Bjest
{(X:B\AC X C BJ.

Policzymy jeszcze liczbe elementéw tego zbioru, albo jego moc. W tym celu
definiujmy funkcje f okreslona w zbiorzeP (A) wszystkich podzbioréw zbiord
i przyjmujaca wartéci dane wzorem

f(Y)=YU(B\A).
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tatwo dowodzi sig, ze funkcjd przeksztatcaP?(A) na zbiér rozwiaza réwnania
AU X = B. Co wigcej, jest to funkcja roznowadociowa. Jezeli bowienf (Y;) =
f (Y2) dla pewnychyy, Y2 € P(A), to

Yi=MUB\VA)NA=f(YDNA=F(Y2)NA=M2U(B\A)NA=Y,.

Tak wiec funkcjaf ustala réwnoliczngt zbioruP(A) i zbioru rozwiaza réwnania
AU X = B. Oznacza to, ze rownaniU X = B ma tyle elementdw, co zbidp(A)
(albo zbidr rozwiaza rownaniaA U X = B jest tej samej mocy, co zbid?(A)).
Teraz tatwo odpowiedzéena pytania 1 i 2. Jezel jest niepusty to ma przynaj-
mniej dwa podzbiory: zbiér pusty i samego siebie. Tak wiec rownanie X = B
ma doktadnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gélyest zbiorem pustym.
Zbiory skaczone maja skczenie wiele podzbioréw, a nieskezone — nie-
skahczenie wiele. Wobec tego, rownankeU X = B ma niesk@czenie wiele roz-
wiazah wtedy i tylko wtedy, gdyA jest zbiorem nieskitczonym. [

Zadanie 817. Niecha : N — {0, 1} bedzie ciagiem zerojedynkowym. Symbolem
~, 0znaczamy relacje w zbior®, 1} nieskdiczonych ciagéw zerojedynkowych
zdefiniowana formuta

B~ay < VneN (a(n)p(n) =a(m)yn)).
Czy istnieje taki ciag, dla ktérego:

a) relacja~, ma przeliczalnie i nieskiczenie wiele klas rownowazaci?
b) wszystkie klasy réwnowazigi relacji~, sa przeliczalne i nieskzzone?
c) istnieje przeliczalna i nieskmzona klasa réwnowazgoi relacji~,, ?

Rozwiazanie. Ustalmya i przyjmijmy, ze A = {n € N | a(n) = 1}. Oczywkcie,
~, jest relacja rownowazrsai. Przyjmijmy, zeN, jest zbiorem klas rownowazgoi
tej relacji. Symbolenix], bedziemy oznaczaklasy abstrakciji relacji-,.

Fakt 199. Zbiér N,, i zbiér {0, 1}* sa réwnoliczne.

Dowaod. Dla funkcji& : A — {0, 1} definiujemy funkcje® : N — {0, 1} przyjmujac,
ze

= _ &(n), jezelin e A,
<y = 0, W przeciwnym razie.

Zdefiniujmy jeszcze wzorem
f&) = [l

funkcje f : {0, 1}* — N,. Funkcja ta jest réznowarkciowa i typu ,na”.
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Aby dowiest réznowartéciowdt funkcji f wezmy dwa (rézne) argumentyi &
tej funkcji. Sa to funkcje oki@one w zbiorzeA. Istnieje wigc liczban € A taka, ze
&1(n) # &(n). Funkcjely i & tez przyjmuja rézne warfei dla argumentu:

&1(n) = &1(n) # &(n) = &((n).

Oznacza to, z€; #, &. Stad otrzymujemy, ze klagy1], i [£2], Sa rozne (roznia
sie np. elementerd,).

Wezmy dowolna klase ze zbiol, i jej reprezentanta . Pokazemy, z§y ], jest
wartdscia funkeji f. W tym celu wezmy funkcj@ : A — {0, 1} bedaca obcigciem
y do zbioruA (a wiec spelniajacd(n) = y (n) dla wszystkichn € A) i zauwazmy,
ze takzed(n) = y (n) dla wszystkichn e A. To jednak oznacza, zZe~, y. Wobec
tego, f(9) = [dla =[7]a-

Dowdd (inny sposéb)Wezmy funkcjeg : {0, 1}N — {0, 1}* przyporzadkowujaca
funkcji y e {0, 1} obciecie funkcjiy do zbioruA. Oczywkcie, funkcjag jest typu
,na”. Swiadczy o tym np. réwrkg g(&) = &.

Funkcjag spetnia takze rownowazgp

g(y1) = 9(y2) © 71 ~a y2.

Roéwnowaznéc ta implikuje, ze wzér

G(rle) =9()

jest poprawna definicja funkcfs : N, — {0, 1}” i — co wigcej — funkcja ta jest
réznowart&ciowa. Poniewag jest typu ,na”, wiec takzés jest typu ,na”.

Fakt 200. Klasy réwnowaznéci relacji~, sa rownoliczne ze zbiorefd, 1}™\A.

Dowéd. Wezmy dowolna funkcjgg € {0, 13N i zdefiniujmy funkcje f : [fla —
{0, M\A Funkcjaf elementowiy € [f]. przyporzadkowuje obciecig do zbioru
N\ A. Aby dowiest podany fakt pokazemy, ze funkcfajest bijekcja.

Wezmy wiec rozne funkcjes, y2 € [B].. Poniewaz naleza do jednej klasy row-
nowaznd@ci relacji~,, wiec przyjmuja te same wagoi dla dowolnego argumentu
ze zbioruA. Wobec tego, przyjmuja rézne wasi dla pewnego ¢ A. Ich obcigcia
od zbioruN \ A tez przyjmuja r6zne warfzi dla tego samego argumentu, a wiec sa
rézne. To dowodzi, ze funkcjé jest réznowartsciowa.

Aby dowiest, ze funkcjaf jest typu ,na”, wezmy dowolna funkcjg € {0, 1}N\A
i zdefiniujmyy € {0, 1} takie, ze

) = p(n), jezeline A,
7 ()= &(n), w przeciwnym razie.

Oczywiscie, funkcjey i f sa w relacji~, oraz obcieciee doN\ A jest réwne?. Tak
wiec f(y) =¢.
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Fakt 201. Jezeli zbi6rA C N jest niesk@czony, to zbi6{0, 1}A jest nieprzeliczalny.

Dowdd. Nieskaczony podzbioA zbioru liczb naturalnych jest rownoliczny ze zbio-
rem liczb naturalnyctN. Jezeli zbiorA jest réwnoliczny 2N, to takze zbioryf0, 1}A

i {0, 1} sa réwnoliczne. Ten ostatni zbiér jest nieprzeliczalny na podstawie twier-
dzenia Cantora. Oznacza to, ze takze zb09d}* jest nieprzeliczalny.

Whniosek.Zbioér N, klas rownowaznsci relacji~,, jest albo skaczony, albo nieprze-
liczalny.

Dowdd. Sa mozliwe dwa przypadki: albo zbidvjest skaiczony i wtedy zbi6f0, 1}A
i rownoliczny z nim zbiémM\, sa skaczone, albo zbidA jest nieskéczony i zaréwno
zbiér {0, 1} jak i réwnoliczny z nim zbi6m, sa nieprzeliczalne.

Z powyzszego wniosku wynika negatywna odpowiedz na pytanie a): dla zadnego
a zbiér klas rownowazr&xi relacji~, nie jest przeliczalny i nieskazony.

Whiosek.Klasy abstrakcji relacji, sa albo skbczone, albo nieprzeliczalne.
Dowdd. Ten wniosek dowodzimy doktadnie tak, jak poprzedni.

Z ostatniego wniosku otrzymujemy negatywna odpowiedz na pytanie c): dla zad-
negoa zadna klasa klasa réwnowa&uwdnie jest nieskiaczona przeliczalna.

Negatywna odpowiedz na pytanie c) implikuje takze negatywna odpowiedz na
pytanie b). Odpowiedz na pytanie b) mozna tez fatwo wyprowadzostatniego
whniosku. ]

Zadanie 818.Niech f : R — R. Méwimy, zex € R jest lokalnym maksimum
funkcji f, jezeli istnieje taka dodatnia liczba rzeczywistae dla kazdegy € R

X=r<y<x+rax£y)= fx)> f(y

Udowaodnij, ze dla kazdej funkcjf : R — R zbiér jej lokalnych maksimow jest
przeliczalny.

Rozwiazanie. Nie nalezy ulec pokusie i prébowaidowodnt powyzsze twierdzenie
w nastepujacy, niestuszny sposob:

Dowdd (fatszywy!).Z kazdym z maksimow lokalnyck zwiazujemy przedziat za-
wierajacyx, taki, ze dla kazdej liczby z tego przedzialu z wyjatkieniunkcja f
przyjmuje wart&ci mniejsze nizf (x) (taki przedziat istnieje na mocy definicji).

Z kazdego takiego przedziatu wybieramy liczbe wymierna. Zbud&wsliwiec od-
wzorowanie przeksztatcajace zbiér maksiméw funkcji w zbiér liczb wymiernych,
ktory jest przeliczany.
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Niestety nie zadbdimy o to, by odwzorowanie powyzsze byto r6znowsaciowe!
Jednym z warunkow, ktory by to zagwarantowat, jest wymaganie, by przedzialy ota-
czajace maksima byly roztaczne. Nie zawsze jednak takie przedziaty da sigtwybra
Podam przyktady funkgciji, dla ktérych nie mozna skonstruowadziny parami roz-
tacznych przedziatéw zawierajacych wszystkie maksima lokalne, takiej, ze w kazdym
przedziale jest najwyzej jedno maksimum.

Rozwazmy funkcjef; : R — R zdefiniowana wzorem

(1
f1(X)=[ sm(;), dlax # 0,

2, dlax = 0.

tatwo sprawd4, ze funkcjaf; przyjmuje maksimum lokalne dba= 0i dla wszyst-
kichx = 5 dlak € Z.
Podobnie jest w przypadku funkcfp zdefiniowanej wzorem

fo(x) [ X2 (sin (%) - 2) , dlax #0,

0, dlax =0,

ktéra dodatkowo jest ciagta, a nawet rézniczkowalna.
Wezmy teraz funkcjg : R — R przyjmujaca wartsci

1 jezelix =, gdzieni msa liczbami
n’ wzglednie pierwszymin > 0,

1, jezelix=0,

0, jezelix ¢ Q.

f(x) =

Dla tej funkgji zbior lokalnych maksiméw jest rowny zbiorowi liczb wymiernych.
Zauwazmy od razu wazna whasstdunkcji f: dla dowolnej dodatniej liczbk i dla
dowolnej liczby catkowitep, funkcja f nie przyjmuje wartécil/k dla argumentow

x € (a/k, (a+ 1)/k).

Najpierw pokazemy, z8/7 jest lokalnym maksimunf. Oczywkcie, f (3/7) =
1/7. Zauwazmy, ze w przedzial@/7, 4/7) funkcja f przyjmuje wart&€ 1/7 tylko
dlax = 3/7. Funkcjaf przyjmuje tez wartéci wigksze od 1/7 i sa to wagoi 1, 1/2,
1/3, 1/4, 1/5i 1/6. Alef nie przyjmuje wartéci 1 w przedzial€0, 1), nie przyjmuje
wartdsci 1/2 w przedziald0, 1/2), nie przyjmuje wartéci 1/3 dlax € (1/3,2/3),
wartcsci 1/4 dlax € (1/4, 2/4), wartdsci 1/5 dlax € (2/5, 3/5) oraz wart&ci 1/6
dlax e (2/6,3/6). Zauwazmy, ze do wszystkich wymienionych przedziatéw na-
lezy 3/7. Co wigcej, dla argumentéw nalezacych do przekroju wymienionych prze-
dziatow (z wyjatkiemx = 3/7) funkcja f nie przyjmuje wartéci > 1/7. Przekrojem
tym jest(2/5,1/2). Dla x € (2/5,1/2) z wyjatkiemx = 3/7 funkcja f przyj-
muje wart&ci mniejsze od 1/7. Zmniejszajac ten przedziat mozna spowddaiea
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jegosrodkiem stanie sie punkt 3/7. Tak wiec 3/7 jest jednym z maksiméw lokalnych
funkciji f.

Przedstawione rozumowanie mozna powtéreja kazdej z liczb wymiernych.
Jezelim/n jest nieskracalnym przedstawieniem liczby wymierneji 0, to definiu-
jemy

a m
akzmax{an ’E <F}'

Oczywiscie, 3 < T < %j—l. Jezeli0 < k < n, to takze® < Al gdyz przedsta-
wienie liczby wymiernej w postaci nieskracalnego utamka z dodatnim mianownikiem
jest jednoznaczne i liczba/n nie daje sie przedstawviv postaci / k.

Przyjmijmy, ze

p=maxay,...,ap}orazg =minfay +1,...,ap-1+ 1, an + 2}.

Liczby pi q sa tak dobrane, ze

n-1

(p. @) = () (@ &+ 1) N (@, an + 2).
k=1

Oczywiscie,m/n € (p, q). Ze wspomnianej wtasrgai funkcji f otrzymujemy, ze na
przedziale(p, q) nie przyjmuje ona warfxi > 1/n oraz — z wyjatkiem argumentu
m/n — nie przyjmuje wartsci1/n. Wobec tego, na przedziatach, m/n) i (m/n, q)
funkcja f przyjmuje tylko wartéci < 1/n. Aby wykaza, ze liczbam/n spetnia
warunek z definicji maksimum lokalnego wystarczy zastgpezedziak p, q) mniej-
szym i symetrycznym wzgledem punkiy n.

Mozna konstruow@ jeszcze bardziej skomplikowane funkcje o interesujacych
nas wtasnsciach. Prawdopodobnie mozna dostieze dla dowolnego przeliczalnego
zbioru X C R istnieje funkcjaf : R — R, ktéra ma maksima lokalne doktadnie
w punktach nalezacych ds.

Dowdd (poprawny).Wezmy funkcjef : R — R i zdefiniujmy zbiér
M = {x € R | x jest maksimum lokalnym funkcjf }.

Aby rozwiaz& zadanie wystarczy dowse, ze M jest przeliczalny. Przeliczal&o
zbioru M wykazemy dowodzac, ze istnieje r6znowardimwa funkcja

g:M—-> QxQ.

Od funkcji g bedzie wymaga aby dla argumentm € M jej wartdscia byta para
liczb wymiernychry i ro taka, zer1 < m < rp i dla wszystkichx € R spetniony jest
warunek

r<x<rAx#m= f(x) < f(m).
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Oczywiscie, dla kazdegm € M takie liczbyrq i ro istnieja. Dzigki temu, korzystajac
z przeliczaln&ci produktuQ x Q mozna zdefiniow@afunkcjeg przyjmujac, zeg(m)
jest pierwsza w ustalonej numeracji zbidQux Q para o podanych wiasgoiach.

Teraz wystarczy dow&, ze funkcjag jest réznowartsciowa. Przypstmy, ze
mamy dwa rézne elementys, my € M takie, zeg(mi) = g(my). Jezeligimy) =
(r1,r2), tomy, my € (ry,rp) i z podanej wlasngci g mozemy wywnioskowa dwie
nieréwndci:

f(my) < f(my) oraz f (mg) < f(my).

Z drugiej strony, te nieréwrszi nie moga b§ jednoczénie prawdziwe. Uzyskana
w ten sposoOb sprzeczeodowodzi réznowartsciowdsci funkcjig, a to z kolei impli-
kuje przeliczaln&t zbioruM. [

Zadanie 819. Pokaz, ze zbiory: liczb wymiernych ze zwyktym porzadkiem ifsko
czonych niepustych ciagéw liczb wymiernych z porzadkiem leksykograficznym ge-
nerowanym przez zwykty porzadek na liczbach wymierngaizomorficzne Wsk.:
skorzystaj z wynikéw poprzednich zata

Rozwiazanie. W tym zadaniu nalezy skorzysta twierdzenia, ktére méwi, ze kazde
dwa przeliczalne porzadki liniowe, kt6re sa geste i bezddov, sa izomorficzne (za-
danie 661). Aby skorzystez tego twierdzenia, nalezy pokd@zae:

1. zbiér skarczonych, niepustych ciagow o wyrazach wymiernych jest przeli-
czalny (zadanie 626),

2. porzadek leksykograficzny wyznaczony przez porzadek liniowy jest porzad-
kiem liniowym (zadanie 656),

3. porzadek leksykograficzny w zbiorze $lazonych, niepustych ciagow o wy-
razach wymiernych jest gesty,

4. oraz nie ma w nim elementu najwiekszego, ani najmniejszego.
Aby dowiest gest&t rozwazanego porzadku wezmy dwa B&pone, niepuste

ciagiai b liczb wymiernych odpowiednio o wyrazaeh, ap, ..., anibg, by, ..., by.
Zatézmy, ze cia@ jest mniejszy w sensie porzadku leksykograficznego od diagu

Sa mozliwe dwa przypadki: albm < m oraza; = b; dla wszystkich = 1,...,n,
albo tez dla pewnej liczbik < n, m zachodzi nierownst ax < by i spetnione sa
rowndsciagp = by dlai = 1,...,k — 1. Jezeli zachodzi pierwszy przypadek, to
bierzemy ciag o wyrazachoy, by, . . ., bn, bny1 — 1. W drugim przypadku bierzemy
ciagc o wyrazachby, by, ..., bx—1, (ax + bk)/2. Bez trudu sprawdzamy, ze w obu

przypadkach ciag jest wiekszy w sensie porzadku leksykograficznego od ceéagu
i mniejszy od ciagw.

Jest tez oczywiste, ze jezali jest pierwszym wyrazem ciagy to jednoelemen-
towy ciag, ktérego wyrazem jest liczlaa + 1 jest wigkszy odh, a jednoelementowy
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ciag, ktérego wyrazem jest licztza — 1 jest mniejszy od. Tak wiec w rozwazanym
porzadku leksykograficznym nie ma elementu najwiekszego, ani najmniejszego.

Zadanie 820. Niech ¥ = {+, a} bedzie sygnatura zawierajaca dwuargumentowy
symbol funkcji+ i symbol statep. Dla dowolnej dodatniej liczby naturalnejniech
An=1{0,1,...,n— 1}, ®, oznacza dodawanie modufp zes a, = 0. Rozwazmy
algebry A, = (An, ®n, an). Udowodnij, ze jezelk = | - m, to istnieje homo-
morfizm h algebry Ax na algebrgA, (surjekcja) taki, zdh=1({0})| = m. Podaj
przyktad takichk, I i m, dla ktérych istnieja co najmniej dwa takie homomorfi-
zmy. lle jest takich homomorfizméw, §& zamiast sygnatury. bedziemy rozwa-
zaC sygnatureX’ = {+, a, b} zawierajaca dwa symbole statyahi b oraz algebry
Al = (An, ®n, an, bn), gdzieb, = 1?

Rozwiazanie. Reszte z dzielenik przezl bede oznacfatakze symbolerk modl.
Zauwazmy, ze kazdy elemeAt jest suma pewnej liczby jedynek (daje sie przedsta-
wi€ w postacil & ... ®k 1). Wobec tego 1 generujdy. Homomorfizm wystarczy
zdefiniow& na zbiorze generatorow. Przyjmijmy wigec, ze Ay — A jest homo-
morfizmem ih(1) = a. Wtedy

h(in) =h(1®k...®k1D) =hQ) & ... h(1) = (a-n) modl.

nrazy nrazy

Fakt 202. Jezelil dzielik, to funkcjah, : Ax — Ay zdefiniowana wzorem
ha(X) = (a- x) modl
jest homomorfizmem algebfy i A .

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze definicja funkdji zalezy odk i I, mimo ze wpro-
wadzone oznaczenie na to nie wskazuje. Ocgyigih,;(0) = 0. Wystarczy wiec do-
wiest, ze dla wszystkiclx, y € Ax zachodzi rowng&t ha (X @k y) = ha(x) &) ha(y).
Zauwazmy, ze

a-x=p-l+ha(x) oraza-y=q-1+ ha(y)
dla pewnych liczb naturalnychi g. Z tych samych powodéw zachodzi révato
X+y=r-kK+X&kYy).
taczac podane réwisci otrzymujemy
a-r-k+a-(xexy) =a-(x+y)=(p+09 -l +ha(x)+ha(y).
Poniewad dzieli k, wiec

ha(x @k y) = a- (x @k y) modl = (ha(X) + ha(y)) modl = ha(x) & ha(y).
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Czet 1. Korzystajac z podanego faktu mozna tatwo rozwiggrwsza cz& zada-
nia. Wystarczy zauwazy ze jezelk =1 - m, toh; : Ax — A jest homomorfizmem
takim, zeh1(x) = xdlax = 0,...,| — 1, a wiec jest homomorfizmem algeh#
na algebre4,. Mamy takze

h'0) = {x<l-m|xmodl =0} = {x <|-m|ldzielix} =
{i-1]i<m} =g(ili<m

dla funkcjig : N — N takiej, zeg(i) =i - |. Funkcjag jest oczywscie r6znowar-
toSciowa. Wobec tego zbidTIl(O) jest réwnoliczny ze zbiorerfi | i < m}, ktory
oczywiscie mam elementéw, i tez man elementow.

Czee 1. Aby rozwiaz& druga cz&t zadania wystarczy dodatkowo zauwazye
jezeli wezmiemyk = | = 3, to odpowiednia funkcjd, przeksztatcaAs na Az

(h2(1) = 21i hp(2) = 1) i — wobec tego — jest homomorfizmem algehdg na
algebreAs. Funkcjehy i hy sa w tym przypadku rézne, poniewdz= hi(1) #

h2(1) = 2. Podobnie jest w przypadku funkdjp : Ag — Ag (jest to inna funkcja
niz poprzednia, mimo ze jest tak samo oznaczana!). Mozna dowze dla dowolnej
wielokrotndscik liczby I, funkcjah, przeksztatcady na Ay wtedy i tylko wtedy, gdy
a jest wzglednie pierwszelz

Czesc IlI. Z definicji homomorfizmu wynika, ze homomorfizmy algebdy w al-
gebre.A] sa to doktadnie homomorfizmy algebdy w algebreA, przeksztalcajace
1 na 1. Aby wiec odpowiedztena ostatnie pytanie wystarczy ustalile jest ho-
momorfizmow przeksztatcajacych algebda na algebreA, i przeprowadzajacych
1 na 1. Pokazemy, ze jezélidzieli k, to jest doktadnie jeden taki homomorfizm.
Oczywiscie, jest taki homomorfizm (jest nitm). Przyp&tmy, zeh tez jest takim
homomorfizmem. Wtedy

h(n) =hA@®k... k) =hQ) @ ...H h(1) =h1(D) @ ... P h1(1) = hy(n)

nrazy n razy nrazy

dla wszystkichn € Ax. Wobec tego, homomorfizmly i h; sa identyczne. Bardziej
elegancki dowod tego faktu powinienbindukcyjny. [

Zadanie 821. Niech Ag, A1, Ay, ... bedzie ciagiem zbioréw takim, ze

Anp1 = (iL:JOAi) X(iL:JOAi)

dla wszystkicm € N. Przyjmijmy, ze

Pokaz, zeB x B C B.
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Rozwiazanie. Aby dowiest zawieranieB x B C B wystarczy z zatozeniX € Bx B
wywnioskow&, ze X € B. Zalé6zmy wiec, zeX € B x B. Elementami iloczynu
kartezjanskiegoB x B sa pary uporzadkowane o wspétrzednych nalezacycB.do
Przyputmy, zeX jest para uporzadkowana, b) o wspétrzednycta, b € B, czyli

X = (a, b). Zbiér B jest suma mnogstiowa wyrazéw ciago, A1, Az, ... Wobec
tego, elementy i b naleza do pewnych sktadnikow tej sumy. Przyjmijmyaze Ap
orazb e Aq dla pewnych liczbp, q € N. Stad oczywscie wynika, ze

max{ p,q}
a,be U A
i=0

tatwo zauwazg, ze

max{ p,q} max{p,q}
X=@bel [J A]lx| U A|=Anxpa+t
i=0

i=0
Zbior Amax(p,q)+1 jest jednym ze sktadnikéw sumy rownBj Poniewaz

X € Amaxp.a)+1-
wiec takzeX € B.

Zadanie 822. Rozwazmy formuly zdaniowe, w ktdrych wystepuja jedynie spoj-
niki rownowaznéci i negacji. Niechp~ oznacza formutg, ktéra otrzymujemy usu-
wajac z¢ wszystkie znaki negacji. Udowodnij, ze

1. jezeli symbol negacji wystepuje W parzysta liczbe razy, t¢ < ¢~ jest

tautologia,
2. jezeli symbol negacji wystepuje g nieparzysta liczbe razy, tp < —¢~ jest
tautologia.
Zauwaz, ze operacja ma nastepujace wlassa: (—¢)~ = ¢~ oraz(¢ © y)~ =
P oy,

Przypomnijmy, ze formuly zdaniowg i w sa rownowazne wtedy i tylko wtedy,
gdy formuta¢ < v jest tautologia. Napi® = w oznacza, ze formuby i v sa
réwnowazne. Bedziemy korzysta nastepujacych znanych i fatwych do wykazania
wlasndci:

1. formuly =—¢ i ¢ sa rbwnowazne,
2. kazde dwie z formut—¢) < v, ~(¢ © vw) i ¢ & (—y) sarownowazne,
3. formuly (—¢) © (—y) i ¢ & w sardéwnowazne.
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Niech F oznacza zbior wszystkich formut zdaniowych, w ktérych nie wystepuja
spojniki rézne od negacji i rownowazsd. Przyjmijmy tez, ze symbaF, oznacza
zbiér tych formut nalezacych d&, w ktérych wystepuje najwyzej spojnikow.

Rozwiazanie (najbardziej naturalne). Pokazemy przez indukcje ze wzgleduma
ze dla kazdej liczby naturalneji dla kazdej formultyp € F, zachodza nastepujace
implikacje:

1. jezeli w formule¢ negacja wystepuje na parzystej liczbie miejsc, to formuta
¢ < ¢~ jest tautologia,

2. jezeliw formuleg negacja wystepuje na nieparzystej liczbie miejsc, to formuta
¢ & —¢~ jest tautologia.

Z tego pozornie bardziej ogélnego faktu bez trudu mozna wywnioskdezg roz-
wiazywanego zadania.

Pierwsza cz& dowodu indukcyjnegdezelin = 0, to F, = Fp jest zbiorem
zmiennych zdaniowych. Wobec tego, dla formguk Fy zachodzi rowngt ¢ = ¢~
Pierwsza z dowodzonych implikacji jest konsekwencja tego, ze formuly pgstesi
p sa tautologiami. Druga zachodzi, poniewaz jej poprzednik jest falszywy.

Druga czest dowodu indukcyjnegtaktadamy, ze formuly ze zbior#, maja
obie podane wtasr&ei i bierzemy formutg) € Fn+1. Mozemy dodatkowo zatozy
ze¢ ¢ Fn (dlaformut zF, teza zachodzi na mocy zatozenia indukcyjnego). Oczywi-
§cie, wszystkie formuty ze zbioth sa negacjami, rownowazgciami lub zmiennymi
i formuta ¢ nie jest zmienna (w przeciwnym razie nalezataby/oC F).

Przypadek 1:formuta ¢ jest negacja. Przyjmijmy, z¢ = —w. W tym przypadku,
¢~ = y~. Oczywkcie, formutay € F, i dla formuly w mozemy skorzystaz za-
tozenia indukcyjnego. W zalezaoi od liczby wystapig negacji w formuley, tauto-
logia jest albo formutay < w~ (gdy negacja wystepuje @ parzysta liczbe razy),
albo formutay < —y~ (w przeciwnym przypadku).

Jezeli w formulep negacja wystepuje na parzystej liczbie pozycji, to w formule
w wystepuje na nieparzystej i tautologia jest formwa= (—y ). Tautologia jest
takze formuta(—y) © y~, ktéra jest rowna formule < ¢—.

Jezeli w formulep negacja wystepuje w nieparzystej liczbie miejsc, to w formule
w wystepuje w parzystej i formutg < w~ jest tautologia. Wtedy takze tautologia
jest formuta(—y) < (—w ™) identyczna z formutd < (—¢ ™).

Przypadek 2:formuta ¢ jest rbwnowaznscia. Przyjmijmy, zep = y1 < o dla
pewnych formutyy, y2 € Fn. Tym razem zachodzi wz@h~ = y; < v, . Dalej
powinnisSmy rozwaza cztery przypadki.

Przypadek 2.1:negacja wystepuje w nieparzysta, a wy1 parzysta liczbe razy.
W tym przypadku negacja wystepujepwy nieparzysta liczbe razy. Dla formyd i y2
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mozemy skorzystaz zatozenia indukcyjnego. Wobec tego, formydyi v, sa row-
nowazne, a takze rownowazneggai —y, . Wobec tego formutg = y1 < y2 jest
rownowazna zy, < —y, . Korzystajac z wlasrixi 2), Formutap jest rownowazna
Z-(yy S yy)=—¢".
Przypadek 2.2:negacja wystepuje w i w1 nieparzysta liczbe razy. W tym i ko-
lejnych przypadkach przeprowadzamy rozumowanie podobne do wyzej przedstawio-
nego.

gAby zakahczyt rozwiazanie, powinsimy jeszcze rozwakynastepujace przy-
padki:

Przypadek 2.3:negacja wystepuje v parzysta, a wy1 nieparzysta liczbe razy.
Przypadek 2.4:negacja wystepuje W i w1 parzysta liczbe razy.

Rozwiazanie (sugerowane przez jedna z prac egzaminacyjnych). Przypustmy,
ze mamy dana formulg € F i wartosciowanieh (zmiennych wystepujacych w tej
formule). Symboleng[h] oznaczamy warft logiczna formutyp przy wart&ciowa-
niu h. Dla danego warfeciowania, indeksetip (¢) formuty ¢ nazywamy sume liczby
negacji wystepujacych w i liczby wystapié w ¢ zmiennych fatszywych przy war-
tosciowaniuh. Na przykiad, jezelh(p) = 1, h(q) = Ooraz¢ = (Q © p) ©
—(q & (=g & p)), 0in($) = 5.

Lemat 203.Przypstmy, ze mamy formutg € F i wartosciowanieh zmiennych tej
formuty. Formutag jest spetniona przy warsziowaniuh wtedy i tylko wtedy, gdy

in(¢) jest liczba parzysta.
Dowdd. Dowdd tego lematu pozostawiamy jakwiczenie.

Whniosek.Formutag € F jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy wystepuje w niej
parzysta liczba negaciji i kazda zmienna zdaniowa wystepuje parzysta liczbe razy.

Dowdd. Wezmy formute¢ € F i najpierw zatdozmy, ze jest tautologia. Formuta
¢ jest wiec spetniona dla kazdego watmwania. Niech wartosciowaniem, ktére
wszystkim zmiennym z formufy przyporzadkowuije 1 (prawde). Dla tego wéatm-
wania indeksp (¢) jest liczba negacji wystepujacychdv Na podstawie powyzszego
lematu indeks ten jest liczba parzysta.

Aby pokaz&, ze zmienng wystepuje we¢ parzysta liczbe razy wezmy warto-
Sciowaniehp, ktore zmiennep przyporzadkowuje O (fatsz), a pozostatym zmiennym
— 1 (prawde). Dla tego warkziowania indek#, , (¢) jest liczba parzysta i jest rowny
sumie liczb wystapie w ¢ negacji i wystapi@ zmiennejp. Odejmujac od indeksu
liczbe wystapi@ negacji otrzymujemy liczbe wystaiemiennejp. Liczba ta, jako
réznica dwdch liczb parzystych jest parzysta.

Aby dowiest implikacje przeciwna do udowodnionej, wystarczy zauviaze
jezeli w formule¢ negacja i kazda zmienna wystepuje parzysta liczbe razy, to dla
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dowolnego wartséciowania indeks tej formuty jest liczba parzysta. W tej sytuaciji,
z powyzszego lematu wynika, ze formylgest spetniona dla dowolnego wastmo-
wania. ]

Korzystajac z podanego wniosku bez trudu mozemy sprawdzi formuty ta-
kie, jak¢ © ¢~ lub ¢ = —¢~ sa tautologiami.

Rozwiazanie (tez sugerowane)Z lematu podanego w poprzednim rozwiazaniu wy-
nika nastepujacy, oczywisty wniosek:

Whniosek.Przypistmy, ze formutey otrzymujemy wymazujac w formule € F
jeden znak negacji. Wtedy, dla dowolnego wadiewaniah wartcsci logiczneg[h]
i w[h] sardzne. [

Wezmy teraz formulgp € F i wymazujmy w niej kolejno symbole negacji tak
dlugo, az wymazemy wszystkie. Przygdmy, ze w ten sposéb otrzymujemy ciag
formut

¢ =do, 01, ..., ¢n.

Oczywiscie,¢n = ¢~ i n jest liczba znakéw negacji wystepujacychpwZ powyz-
szego wniosku wynika, ze dla dowolnego wéardmwaniah ciag wart&ci logicznych

¢[h] = ¢olh], pa[h]. ..., gn[h] = ¢~ [h]

zawiera na przemian 0 i 1. Stad wynika, ze jerejest liczba parzysta, tg[h] =
¢~[h] dla dowolnego warteciowaniah. Podobnie, jezel jest liczba nieparzysta, to
¢[h] # ¢~[h] dla dowolnego warteciowaniah. Teraz teza zadania jest juz oczywi-
sta.

Rozwiazanie (jeszcze inna wersja)To rozwiazanie tez rozpoczniemy od wykaza-
nia pomocniczego lematu.

Lemat 204.Jezeli w formulep € F wystepuje doktadnie jeden symbol negacji, to
formutagp < —¢~ jest tautologia.

Dowdd. Lemat ten udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na liczbe spdjnikéw wy-
stepujacych wF. Dla formut¢ € Fp jest on oczywisty, gdyz dla takich formut nie
jest spetnione zatozenie lematu.

Przypwstmy, ze lemat zachodzi dla formut ze zbiafy | wezmy formutegp e
Fn+1- Sa mozliwe dwa przypadki.

Przypadek 1:formuta ¢ jest negacja. Jezelh = —y, to ¢~ = w~ i dodatkowo
— na podstawie zatozenia — w formuje nie wystepuje negacja, a wigc™ = y.
Nietrudno zauwazy, ze w tym przypadku w formul¢ < —¢~ po obu stronach
réwnowazéci znajduje sie to samo.
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Przypadek 2:formuta ¢ jest rownowaznscia. Jezelip = w1 < w2 i hegacja wy-
stepuje wp w doktadnie jednym miejscu, to wystepuje w doktadnie jednym miejscu
dokiadnie jednej z formuly; lub w». Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze negacja
wystepuje wWyy.

Z zatozenia indukcyjnego wynika, ze formubys i —y; sa rbwnowazne. Jest
oczywiste, zey, = y2. Na podstawie wiasrszi 2) podanej na poczatku mamy, ze
formuta—¢~, czyli —(y; < v,), jest rownowazna formulé-y, ) < w,,ata
z kolei — na podstawie zatozenia indukcyjnego — jest rownowaznes v, , czyli
formule ¢. [

Zalézmy, ze w formuleb jest symbol negaciji i ten symbol poprzedza formdite
Przyjmijmy, ze jezeli wymazemy w te negacje wraz z formutd i w to miejsce
wstawimy nowa zmienna zdanioweg to otrzymamy formutgy. Nietrudno zauwa-
zyt, ze jezeli teraz w formuley zastapimy zmienng formuta —d to otrzymamy
formute w (—d) identyczna z wygciowa formutap.

W formutachy i 6 wystepuje mniej spéjnikow, niz w. Z zatozenia indukcyj-
nego otrzymujemy, ze zaleznie od przypadku, formuty= —y ~ orazé < —d~ lub
podobne formuty bez negaciji sa tautologiami. Dalej korzystamy z dwéch faktow: za-
stepujac w formutach réwnowaznych (lub w tautologii) pewna zmienna zdaniowa
dowolna formuta otrzymujemy formuty réwnowazne (lub odpowiednio: otrzymu-
jemy tautologie) oraz zastgpujac w dowolnej formule pewien jej fragment formuta
réwnowazna otrzymujemy formute rownowazna. Na przyktad, jezeli w formgule
wystepuije nieparzysta liczba sp6jnikdw negacji oraz spéjniki te podzielity sie tak, ze
podane wyzej formuly sa tautologiami, to nastepujace formuly sa rownowazne:

¢ = w(=0), ~y (—9), ~y (07) = —~¢~.

Sformutowany wyzej lemat przydaje sie innych przypadkach.






Notatki

Zadania zgtoszone na ¢€wiczeniach

W ponizszej tabeli prosze notoaumery zadaprzewidzianych na dane zajecia,
numery zgtoszonych zadaliczbe otrzymanych punktéw. Na nastepnych stronach sa
wydrukowane kupony zgtoszenia za&tore nalezy wycig, wypelnt i przekaza

prowadzacym na zajeciach. Pierwsze zajecia nie sa punktowane.

Zaj. 2

Data:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 3

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 4

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 5

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Suma:
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Zaj. 6

Data:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 7

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 8

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 9

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 10

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Suma:
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Zaj. 11

Data:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 12

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 13

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 14

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Zaj. 15

Data:

Suma:

Zadania:

Punkty:

Suma:




154 Notatki
Zadania domowe
1. | Zadane dnia: na dzien: Punkty:
2. | Zadane dnia: na dzieh: Punkty:
Kartkowki i inne zdarzenia
Dnia: punkty: Dnia: punkty:
Dnia: punkty: Dnia: punkty:
Dnia: punkty: Dnia: punkty:
Dnia: punkty: Dnia: punkty:
Dnia: punkty: Dnia: punkty:
Dnia: punkty: Dnia: punkty:
Dnia: punkty: Dnia: punkty:

Ocena ko hcowa

Liczba punktéw zdobytych w semestrze:

Ocena wyliczona wedtug tablicy C.1:




Logika Imig i nazwisko: Sala nr:
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:
Wypetnia¢ czytelnie i bez skreslefn drukowanymi literami
Logika Imie i nazwisko: Sala nr
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:
Wypetnia¢ czytelnie i bez skreslefn drukowanymi literami
Logika Imie i nazwisko: Sala nr:
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:

Wypetniac czytelnie i bez skresleh drukowanymi literami







Logika Imig i nazwisko: Sala nr:
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:
Wypetnia¢ czytelnie i bez skreslefn drukowanymi literami
Logika Imie i nazwisko: Sala nr
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:
Wypetnia¢ czytelnie i bez skreslefn drukowanymi literami
Logika Imie i nazwisko: Sala nr:
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:

Wypetniac czytelnie i bez skresleh drukowanymi literami







Logika Imig i nazwisko: Sala nr:
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:
Wypetnia¢ czytelnie i bez skreslefn drukowanymi literami
Logika Imie i nazwisko: Sala nr
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:
Wypetnia¢ czytelnie i bez skreslefn drukowanymi literami
Logika Imie i nazwisko: Sala nr:
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:

Wypetniac czytelnie i bez skresleh drukowanymi literami







Logika Imig i nazwisko: Sala nr:
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:
Wypetnia¢ czytelnie i bez skreslefn drukowanymi literami
Logika Imie i nazwisko: Sala nr
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:
Wypetnia¢ czytelnie i bez skreslefn drukowanymi literami
Logika Imie i nazwisko: Sala nr:
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:

Wypetniac czytelnie i bez skresleh drukowanymi literami







Logika Imig i nazwisko: Sala nr:
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:
Wypetnia¢ czytelnie i bez skreslefn drukowanymi literami
Logika Imie i nazwisko: Sala nr
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:
Wypetnia¢ czytelnie i bez skreslefn drukowanymi literami
Logika Imie i nazwisko: Sala nr:
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:

Wypetniac czytelnie i bez skresleh drukowanymi literami







Logika Imig i nazwisko: Sala nr:
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:
Wypetnia¢ czytelnie i bez skreslefn drukowanymi literami
Logika Imie i nazwisko: Sala nr
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:
Wypetnia¢ czytelnie i bez skreslefn drukowanymi literami
Logika Imie i nazwisko: Sala nr:
Zadanie: Data:
Punkty: Suma:

Wypetniac czytelnie i bez skresleh drukowanymi literami







