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Ñ9ÌIÕ�×2ÅWéÄ$ä�ä�â�Ì�àIæ í Ó�Ë�Ì"î"Ñ&ÊBî�Ñ9ÌEÈ�É$Ê9ËBÌ"Í.Î9ÉmÏ�ø�Ó�ä�ß!Ñ&ÌIúªû�Ï¸÷$àlæAÌ&ø�Ó�Ë�Ì"î"Ñ&ÊBî�Ñ9à7Î2÷�Ú.ÛÑIÜÝÈ�ÉüÇ�ÌBÞ`×ãâBÑ2ç�î�Ñ9Ì�ß�Ú.ÛÜBä&Ó�Ì�àBî�ýþÈq×�Ó�Ò2Ç9Õ�Ö&×ªÔùÑGæ²ÉWéxË2Ä
Ñ9Ò&Ó�êI×"ÓBÒ�Ç&Õ$ÖI×$ÒlØ<ÚØ�á�Õ�Ó�áBÇ"ê í Ó�Ë�Ì"î"Ñ&ÊBî�Ñ9ÌEÈ�Ô�Ïqû�Ïq÷
Ú!ìÑIÜÝÈjÄ"á$Í�ä�ê í Ó�ËBÌBî�Ñ9Ê"î"Ñ&Ì$ÚÓBÌ&×2ÅBÓ9æª×"Ó9ÅAÌEìÌ"â�Þ2ÌÓBÌ&×2ÅBÓ9æ�ÜBà�â"Þ9Ì�ìô Ì"â"Þ9Ì²ÛÑIÜÝÈjÄ5â"Ñlÿ$ÞIË2á$êlØAÊ&Ë�Ì�ÍEÈjÉWéóÉ�ï
Ï¸û�Ú.ÛÄBë í Ó�ËBÌBî�Ñ9Ê"î"Ñ&Ì�ÈjÉWéóÉ�ï
Ï¸û]Ï¸÷
Ú!ìÑlÜÝÈ�æ$ä&× Ä�ÚÄBë í Ó�ËBÌBî�Ñ9Ê"î"Ñ&Ì�ÈjÉWéóÉAòEÏ¸û]Ï¸÷
Ú!ìÓBÌ&×2ÅBÓ9æ²Ämìô Ì"â�Þ2Ì²ÛÄBë í Ó�ËBÌBî�Ñ9Ê"î"Ñ&Ì�ÈjÉWéóÉAòEÏ¸û]Ï¸÷
Ú!ìÑlÜÝÈ�æ$ä&× Ä�ÚÄBë í Ó�ËBÌBî�Ñ9Ê"î"Ñ&Ì�ÈjÉWéóÉ�ï
Ï¸û]Ï¸÷
Ú!ìÓBÌ&×2ÅBÓ9æ²Ämìôôô

Û�%



L(x, ωi) � e$^`knbd\ VÓ�]�û��½DÇD����¥���¾­��¥Ú�¦�b�Á�9X � kd a ks ¨b¼Ö�g�����¦ÇD¡µ���.����¢D�D� �×��¥§�Dªh�®�D�£���°��¥�g�¦���©¡µ¾���¥Ú�`�£¥ Ù � � «n�Ú�¿Æ`�¦Ç�«n�DÈµ¡YÆ`�¦�]�±��ªüVÁ��¢D�D�®�H¡h���DÈh¡ ÀH¢�¥��D�§¡h���DÈµ¡Y¥���¥§�D��¥§�D¨©Æ�¥§�DÈh¡�XbÀ \��¡.¡°«n�§�DÈ��Õ¡h¾�Ü£��¥§½�«n¢�� ��¥§�D��¥§¡��g�¦���°�S��ª���Æ������1�QÔ��©�°« �Õ�D�Ñ¾­�g¥É�û���Ó�°À
kd
�©¡Q�g¨©�,���Õ��¢��°�n��¥�Æ¡°«n��¥���¥Ú�î��¡µ¢D����¡µ¨©¢D¡h���DÈh¡Í«n�Ú�Ö��ª���Æ±��ª��µÀ

ks
��¨©�,���Ó��¢��°����¥§ÆÂ¡°«°��¥Ú��¥Ú�Ö¢���¥§�D����¥Ú�`«n�Ú�`���DÈh¡Í«n�É���ª���Æ���ª��µ¸?ÎÂ¨��,���Ó��¢��°����¥§Æ�¥

kd
¥
ks
¨©�,�û����¥Ú�¦��¼Ï��¥§�D�©���g��¡µ¾�Ü&Y
kd + ks < (1, 1, 1)T

V­Ûµ¸ôâ2X
ÎY¨©�,���Õ��¢��°�n��¥�Æ c�� Û��,¡��H¡�«nªh�®�=�,¡���¨��b���i�`��¥§�=�©¡h¢D�,�É�°¨©Æµ�������`Æ�¥���²Ö���¦Æ¿�]�/�­�°¨©ª���Æ�ª*Ûµ¸ø³�¸´K�Ú��� �µ���°��²îÆ`¼û�����

Θ′
�£¥�½�«n¢��/Æ�¥����©ª���Æ�¥§�D��¡°«n��¥���¥Ú�

ωr′
��Æ�¥§�D�©ª���Æ�¥��D��¡°«°��¥Ú��¥Ú��¥Ú«n���`�§��¥§�¢���¥§�D����¥É�`«n�Ú�`���DÈh¡

ωr
�g¨©�,���Õ��¢��°����¥§Æ

cos(Θ′)n
�®�D¨������§¥�¨©Æ�¥w�®��«°�°� ���Ö¥Ä�g���¦¢/¢D�Q��¢D��¡µ¨����D�Æh¼û�b�

Θ′
���D�£�g¨©�,���Õ��¢��°���n¥�ÆÏ� �`�§���®�h¸�'�ª���Æ±�­�­�

cos(Θ′)n
� �Ø��½H�Ø�Á�¦¨©��¡h¾�ÜhÀ±ÇD�g¥�����¥§½DÆ�¨©¢D�g��®�°�Ð¨©¢��°�\��¥§���¯¡h�]�Ý� �¦�������µ¸w´K�Ú�K�g¥��D�§ª�ÔD���°«n�û�F¾­��¥Ú�û���Ó�Ý¨©ª���ªh�®�i¨©¥§½H�gÆ��Ó�h«£Æ`�`Ç�«n��Èµ¡�¾­��¥Ú�¦�b�Á�� «n¡�Æµ¡h�§¡µ��ª���¥�Æ�¨����É� Y

L(x, ωi) =
N∑

j=1

V (x, j)

(
kd
π

+
ks(n+ 2)

2π
cos(Θ′j)

n

)
cos(Θj)

powerj
4πr2

j

V­Ûµ¸øý�X
È±«n¢D¥§�

V (x, j)
���D¨��A¬�ª���Æ±�®��¼Ý��¥�«n¡°��¢D��¡µ¾���¥\¾­�g¥É�û���Ó� � ¢���ª���Æ���ª��µ¸&�Ý«°�����©¡h��¥§�DõQ«n¡
ÔD���°«]�Ó�¾��g¥Ú�¦�b�Á�/��¥§�
�®�D¨������©¢��D¨���¡h��¥�½��®�¿���©¢D�D¢
�­�`Æ�¥§¾�¡h��¥§�DÆ����©¡î¬�ª���Æ±�®���/���©¢��¦����ªh�®���i�`�­��¡h¾�ÜÖÛhÀ?����©¢D����¥ �g���°�4���©¢����]�h«nÆ�ª�%n¸�¶��°�
�,¡µ�§�L¢L¥���«n�DÆ�¨©�D� � ¡°«n�n¡µ¨©¢¤¼Ï¨�¥§½�«n¡�¾­�g¥É�û���Ó� � ¸¹/¡°«°�D�F¾­��¥Ú�û���û�	�,�Á�¦¨©¢���¢��°¢���¡¤�i�n��²��®�D¨��Ä¡h��¥§¨��`�����t��¡µ¢�«°¢D¥É�¦�§��Þ°À°Èµ«°�°ÇK¡°«��Ä¡��Õªh�®�Ø¨©¥§½Ý«n¡�©�����]�¦��¥Ú�Ï¡µ¾­�g¥����©������¥É�ÏÈh��¡h�]�¦�����DÈh¡�¸

RTS
	 � O¾��CD@ÄC�7 CDOQGH7=½D8.C�G1T�Z4C�GH:I@AC�7
O ½�7
8QG
ÎY¨©�,���Õ��¢��°�n��¥�Æ

kr
¡°«n��¥���¥Ú�
¡µ�n¥�¨©ªh�®�Ø¥§�§¡µ¾�ÜK¾­�g¥É�û���Ó�6¡�«n��¥ø�­�`����Èµ¡
�t¨©�,¡h¨��h�Q¥�«n�¤�¦���n¥��Ø¢���¥§�D�©��¥Ì»�h«n�Ú�¦���±¸IÎY�K�g¢D¡h�©¢D�£Ûµ¸øýÏ��¡hÇD�]��ª±�g¢DÈh��½�«°��¥ÚÜÝ¡�«n��¥Ú��¥É�Ï¥�«n�¤�¦�§��¥��L¢��g¥�������¥Ú�h«n�Ú�¦����¬É¡µ����ª,��ªh��¼`��]�`¨���½���ªh��¼`���=�g¢D�h�GY

L(x, ωi) =
N∑

j=1

{V (x, j)

(
kd
π

+
ks(n+ 2)

2π
cos(Θ′j)

n

)
cos(Θj)

powerj
4πr2

j

}+ krL(x, ωr)V­Ûµ¸ó÷9X���©¢��Q¢¤�µ��¡µÇD�D�n¥�ª!Y
(0, 0, 0)T ≤ kr ≤ (1, 1, 1)T ,È±«n¢D¥§�

ωr
�®�D¨��
Æ�¥����©ª���Æ�¥§�D��¡�«n��¥���¥É�/¥�«n�¤�¦����¥§� ¢���¥§�D����¥Ú�`«n�Ú�`���DÈh¡ «n�Ú�/Æ�¥��D��ª���Æ�ª

ωi
¸/´�¢D¥�½�Æ�¥���D��ª �£¡µÇD�D�6��ª�¢���¨�Æ`�`Ü×�§ª�¨������Â¥Ø�,¡���¥§�D�©¢���²���¥�� ¡�«n��¥ø�­�¦��¼`���×�S¨��,¡h¨©�µ� ¥Ú«n���`�§��¥§�Í¢��g¥§�D�­»��¥É�`«n�Ú�`�±��¸ Ù �°¨©ª�����Æ*Ûh¸øà �,¡hÆ`�`¢Dª`�®�.�D¬��DÆ±�£¡°«n��¥�ÜQ¥Ú«°�¤�`�§��¥§�.¢���¥§�D����¥Ú�`«n�Ú�`���°��²�¸$ÒØ«n��¥���¥Ú�×¨�¼

ÛhÛ



�
��� �����

Ù ��¨�ªn���DÆQÛµ¸ø³�Y Ù ¡µ¢D�,�É�°¨©Æ�¥ ¨©�,¡��Ä¡°«n¡��i�`���Ä��¨©�,���Ó��¢�������¥�Æ�¥��D�c¡°«n��¥���¥Ú�L¢��g¥§�D����¥Ú�`«n�É�¦���DÈh¡
«n�É�
ks > 0 � �©��� «n�D�©¥§��È�Vá�9X���¡µ���`¢L�����`Æ �©¡h¢D�,����¨�Æ�ªÖ«°�É� ks = 0 � �©�D� «°�D�©¥§��È�VÓ�5X��M«n�Ú� n = 64

¸
�©�¤�¦��¥§¢D¡��i�`���6¢¤�£�,¡µ��¡���¼����DÆ�ª��©��� ���¦�®���DÈh¡ ���D�Q�����h��¥§��Èhª�¸g�Ý«°���n�©¡µ�£¥��D�������ûÊ/��¡h��¥���Æ��K¡��¨©�,���Ó��¢�������¥�Æ�ª

kr > 0
�]�¦¨���½D��ª`�®��¡°«n��¥���¥§������¡µ�£¥��D��¥Ú� �WÆ�¥��D��ª���Æ�ª¿¥�«n�¤�¦����¥§��¢��g¥§�D����¥Ú�`«�»�É�¦���°�Ð¥�¡h���§¥Ú��¢��D��¥��i¡µ¾­�g¥����©������¥É�Ý� �h« �¦�­¼h���DÈh¡�¢H�©�DÈh¡LÆ�¥����©ª���Æ�ª�¸ Ù ��Æ�ª��©�D� �b�¦�®���Ä�i���Ä¡��Ó�`��¥§�¨�¥§½ÝÆµ¡hõ ��¢��=Èµ«°�=����¡µ��¥§�DõQ�����¦ÊQ� ¡h��¥§�DÆ��i�©¡h¢D�����¦¨©¢¤�¦��¼`���?V

kr = 0
X��§ª��.Èµ«°�=¢D¡µ¨��b�¦��¥§�L¡h¨©¥Ú¼û»Èµ��¥§½��b�Ï���`Æ�¨��°���`�§�]��È���½D�,¡hÆµ¡h¾�ÜÝ�©�DÆ�ª��©¨Á�®¥Á¸

RTS�� 9Ë:?TÄG��A:?3�@ATy;=<FE?3=¿��1CÂTÄ7�f`765 7
8.C�G > :?365 C�Gi8.C
�Ý«°�Ý���©¡h��¥§�Dõ��©���ûÊ��Y��ª���Æ��!�L����¢D�D�©¡���¢��°¨����DÈh¡g¡µ��¥§�DÆ��©ª6¡µ¾­�g¥§�����§�D��¥§�&�i�°�§¥Ú��¢¤�`�6�L¢D�¯��¢D¡h�©ª<Y

L(x, ωi) =
N∑

j=1

{V (x, j)

(
kd
π

+
ks(n+ 2)

2π
cos(Θ′j)

n

)
cos(Θj)

powerj
4πr2

j

}+

krL(x, omegar) + ktL(x, ref)
V�Ûh¸ôü2X

���©¢��Q¢¤�µ��¡µÇD�D�n¥�ª!Y
(0, 0, 0)T ≤ kr ≤ (1, 1, 1)T ,

V­Ûµ¸ � X
(0, 0, 0)T ≤ kt ≤ (1, 1, 1)T ,

V�Ûh¸�Û�%�X
È±«n¢D¥§� \�b�� �®�D¨��.Æ�¥§�D�©ª��nÆ�¥���� ¢¤�±�Ó�¦� �`��¥Ú�Y����¡µ��¥§�D��¥Ú�Y¡�Æ�¥����©ª���Æ�ª

ωi
�Ñ��ª���Æµ��¥����µÀ��

kt�®�D¨�����¨©�,���Ó��¢��°����Æ�¥§�D� ����¢D�DÔD�©¡���¢��°¨���¡h¾���¥uV�³��i�`�­��¡h¾���¥ Ù ÀK�ÏÀ � X�ÀÄ�i�°��¡h¨©¥ V�%�À %�À %�XQ«n�É���¥������©¢D�DÔD��¡°��¢���¨©���n��²L¡µ��¥§�DÆ��©�¤�Y¥$V�ÛhÀ�ÛhÀ�Û�XF«n�Ú�H���µ�ÕÆh¡¤�g¥���¥��w���©¢��DÔD�©¡���¢��°¨��®�°��²�¡h��¥§�DÆ������6¸Iþw�����H¡¢¤�±�Ó�¦� �`��¥Ú�6¾­�g¥É�û���Ó��¥§��ª�¨��©�©ªh�®�K�­�°¨©ª����DÆ�Ûµ¸ôân¸wþw�©¢���Æ��Á�`«°���©�D� «n�D��¥���Èh��� «n�Ú�6���µÇ����n��²���¨©�,���Ú»��¢��°����¥§Æµ���0¢D� �¦�­«nªh��¼K¨©¥§½Ä�]�����°¨©ª���Æ�ªQÛh¸ôýn¸IùI�`���§¥�����Ûh¸�ÛA�,¡°« �¦���A�g¨��,���Õ��¢��°����¥§Æ�¥n¢¤�µ�Á�¦� �¦��¥Ú�¾��g¥Ú�¦�b�Á�£«n�Ú�
�i�°�����`���°��²�� �û���D�©¥Ú�µ�Õ���6¸
Û�Þ



Ù ��¨�ªn���DÆ×Ûµ¸ à$Y Ù �D� «n�D�©¥§��Èh¥	����¢D��«n¨��b���g¥É�¦�­¼h���L�D¬��DÆ��i¡°«n��¥���¥Ú�£¥�«n�¤�¦����¥§��¢��g¥��D�©��¥Ú�h«n�Ú�¦���DÈµ¡�¸

sinα
sinβ

= n sinα
sinβ

= 1
n

����� �����

Ù ��¨�ªn���DÆ Ûµ¸ôâBY/þw�����Ä¡¿¢¤�µ�Ó�`���`��¥Ú� ���©¡h��¥§�D��¥Á¸	' ¡h�©��ª]�Á�@Vá�9X��,¡hÆ`�`¢Dªh���/¢���¥Ú¼¦¢D�DÆ��£¥�½D«n¢�����©¡h��¥§�D��¥���� ���©¢D����²�¡°«n¢¤¼`���°� ¢ �n�©�hÇD��¥�«n¡ß� �û���D��¥É�µ��ªe¡P��¨©�,���Ó��¢��°����¥§Æ�ª^¢¤�µ�Á�¦� �¦��¥Ú�¾��g¥Ú�¦�b�Á� c ÀA�]�û��¡h��¥Ú�`¨��¤ÀAÈµ«°�$���©¡h��¥���õ��i�n��²�¡�«n¢D¥�¢/����¢D�D�©¡���¢��°¨�����Èµ¡Â¡µ��¥§�DÆ��©ª��������µÇD��¥§�¢¤�h��²�¡°«n¢D¥�¢��g¥É¼¦¢D�DÆ?VÓ�5X

RTS! " f`7
OQJ�C�G�@AC�Gi8.C�3gZc7
8.C�G
ú��`Ç�«°��¡µ��¥§�DÆ���¨©Æ��Ó�h« � ¨©¥�½�¢��©�©�h�®Æ`¼û�����
¸ · �±�$ª�¢���¨�Æ`�`Ü�È��Á�`«nÆ�¥§�Ö��¥§�D��¥§¡¤�i�¦��¥��/�]�`�§�DÇ����Æh�¦Ç�«°�°�j�g¥§�D�©¢���²�¡���Æ�ªî�©�©�h�®Æ`¼û�b���]�`�£¥�½����hÜL�Ä�DÆ���¡h�K��¡h�©� �¦�§���±À\¥���Æ`�`Ç�«°������¥§�D��¥§¡¤�i�¦���°���ª���Æ±��¥§�.�����h�®Æ`¼¦���×�]�`�§�DÇ���ª�Ç��±�g�`Ü=�Ä�DÆ���¡h���×�n¡µ�©���`�§���DÈh¡¿�,½�« ¼`���DÈh¡¿Æµ¡h����¥§�]�h�®��¼î���©¢D�D��²�H�DÆ±��¡h�©���j��¡h�©� �¦�§���n��²$¢=�g¥����©¢���²�¡���Æµ���
¸ Ù �°¨©ª����DÆ*Ûh¸ÿ÷î�,¡hÆ`�`¢Dª`�®������¢��°Æ��Ó�h«Y�Ä�DÆ���¡h�©�����¡µ��� �`�§���°��²���¥§��¥§�����D���,¡µ�§¡��g�¦���n��²/¡h���¦¢L¥����©�D�©�,¡h�§¡¤�i�¦���n��²�¸

ÛD³



#�$&%('*) #�$+%(',%

#�$&%('.- #�$+%('*/

#�$&%('10 #�$+%('.2
Ù ��¨�ªn���DÆPÛh¸ôýBY$þM¡µ�������]�¦��¥§�Í���µÇD�±�n��²*�g¨©�,���Õ��¢��°����¥§Æµ���(¢¤�µ�Á�¦� �¦��¥Ú��¾��g¥Ú�¦�b�Á�Y��¸ CgÇ�����¡������¡�«°�Y���`�,¡��i�`��¥Ú�Ö¬�¡`��¡h���¤�j�¦���Yªµ��¥�«n¡°��¢D��¥ÚÜ=¨©Æ�ª���¥Ú�`��¥§�Q¾­��¥Ú�¦�b�Á���^¢¤�¦�§�DÇD��¡h¾���¥H¡�«���¸¹Ö����¡°«��£���`�,¡��i�`��¥Ú�Ï¬�¡`��¡h�������®�D¨��g¡h��¥§¨��`�]�
�Ë�©¡h¢�«n¢D¥Ú�`�§�6³n¸

Û�à



Ù ¡°«n¢¤�û�Ä� �û���D��¥É�µ��ª ÎÂ¨��,���Õ��¢��°����¥§ÆQ���D¬����`Æµ�­�®¥
þ¯�©�hÇD��¥É� Ûh¸ %þM¡���¥§������¢D� Ûµ¸ %9%&%h³ÎÂ¡°« � Ûh¸ô³h³· �§Æµ¡h²�¡h� Ûh¸ô³µÞ �· ��Æh¡µ²�¡h�����®�°�§¡��g� Ûh¸ô³hý· ������¡h� Ûh¸ô³hý¶�¢�Æ��Õ¡¸VÓ¢��i�°Æ����`X Ûh¸óâ¶���« Ûh¸ô³&% �´�¥É�¦���D��� Þ°¸øà�Û¤÷

ùI�¦���§¥Ú�D��Ûh¸�Û&YIÎÂ¨©�,���Õ��¢��°����¥§Æ�¥�¢¤�µ�Á�¦� �¦��¥É�Ï¾­�g¥É�û���Ó�£«°�É�
�i�°�����`���°��²�� �¦�©�D�©¥Ú�µ�Õ���
¸

�
��� �����

Ù ��¨�ª��n�DÆ×Ûµ¸ó÷"Y?ÎY�DÆ��©¡µ�­�Q��¡h�©� �¦�§����¥§���©�D�©�,¡h��¡��i�`�n�uVá�9XA¡h���¦¢��n¥��L¥§�����D���,¡µ�§¡��g�¦���uVÕ�5X�¸
'�ª���Æ±�­���K�i�°Æ��­���g�¦��¥Ú�Ý���©¢D����¥�½���¥Ú�Ý�©�©�h�®Æ`¼û�b�Ý¢i���©¡h��¥§�D��¥§�D� ��ï`��3Øé?ìÕï ���y¢��g���`��� � VÁ��¢��°�§¥��ª���Æ��w���©¢D����¥�½���¥Ú�9X?¡µ���¦¢A�g¨©�,�����©¢D½D«n���H�]�¦���n���D�±�����n��¢D���H���©¢D����¥§½���¥Ú�°¸¯ùM�A�g¨©�,�����©¢D½D«n���H¨��,�û�Ú»��¥É�¦�­¼Ï�©�����]�¦��¥Ú�BY

α = PACD
PABC

β = PABD
PABC

þwªn��Æ��Ý´ �®��¨©����ª���Æ�����������¢D����¥§½���¥Ú�����©¡h��¥§�D��¥Ú��¢6�©�©�h��Æh¼û���D��ÀF��þ5476 1 ¡µ¢��]�h��¢¤���,¡µ�§�¡°«n�,¡���¥§��«n��¥§�DÈh¡×�����h�®Æ`¼¦���n¸×Åg¥§����²$Å · ÀwÅ � À&Å Ã ¡h¢D�]�`��¢¤�¦��¼��Ä�DÆ���¡h���¿��¡h�©� �¦�§���=���©¢����¥§�D�©¢���²�¡���Æ`�h��² · À � À°ÃK¸`Î �©��«°�£¥§���©�D�©�,¡h��¡��i�`�±�Ï�Ä�DÆ��©¡µ�&��¡h�©���`�§���
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�c����¢D��«n¢D¥Ú�µ�A¡ �g�¦���©¡µ¾���¥Ú�`��²Í¬�ª��nÆ±�­�®¥¯�n��¥§¨©Æ�¥���²Í¢D�D��ª�¸Ï�Ý«°�î� �¦�
�����¦Æh¼¦¾L¥§��¬É¡µ�©���h�­���£¡¬�ª���Æ±�®�®¥]��¡µÇ��D�
�£���©�h�,¡��g�`Üg¢��g¥§½DÆ�¨©¢¤�hÜg�������K«n¡h�,¡°«n¡h��¥§�Dõ�¨����Ä¡
��¡h¨©¡¤�i�¦��¥Ú�Ý�i�`�­��¡h¾���¥ � �¦��¼¤»���n��²Q�g¥�½DÆ�¨�¢��=�g�,���±�P�]���©¡h¢���¥Ú¼`¢��`��¥§�������©¡°« ¼�¡µ��¥§¨��`�]¼
�Ë�]�`¨��©½D�����°�4�,¡�«n�©¡h¢�«n¢D¥Ú�`�§�µ¸

��S
	 9Ë:�g��.J63gZc7
8.C�G(Zc7KjA3
8QG
�Ý«°�Ï�i�¦����¡h¾���¥]�§¡µ¨©ªh���D�
�£¢���¡µ¢DÆ��Ó�`«n�D�WÈh½D¨���¡h¾���¥,¡h��¥§¨��`�����W¬Éª���Æ±�­��¼

p(x)
ª�Ç����i�`�6����¢D¡h�©ª

I ′ =
1

N

N∑

i=1

f(xi)

p(xi)
.

VÁÞn¸ôâ2X
Þ¦à



´K�Ú�Ï���©�h��Æµ¡��g�¦��¥Ú�Ý�®�D«n��¡µ��¡°«n����Èµ¡£�Ä�Ý�g¢D¡h�©¢D�
Þ°¸óâÏª�Ç����i�¦��¥§¾©�
�Q¬�ª���Æ±�­��¥
p(x) = (b− a)−1

¸ÒØ«n�,¡¤�g¥§��«n��¥§�
«°¡µ�����`��¥§�
p(x)

�,¡h¢��i�`�Ú�Ï�]�Ï¢D�£��¥�����¨�¢��`��¥§�Ý�i�`�©¥Ú�¦� �­�®¥���¡µ¢��g¥Ú¼`¢¤�¦��¥Ú�n¸

��S�� k 3
8.<FEM:IX.3iZc7
8�C�Gj5 GÄEM3�O ¼ 3
8�EMGli�76:�½�3 O ½�7 > 3LE?:MTÄGW�
:MGi7=½�CD<FE,;=@�TH8QGFU·B6:?7nm�J�CYJ6365 > X EMGi:M3gZcGFU

· �����©¡h¢��g¥É¼¦¢¤�`ÜH�©�����]�¦��¥§��Þ°¸óÞØ����¢��°���§¥�Ç¤�¦�
�K�®�H¨©Æµ¡µõ���¢D¡µ� ¼Ý¥§�§¡µ¾���¥Ú¼Ý�§¡h¨�¡��i�n��²������µ�,�DÆ
¢DÈh¡°«�»��¥��L¢D�Ø��¢�¡µ���D�¸Y

Lr(x, ωr) ≈ Le(x, ωr) +
1

N

N∑

i=1

fr(x, ωi, ωr)Li(x, ωi) cos(θi)

p(xi)
.

VÁÞn¸øý�X
ÎY¢D�h�Ï�]�î����¢��°���§¥�Ç��`��¥§�Q�i�¦����¡h¾���¥A¬�ª���Æ±�­��¥Ä¢¤�î�,¡µ�£¡°��¼î�§¡µ¨©¡��i�n��²$�����µ�,�DÆÂ�]�¦¢����i�`�6�Y�D¨­»�®�°� �û��¡h�©���/¸=�µ�`Æ.��¥�« �`Ü��©�DÆ�ª����D� �­�����H�6��¢D¡h�©¢���Þ°¸ôý
���D¨��L�]�`« �¦�¯��¥§�D¨©Æµ¡hõ ��¢D¡µ� �n¸
¹/����¡�« ¼¡µÈh���¦��¥���¢¤�`�n¥É���©�DÆ�ª��©¨Á�®¥Ä�®�D¨���ª�¨��b�¦���D��¥§�Í¨©���±�����=È���½D�,¡µÆh¡µ¾���¥Ý�©�DÆ�ª���¨á��¥á¸�ùI�`Æ�¥��Í��¡µ¢��g¥Ú¼`¢¤�¦��¥§�¢���¥§½DÆ�¨©¢¤�=��¥Ú�`¨�¸ � ¥Ú�¦¨Ý��¡Ï�®��«n���Í¢Ï�,�Õ½�«n���c�D¨��®��� �¦�©¡µ���n¸p0w¨����°� �û��¡h�Ý��¡hÇD�Ï�,¡µ�,�û����¥�Ü£«��g��©¡°«°¢¤�¦�®�£�,�Õ½�«n���6¸�þ¯¥����­��¨©¢����Ñ¢£��¥���² ��¡.¨�¢�ª��/À�Æ��©�µ�­�×��¡hÇD�£���°Ü
�g�µ�D��¥§��¥§��¡��g�¦���×����¢D�D¢��¥���¨�Æh¡µõ ��¢�¡µ�]¼.�§¥Ú��¢D�,½����©�h�,�DÆ\¸ ´��©ª�Èh¥&�]�Á¼`« ��¡���¥Ú�¦¨6¥w��¥§����¡h¢D��¡µ�Í���nÜ��i�±�D�§¥§��¥��n¡¤�i�¦����,¡µ����¢D�D¢y¢��g¥�½DÆ�¨�¢��D��¥��y�§¥���¢D���L�����µ�,�DÆÝ«n¡g��¥§�D¨©Æµ¡hõ ��¢D¡h��¡µ¾���¥Á¸IùI�¦Æ�¥±�D¨��®��� �¦�©¡µ���®�D¨��M�]�¦¢����i�¦���¡µ�\��¥Ú¼¦ÇD¡µ�±�°� VÓ��¥Ú�¦¨��D«��D¨���¥§� �û��¡h�tX�¸ · �±��¢D����¥§����¨�¢��°ÜÖ¨©¢Dª�� ¢��g¥�½DÆ�¨�¢¤�¿¨©¥§½î¥§�§¡µ¾�ÜÖ�����µ�,�DÆ,À¡µ���`¢�¨���¡h¨©ªh�®��¨�¥§½�¬�ª���Æµ�­�®�6«n¡µ����¢D�6«n¡µ�����`����¬�ª���Æ±�®�®�6Èh½D¨���¡h¾���¥	�����D��«n¡µ�,¡�«n¡h��¥���õ�¨©� �i�n¸ · ����g�±����¥§��¥§��¡��g�`Ü.��¥Ú�`¨��,¡���¨����¦��¼`���Y�^�g�°��¥§Æ�ª$¨�Æh¡µõ ��¢D¡µ�����
�©�DÆ�ª���¨Á�®¥H¨���¡h¨�ª`�®��¨©¥§½ Ù ¡µ¨��¦��¨�Æ`¼Ù ªn�����©Æµ½µ¸y¹/���©¡°« �Ø���D¨©�i¡h��¥�¨��¦�]���Ë�,¡�«n�©¡h¢�«n¢D¥Ú�`�§��Þ°¸ôün¸
��S! � EM3�@poQ7
<FE];=@ATÄ8QGÂ¿�½�GiO.TAGi8.C�G > :?365 C�Gi8.C
¹Ö����¡°«�� �,¡h���DÈ±���]� ¢��]�`�§�D¢D¥§�D��¥§ª �]�¦�®���§¥§ÇD¨©¢D�DÈh¡Q��ª���Æ���ª

x
����¢D����¥§½���¥Ú� ���©¡h��¥�����¥É����¥§�D�­�Ä¡h�­»���DÈµ¡�¢D�i¨����D�]¼°¸ · ���Ï�,¡h��¥���¢��°Üg���h«n¥Ú�¦� �­�®½g¡�«n��¥Ì�b¼

Lr
Èh�D���D�©ª`�®�g¨©¥§½KÅ�����¡µ�£¥��D�n¥EVÕ���©�h�,�DÆ�XM���¡h¨©¡¤�i�n��²£Æ�¥§�D�©ª���Æ`�`��²�¸w´��Ú�ØÆ`�`Ç�«°�DÈµ¡L¢H��¥���²�¡h���§¥Ú��¢¤�`�6�Ï����¢D����¥§½���¥§�g¥��g�±�H¡���ªh�®�D�
�
������¡�«n½�©�DÆ�ª����D� ���¦����¥��/�¦���Y�,¡µ�§¥���¢��nÜ

Li
«n�Ú�×Æ`�¦Ç�«n���
�����µ�nÆ�¥

i
À&ùM¡ �,¡�«n���®¾���¥§���,¡��H¡�«nªh�®�.�]�¦��«°¢D¡¨�¢��°��Æ�¥§�L�©¡h¢D���¦¨��b�¦��¥��Ý¨�¥§½L¥§�§¡µ¾���¥\�g�°Èh�D���D��¡¤�i�¦���n��²��n�©¡h��¥�����¥]VÉ�g�°Æn�Á�`«n��¥���¢D¡�¡�«.È��Õ½D�,¡hÆµ¡h¾���¥�©�DÆ�ª���¨Á�®¥:X�¸&´�¡°« �û��Æh¡¤�i�°�e���©¡h���§�D���D�ß�®�D¨��Ä��¡�À°ÇD�Ý����¡µ��¥§�D��¥§�K�i�°Èh�D���D�©¡��i�`���Ý�]�
� �¦�®È��Õ½D�°»¨�¢��°�4�,¡h¢D¥�¡h��¥§�����DÆ�ª��©¨Á�®¥�� �¦�­¼Ï��¥§���g¥�����Æ�¥F���,�É���Ë�]�Ï�©¡h¢��g¥É¼¦¢¤�¦��¥��h¸

��S�8 q ½�GiOQTÄGi8.C�G ¿	@ÄC�G�jAGiJ
)����D«n¢D�D��¥§�Ï¾���¥§�DÇD�DÆ/¢¤�¦Æ��Ó�h« �������`��¥§�
���°��Æh¡
�®�D«n�����g�����µ��Æ�¥´V

N = 1
�Ä�6�g¢D¡h�©¢D�ÏÞn¸øý�Xb¸Ý´�¢D¥�½�»Æ�¥��©�D��ª*«n�©¢D���i�Â����¡µ��¥§�D��¥���¥��î�©¡h¢D���¦¨��b�¦�­¼Â¨©¥§½/���g��Æ��Á�`«n��¥���¢D¡�¸�þM¡µ�n¥����i�¦ÇÖ�i�`��¥Ú�`� �­�­��b�¦Æ�¥���Èµ¡Â�©¡h¢���¥Ú¼¦¢¤�`��¥Ú�¿�,½�«n¢�¥��î«nª�Ç¤�°ÀÄ�]�`�§�DÇ��0«°�É�ÍÆh�¦Ç�«n�DÈh¡Y��¥§Æ�¨©�D�Ú�¿� �Í�DÆ����¦��¥§���g���Ä¡��Á�`Ü���©¡�����«nª��©½�¾©����«°¢D�D��¥Ú��¾���¥§�DÇDÆ�¥Aâ&%&%ûö,Û�%9%&%/���¦¢��Í¥&ª�¾©�©��«°��¥ÚÜÏ�i�°��¥§Æ\¸QùI�¦Æh�.¥§��¡h¾�Ü�¾���¥§�DÇD�DÆ �]��®��«n�D���n¥�Æ�¨©�D�AÈ¦�i�`���`���©ªh�®�Q«n¡µ����¼î«n¡hÆ��Á�`«n��¡h¾�Ü=�©¡h¢���¥Ú¼¦¢¤�`��¥Ú�°¸ÂÒK�n�®�°���`�§¥§¢¤�h�­�­�Ö�©�������D¡�«°��,¡µ�§�DÈ±�Í�]� Èh�D���D�©¡��i�`�n¥�ª0¡h���©����¢��®��«°���DÈµ¡¿��¡h¨©¡��H�DÈh¡¿���©¡h��¥§�D��¥Ú�	VÕ���©�h��Æ�¥:XÏ«n¡°« �û��Æh¡¤�Ä�DÈh¡���©¡h��¥§�D��¥É�Ï«n¡£�§¡h¨�¡��Ä�DÈh¡£ÔD�©��«]�Á��¾­��¥Ú�û���Ó��¥�«n¡�« �`��¥Ú�
�gÆ��Ó�h«nª.¡h¾­��¥§�����§�D��¥Ú�Ï�,�D¢D�,¡h¾©�©��«n��¥§�DÈh¡«n¡���¡µ¢��g¥É¼¦¢¤�¦��¥Ú�n¸

Þhâ



Ã ç:�]ð,ïG�<�ûñ + )��§��«n¢D�D��¥§��¾���¥���ÇD�DÆQ¢Lªµ��¢DÈh�§½�«n��¥§�D��¥����º¡h¾­��¥§�����§�D��¥Ú�Ï�,�D¢D�,¡µ¾©�©�D«n��¥���Èµ¡�¸rBä"â2ä9Ó û$à9ÆAÑ&àIæ5î9Ç�à�Èqø�ÓBä`ß<Ñ9ÌlúÙÓ
Ú.ÛÑIÜÝÈ�Ó ×�Ó�à9ÜAÑ&à	Ø í Å�æ"Õ�×tsãÞ�î9ÌIæ�á�Ú.ÛÕ ë7Ø"á$â�ä"Þ`Å�Ç"ê"ç`Ø
Ñ9àI×AÍ2ä�È�Ú!ì
í êIÕÙë í ÓBàIØBÆBä í ä9ÆBälÄ�Ñ&ÌIú5Þl×2ØAä	Ø�áAâ2äBÞ9äIØ$àIæ
Ñ9àÙç�Ø�Ñ&à&×$Í�à.Õ�ì
õ�õ ä"ç`Ø
Ñ9ÌI×Aâ2ÌIæ
Ñ9Ì	Ä$Ì9Ë í ä"çIÓBÌ2Æ&æ�Ñ&Ì í ä�âBÑ2îIËBäIæ$Ì7Ë�à í ä`ß5äBî9Ö Ç"Ì9Æ9æ$Ì9åBä í ÓBä`ß<Ñ9Ìlæ�Ñ&àu�ê9Æ²ëÙäBç�Ø�Ñ&Ì&×$â�Ìlæ�Ñ&Ì	ÄAÌ&Ë í äBçlÓ�Ì9Æ9æ
Ñ9Ì í Å�æ�Õ�×2Åvs í Ó�Ë�Ì&Ëãç`Ø
Ñ9àI×AÍ2ä.Õ]ìÓ<ï ë7Ø"á�å�ÌlæAÌ&Ó2Å�ÇÙâ�ä"Þ2älØ"á í Ó�ä�ß!Ñ&ÌIú²æ
Ñ9Ì.×�Ó�à9ÜAÑ&à�Ç�ÖBî`á Øvw�ÓBÒ2ÆBÍ�äÙç�Ø�Ñ&à&×$Í�àEìÓ�ÌI×�Å"Ó2ævuBê�ÌEÈ�s5Úyx9Õ$ê9ÆXz,È�u�ê9Æ õ í êIÕvx¹û$à9ÆAÑ&àIæ5î9Ç�à�ÈqÓ<ï9Ú²Ú!ìô Ì"â"Þ9Ì²ÛÓ�ÌI×�Å"Ó2ævrBä"â2ä9Ó�Ô$Í2à�éôô

1F�±��¡hÇD�D��¥§�µÀ�ÇD��¡°«n�n¥Ú��¥Ú�Ý� ¨����D��¥§��¨b¼L��¡µ¢D����¡µ¨©¢D¡h���pVÓ�,¡��g¥��D��¢���²���¥§�K�Ú�¦���,�D���©¡���¨©Æ�¥§�`Xw�,¡h¢�»�g�¦�Ú���]���D�§�DÈ±�`� ��Æ�¥��¿¨©¬�¡h�©�
ª,�Õ¡��i�`��¥§�Â�¦��Èh¡h�����©��ªt¾©����«°¢D�D��¥Ú�$¾���¥§�DÇD�DÆ\¸4´K�Ú���,¡���¥§�D��¢���²���¥�É�¦���,�D�­��¡���¨©Æ�¥���²Ö¬�ª���Æ±�®��� � Ù ´('����©¢��¦����ªh�®�6����¡µ¨��b¼£�,¡µ¨����hÜ fr(x, ωi, ωr) = kd
π

À,Èµ«n¢D¥§�
kd��¡��g¨��,���Õ��¢��°����¥§Æ=¡°«n��¥���¥Ú�Ï�©¡h¢D���©¡h¨©¢D¡µ����Èµ¡�¸y´K¢D¥§½DÆ�¥F���D��ª=�g¢D�h�i�]���D¨��®��� �h�­���L¢¤���,¡h��¡°�D¼�®��«n�����A���©�h��Æ�¥����©¢��¦����ªh�®�Ý�,¡µ¨��b�`Ü

L(x, ωr) ≈ Le(x, ωr) +
kdLi(x, ωi)cos(θi)

πp(xi)
.

VÁÞn¸ó÷9X
´K¡�« �¦�©Æµ¡��i�×¡h�n�®��� �`�§¥§¢¤�h�®���×�,¡h����È��×� � «n¡h�����¦��¥§ª�Èh½D¨���¡h¾���¥H�n�����K«n¡h�,¡°«n¡h��¥§�Dõ�¨����i�

p(xi)� ���D�ß¨©�,¡h¨��h��À£�¦���P�����D��«n¡h�,¡°«n¡h��¥���õ�¨����Ä¡ �g����¡h¨©¡¤�i�¦��¥É�*Æ�¥§�D��ª���Æ�ªß�©������¡h�§�DÈ����DÈh¡ «n¡�,�Á�¦¨©¢���¢��°¢D�±�£�±� �Õ¡L¢D�D�©¡��Ä�µ¸w´�¡h�����Ý¬Éª���Æ±�­�­�ÝÈh½D¨���¡µ¾���¥°���®���Ð���©¢��°�]�`«nÆ�ª£��¡
p(θi) = cos(θi)

π

¸Cg�����¦¨©¢���¢¤�Ï¡h�]�
�g¢D�µ�gÞn¸ó÷Ï«n¡Ï�g¢D¡h�©ª
L(x, ωr) ≈ Le(x, ωr) + kdLi(x, ωi) .´�¡Ö���DÈh¡î�©�����]�¦��¥Ú�Ö��¡hÇD�]�Ö«°¡���¡µÇ��°Ü���Æ��Ó�`«Y�,�D¢D�,¡h¾©�©��«n��¥§�DÈh¡ ¡h¾­��¥§���©���D��¥Ú�°Àw�,¡î�����D�H»«n¡µ�,¡�«n¡µ�n¥��Dõ�¨�� �H¡ �g����¡h¨©¡¤�i�¦��¥Ú� Æ�¥§�D�©ª���Æ�ª0«n¡ÍÔD���°«]�Ó� ¾­�g¥É�û���Ó�=�®�D¨������±���µ¸�Î ���°� ���D�§ª��¡µÇ��]�×�g�°�§¡h¨�¡��i�hÜ£�®��«n��¡Â¾­��¥Ú�û����¡Â¢Ö�,�b������� �����D��«n�,¡°«n¡h��¥§�Dõ�¨����Ä�D� ¥g¢D�£¡°«°��Ê�Æµ¡��g�`Ü�®�DÈh¡���¡��Ý¢D�Ý�g¢D¡h�©ªÀV

pi
��¡£�������K«n¡h�,¡�«n¡µ��¥§�Dõ�¨����Ä¡£�i�°�§¡µ¨©¡��i�`��¥Ú�Ï¾­��¥Ú�û���Ó�

i
X

P ∗lighti =
Plighti
pi

.

´�¢D¥§�D������¥��Ï����¢D�D¢
pi
�©��Æµ¡h���,�D��¨©ªh�®��¬Ó�¦Æ���ÀFÇD���c«��`��������ª��nÆ±��¥§��¾���¥��DÇ�Æ�¥I��¥§����¥§�D�©¢D�D�6���Æ��Ó�`«nª.��¨©¢��°¨��©Æ�¥Ú��²/¾­��¥Ú�û���û�¯«n¡��©¡h¢���¥Ú¼¦¢¤�`�n¥É�°¸AÅK�Ø�®��«n���/��¥�Æ�¨������g��Æµ¡h��ªh�®�D�6�=�g¥§�D�������`¢���`�§Èh¡µ������� ¾©�§��«n¢D�D��¥Ú�Y¾���¥§�DÇDÆ�¥áÀÄ��¥§½��ÖÆh�¦Ç�«n�î¾­��¥Ú�¦�b�Õ¡����¿¨�¢¤�¦��¨©�î¢D¡µ¨��b�`ÜÖª±��¢DÈh�§½�«n��¥§¡µ���Ö�¡µ���§¥���¢D�D��¥§ª�¸ ¹/���©¡°« �Í�§¡h¨©¡¤�i�`�n¥É�Q�®��«n���DÈh¡ÂÔD���°«]�Ó�Í¾­�g¥É�û���Ó� ¢D����¥§���®¨©¢¤� ¥��§¡h¾�Ü�����¡µ�£¥��D��¥Ä�Æh�¦Ç�«°�°�4Æ��©¡hÆ�ªÖ�`�§Èh¡µ�­�����
ª�¸

Ù ¡h¨©�û�®¨©Æh����ª��§����Æ`��¨���ª�Ç��Ö«n¡=����¢D�D�����i�¦��¥É��¾���¥§�DÇD�DÆ\¸ºCgÇ��±�g�¦�
�/¢���¥����������g�§¡µ¨©¡��Ä��� ξ ∈
[0, 1]

¡î�®��«°��¡µ¨��b�¦�����°� �©¡h¢DÆ��Ó�h«n¢�¥��×�����D��«n¡h�,¡°«n¡h��¥§�Dõ�¨����i���`�±���,¡�«n���®��¡��i�hÜ×«°�����°¢��®�×¡¢¤�`����¢D�D¨��b�¦��¥§ª×« �¦��¨©¢D�DÈh¡ ¾©���D«n¢D�D��¥Ú��¾���¥§�DÇDÆ�¥	��ª��Ö¡��©¡�«n¢¤�¦�®ªÖ¡�«n��¥Ú��¥É��« �¦���DÈµ¡����©¡h��¥§�D��¥É�¸V
kd

Þ`ý



Ù ��¨�ªn���DÆ Þn¸øý�Y ÒK�����¦¢��g��Èµ�D�����©¡��g�¦��� ������¡°« ¼ ¾��§��«n¢D����¥É� ¨���¥§�DÇD�DÆ ¢D� ¾­��¥Ú�¦�b�Õ�D��,�Á�¦¨©¢���¢��°¢D��¡��i�°�/¸
¥
ks
¨�¼��g¨��,���Õ��¢��°����¥§Æ`�`��¥	¡°«°��¥Ú��¥Ú��¨©�,�û����¥Ú�¦��¼`���°��¥��i�`��ª����DÆ

kd + ks < 1
¥
kd, ks ∈ [0, 1)XdY

ξ ∈ [0, kd] 7−→ ¡�«n��¥���¥§�6��¡µ¢D�n�©¡h¨�¢D¡h���
ξ ∈ [d, kd + ks] 7−→

¡�«n��¥���¥§�6¢b��¥§�D����¥Ú�`«n�É�¦���
ξ ∈ [kd + ks, 1] 7−→ �©�D�©�£¥��]�`�­����¾���¥§�DÇDÆ�¥

��S�D 9Ë:�g��.J63gZc7
8.C�G�TAB63�O.8QG�T E 2|{~}
¹Ö����¡°«��Ï¹/¡µ���©�iÃH�¦�©�§¡��g�°� �¦È±�¦��¼��,¡h��¥������`�n¥É�K�§¡h¨�¡��i�n��²Ï�����µ�,��Æ\À±�`�±�6���©¢��°���§¥§Ç¤�hÜy�i�`�­��¡h¾�Ü�©�����]�¦��¥Ú��¡h¾­��¥§���©���D��¥Ú�°¸H¹/����¡�«°�Ö¹/¡h������ÃÄ�`����¡�È¦�i�`���`�±��ªh��¼Ï¢D��¥§�DÇD��¡µ¾�Ü6«n¡��n������¥�«]��¡¤�Ä�DÈh¡�©¡h¢���¥Ú¼¦¢¤�`��¥Ú�6���©¢���¢��g¥�½�Æ�¨©¢¤�`��¥§ªQ¥§�§¡µ¾���¥,���©�h�,�DÆ�«n¡
��¥§�D¨©Æµ¡hõ ��¢D¡h��¡µ¾���¥Á¸IÎ �����`Æ����n����¡µÆ`�¦¢Dªh�®�¨�¥§½µÀ�ÇD�K���©�h��Æµ¡��i�`�n¥����®�D¨��AÆµ¡h¨©¢���¡����]¼�¡h�,�D���`�­��¼Ýö��g��� �`È±����¥���¢D�D��¥Ú�6���©¢D�D��¥�½���¥É�6���©¡h��¥§�D��¥Ú�¢D�Ä¨����D�]¼°¸�1,�����¯� �µ�Ó��¥��§¡h¾�ÜA�����µ�,�DÆ��\¡��Ä¡°«nª`�®�H¨©¢Dª��ß�]��Èµ�����D�©¡��i�`���°��²Ï¡µ�����`¢¤�`��²�¸�1 ��¥§½DÆ±»¨�¢��`��¥§�¿¥��§¡µ¾���¥L���©�h�,�DÆ ¢D����¥§���®¨©¢¤�$¨©¢Dª���ÀA�®��«n�]�¦Æ��g�n« �Õª�Ç¤�$��¢¤�¦¨Ö���D� «n�D��¥���Èhª�¸�´�¡h�����°��©¡h¢���¥Ú¼¦¢¤�`��¥§�D�0���D¨��	���©�h��Æµ¡��i�`��¥§�I�i�`ÇD¡h���&¡H¬�ª���Æµ�­�®¥µÈh½D¨���¡h¾���¥µ��������«n¡µ�,¡�«n¡µ�n¥��Dõ�¨�� �g�Ä¡µ�]�¦���©��]�Ä¬�ª���Æµ�­�®¥ � Ù ´*'A¸¤´�¢D¥§½DÆ�¥h���D�
ªØ�g¥�½�Æ�¨©¢D�&�����D��«n¡h�,¡°«n¡h��¥§�Dõ�¨����Ä¡g� �¦�­¼ÄÆ�¥§�D��ª���Æ�¥ÁÀû¢wÆ����h���°��²���©¢��n��²�¡°«n¢D¥&�g¥�½�������¾­�g¥É�û���Ó�n¸ÖùI�¦Æ�¥§�=�,¡�«n���®¾���¥§�=�,¡¤�Ä¡�«nªh�®�=¢�����¥§���®¨©¢D�D��¥§�=¨�¢�ª���ªY�,¡h���©¢D�D¢�©��«nª�Æµ�­�®�Ø�g�¦�©¥Ú�¦� �­�®¥F�Ë�©¡h¢���¥Ú¼`¢��`��¥§ª/�©�����]�¦��¥Ú�Ï¡h¾��g¥§�����§�D��¥Ú�n¸
u £��z£q¢ � |	��|�l�m	r¿qy���®|��®�­o\~ ] �®my}�mMr^Tio��Sm^�K�®|9¨�|!±K�gm&lnmW±K��TgoX���B�	} { m��H�

oF��qyo��
Î �n�©¢��°�]�`«nÆ�ª�À	È±«°�Í��²����D�
� Èh�D���D��¡¤�i�`Ü��§¥���¢D��� �§¡µ¨©¡��H�

αi
¢DÈh¡°«n��¥§��¢�Èh½D¨���¡h¾���¥É¼.¢¤�`« �¦�]¼���©¢D�D¢�¬Éª���Æ±�­�®�

p(x)
¢�«n��Ê ��¥§¡��g�¦�������]�g�n�©¢D��«n¢D¥Ú�¦���

[xmin, xmax]
ª�Ç����i�`�6���§¥���¢D�

εi
¡K��������¡¦»��¥����©���°�·��¡µ¢DÆn�Á�`«n¢D¥§�K�������K«n¡h�,¡°«n¡h��¥§�Dõ�¨����i�6¢g���©¢D��«°¢D¥É�µ��ª

[0, 1]
¥,«n¡µÆh¡µ��ªh�®�D�
�£¥Ú��²������¦��¨­»

Þµ÷



Ù �°¨©ª����DÆ.Þ°¸ÿ÷�Y��Ø�D���D��¡¤�i�¦��¥��L�§¥Ú��¢D����¡h¨©¡¤�i�n��²�¡�«n¡¤�Ä¡h���±�n��²�Èµ½D¨��©¡µ¾���¥Ú�h��²�¸
¬�¡µ��� �`�­�®¥Á¸y´g�°¨���������ª]�`�±�b�

P (x)
«��`�]�Ø���D¨��H��¢�¡µ���D�

P (x) = Prob(α < x) =
∫ x

xmin
p(z)dz

Î ������ª�¡`���©¢���� �`��¥Ú�
αi
«n¡hÆµ¡h��ªh�®�D�6�=�����`��¨©¬�¡h�©���h�­��¥

εi
Y

αi = P−1(εi) ,

È±«n¢D¥§�
P−1

�®��¨©�Ý¬�ª���Æµ�­��¼=¡�«�����¡h�©�]¼Q«n¡
P
¸��Ý«°�î¬�ª��nÆ±�­�®¥

P
��¥§�£« � ¨©¥�½Ï¡�«������°��¥�ÜhÀ��]�`�§�DÇ��ª�Ç��nÜÝ������¡�«.��ª��������n��¢D�±�n��²�¸

u £��z£ u � |	��|�l�m	r¿qy���®|�±gr�W�r^Tz§·��q&lnmMr^Tio����®�­o\~ ] ��my}�mMr^Tio��Ëm0���®|2¨±|�±��
�gm&lnmW±K��Tio����B�	} { mB�°oF��qyo��

�Ý«°�Í� �¦�
� ¢D��¥§�D���]¼.��¡h¨©¡��g¼
α = (αx, αy)

¢ «���ª±�i�°��¥Ú�¦�©¡��g¼.¬�ª���Æµ�­��¼�Èh½D¨���¡h¾���¥y�����D�H»«n¡µ�,¡�«n¡µ�n¥��Dõ�¨�� �g�£¢D«n��Ê ��¥§¡¤�i�¦�]¼£�]�
[xmin, xmax]× [ymin, ymax]

À��,¡h�©�©¢D�D��ªh���D�
�.«���ª°�i��»��¥É�¦�©¡¦�Ä���Ä«°�°¨����­�°��ª]�¦���®�
Y
F (x, y) = Prob(αx < x oraz αy < y) =

∫ y

ymin

∫ x

xmin
f(x, y)dxdy

ÅK�¦�®��¥§�D�­�S�i�°��¥§�D���¦�
�
xi
¢DÈh¡°«n��¥§�Í¢ �©¡h¢DÆ��Á�`«n�D� ����¢D�DÈh¡¤�i�°�

F (x, ymax)
�Y�]�`¨���½�����¥���g�°��¥§�D���`�6�

yi
¢DÈh¡°«n��¥§�Q¢

F (xi, y)/F (xi, ymax)
¸Í�Ý«°�

f(x, y)
�£¡µÇD�=�±�nÜ��g�����¦ÇD¡µ�]�/¢¤��,¡µ��¡���¼

g(x) ∗ h(y)
��¡hÇD�D�
�=ª�Ç��nÜØ���D��²���¥§Æ�����«n��¡��g����¥É�¦�©¡��i�n��²Ö«°�É�

g
¥
h
¸

u £��z£�¤ z ~�T ] UH�®| �&|	�g|�lnmMrÍqy�K��| �®m&}�m	r^TgoX� UH�®|�lXWK�YUBZMr ~��&mW±K���®| ~F|
~<§ÐmW±YT��+U&m	r¿qy��T § §cmW±�|��®|�§ S �gmy�7�wq

· ���Ø�D¬É�DÆ���������¥§�I�g�°��¥§�D���hÜ¯Æ�¥§�D�©ª���Æ�¥µ���©�h��Æµ¡��i�`��¥Ú�°Àûª�Ç��¦���D�
�Ø¬Éª���Æ±�­�®¥ � Ù ´*'=¢�«n��Ê ��¥§¡��i�`�������¢D¡h�©�D� Þn¸§ÛÖ«°�É�
n = 64

¸¹'�ª���Æ±�­�­�ÍÈh½D¨���¡h¾���¥i��������«n¡µ�,¡�«n¡µ��¥§�Dõ�¨�� �g�Í�,½�«n¢D¥§���i�°���¦ÇD¡h�]���¢D¡h�©�D�
p(θ) =

cos64(θ)
∫ π/2

0 cos64(θ′)dθ′
VÁÞn¸øü�X

1t��¼ÂÈh½D¨���¡h¾���¥É¼Â�,½�«n¢D¥§�D�
�0�§¡µ¨©¡��i�hÜÖ¡°«���²��°�§�D��¥Ú�Y¡�«0�Ä�DÆ��©¡µ���Â¡�«n��¥���¥É�Â¢��g¥��D�©��¥Ú�h«n�Ú�¦���DÈµ¡�¸¶�Æ��Á�`«n¡��Ä�
θ
¥
ϕ
Æ�¥����©ª���Æ�ª

ω
�Y���D���©�D¢D�����b�`�­�®¥µ¨©¬��D�­�n��¢D�����\¨�¼Ä�§¡µ¨©¡��i�`���w¡�«�«n¢D¥§�D����¥§�µÀ¦�,¡h��¥§���g�¦Ç

Þ`ü



ϕ
���D���©�D¢D�D�±��ªh�®������«°�°��¥§�Ø¡h���©�`�y�H¡hÆµ���F�H�DÆ±��¡h����¡°«n��¥���¥Ú�
¢b��¥§�D����¥Ú�`«n�É�¦���DÈh¡Ï¥,��¥§���i�°¨���½D�nªh�®��Y¬�ª��nÆ±�­�®¥ � Ù ´*'?VÓ�,½�«n¢D¥§�&�§¡h¨�¡��i�`�±�Ø¢&��������¡h��¥§�D�©����� ��¡µ¢DÆn�Á�`«n�D� �������K«°¡µ�,¡�«n¡µ��¥§�Dõ�¨�� �g�9X�¸Åg¥��&�®�D¨�����¡hÇD�§¥Ì�Ä�Ø�¦�]�`�§¥Ì�®�°��¢D����¡°«��g�©�����D��¥§�Ø«°�°¨����­�°��ª]�¦���®�±À±È±«°�°ÇH�g�°���`Ç¤�Ý¡µ�]�L¨©¥�½H��¢D¡h�©�D�

P (x) =
∫ x

o
p(θ)dθ = α0x+

32∑

i=1

αi sin(x) cos2i−1(x)

«n�É�
�,���g���n��²=�g¨��,���Õ��¢��°����¥§Æµ���
αi
¸�' ª���Æµ�­���
¢D¡µ¨����±�Ó��¡�«������°��¡h�]����ª��������n��¢D��¥§�µ¸]1\¡h¨��b�µ�Á�ªn���Ä¡µ��¢D¡h�]�Í���`���§¥����

A = (P (tk), tk)
VÓ�,¡h¨�¡h���©¡��g�¦�]�Í�,¡Y��¥§�D�­�g¨©¢D���£Æµ¡h�§ª�����¥§�`X�ÀA�b�¦Æ`�ÍÇD�

A[bεi · 1000c] = θi
À¤Èµ«n¢D¥§�

εi
�®�D¨��	�§¥���¢D�]¼Ä�§¡µ¨©¡��g¼A¢w���©¢D��«n¢�¥É�µ�Õª

[0, 1]
VÕ�©¡h¢DÆ��Ó�h«Ý���¤�g��¡h��¥����©���$X�

θi
�®�D¨��M�§¥���¢D�]¼i�§¡µ¨©¡��i¼HÈµ�D�����©¡��g�¦�]¼H¢y��¡µ¢DÆn�Á�`«nª�Þ°¸ôün¸?ùM¡&���D¨©�M�]�¦��«n¢�¡�¨©¢�����Æ�¥��&�©¡h¢���¥Ú¼¦¢¤�`�n¥��µÀ�,¡Ï�g��� �`È±�K�®��«°�°��¥§�H�®��«n���DÈh¡�����¡hÇD�D��¥Ú�Ï¥���¢Dªn��¡��i�`��¥Ú���¦���Q¡h���§¥Ú��¢��nÜL¡�«n�,¡¤�g¥��D«n��¥	¥§� «n�DÆ�¨� �b�¦���§¥Ú���±¸ · ���=ª�¢��°¨©Æh�`ÜÝ�§�D��¨©¢D�Ý�©�D¢Dª��Ì�b�û�®�=�]�¦�§�DÇ�� �i�¦����¡h¾�Ü

θi
�i�°¢D�]�`��¢��nÜÝ�,¡h���©¢��D¢L¥§�����D�®»�,¡µ�§¡��g�¦��¥§�Ï¨b¼¦¨©¥��D«n��¥Ú��²Í¥§� «n�DÆ�¨������b�¦���§¥Ú���±¸ØÎ �©��«°�ÖÆ�¥§�D�©ª����DÆ
ω = (θ, ϕ)

�]�`�§�DÇ��Ö¡µ���§¥���¢��nÜ¢D�Ý�g¢D¡h�©ª
θ = ((1− {εi · 1000}) ∗ A[bεi · 1000c] + ({εi · 1000}) ∗ A[bεi · 1000c+ 1])

ϕ = 2πε
′
i ,È±«n¢D¥§� {x} ¡h¢D�]�`��¢¤� ��¢D½�¾�Ü6ª,�Ó�¦��Æµ¡��g¼£¢ x ÀF� bxc ¡µ¢��]�h��¢¤����¢D½D¾�Ü
���±��Æµ¡��g¥§��¼ x ¸gúÝ¥����©ª����DÆ

ωr = (0, 0)
¸

��SGR�� ¼ C�UHJ�J C�G�@ÄC�Gg8.C�G
þ��Ó�`¨©¢���¢���¢D��¡¤�Ä��ÔD�©��«]�Á�L¾��g¥Ú�¦�b�Á�L�,¡¤�Ä¡�«nªh��¼°À�ÇD��Èµ���`��¥����K��¥�����¥,¡h��¥��DÆ±����� ¨�¼���¡µ¢D�6�����µ¸�µ �§ª�¨­»���©ªh���Ý��¡£���°¨©ª�����Æ.Þn¸øý�¸&þwª���Æ��©¡��H�LÔ��©�°« �Á�Ï¾­�g¥É�û���Ó�£«��¦��¼Ï¡h¨©�©�©�LÈh���¦��¥����6��¥��D��¥Á¸m1î�©�����]�¦��¥Ú��©�D� «n�D��¥��nÈµª7VÉ��¢D�h�
Þ°¸óÞ9X��i�°���©¡��i�h«n¢D¥§�
�î�g¢D�h���]�.¡h����¥���¢¤�¦��¥§���gÆ��Ó�h«nª¿�,�Ó�`¨©¢���¢��°¢���¡¤�i�n��²ÔD�©��«n�û��¾­�g¥É�û���Ó�°¸ 1��¦��¥Ú�`¨��×���±��Æµ¡��i�hÜ¿�,¡0�g¨©¢��°¨���Æ�¥���²ËÆ�¥§�D�©ª���Æ`�`��²�À6���µ�ÕÆh¡¤�i�¦��¥��Y�,½�«°¢D¥�����©¢D�D����¡¤�i�`«n¢¤�¦�����,¡ Æ�¥§�D��ª���Æ`�h��²Y�4¨����©¡h��½QÔD�©��«]�Á�î¾­�g¥É�û���Ó�nÀy�×«n¡µÆn�Á�`«n��¥§���
�,¡Q�®�DÈh¡Í�,¡¦»��¥§�D�©¢���²���¥Á¸yú�¡h�©¢���¨©���`�6�Q¢��L¢���¥Ú¼`¢�Æ�ª

dω =
dA cos(θ′)

||x′ − x||2
VÁÞn¸ � X

È±«n¢D¥§�
x′
�®�D¨�����ª���Æ������(�]�QÔD�©��«n�§��¾��g¥Ú�¦�b�Á�°À?�

θ′
��¡.Æh¼û����¥§½�«n¢��î�Ä�DÆ��©¡µ�©���(��¡h�©� �¦�§���°�«n¡Q�,¡���¥§�D��¢���²���¥I¾­�g¥É�û���Ó������ª���Æµ��¥��

x′
���Ä�DÆ��©¡µ���D�

x − x′ ¸�ÎÂ¨��b����¥Ú�¦��¼`�
¢¤�`�§�DÇD��¡h¾�Ü£Þ°¸ �«n¡Ï�g¢D¡µ��ªîÞ°¸óÞ�¡`���©¢�����ªh�®�D�6�
Lr(x, ωr) = Le(x, ωr) +

∫

A
fr(x, ωi, ωr)V (x, x′)Le(x

′, ωi)
cos(θ′) cos(θ)

||x′ − x||2 dA ,
VáÞ°¸�Û�%�X

È±«n¢D¥§�
V (x, x′)

��¡6¬�ª���Æµ�­���Ý�g¥Ú«n¡���¢D��¡h¾���¥\��¥§½�«n¢��
x
¥
x′
¸�'�ª���Æ±�­�­�L�b�L���©¢��¦�®��ªh���i�g�¦���©¡µ¾�Ü�%È±«°�£���¦Æ�¥§¾K¡µ��¥§�DÆ����®�D¨��K��¥§½�«n¢��.�®�°�£¥M��ª��nÆ��b�¦��¥ÁÀ?ÛL�ß����¢D����¥ �����������©¢����]�h«nÆ�ª�¸�0w¨��®�°���û»��¡h�L���¤�g�]�`�n¥É��Þ°¸�Û�%�«n�Ú�

p(x) = 1
A

VÓ�����µ��Æh¡¤�i�`�n¥��Ý�®��«°��¡µ��¡°«n�����,¡.�,¡¤�g¥§�D�©¢���²n��¥&¾­��¥Ú�û���Ó�2X���©¢��°��¥§�D���Ï�,¡µ¨����hÜ&Y
Lr(x, ωr) ≈

A

M

M∑

j=1

fr(x, ωi, ωr)V (x, x′j)Le(x
′
j, ωi)

cos(θ′j) cos(θi)

||x′j − x||2
.

Î ���D�.¨©�,¡h¨��h��¡h����¥���¢¤�¦�
�=���h«°¥É�¦� �­�®½L¡�«n��¥Ì�b¼6�Ë��ª���Æ±��¥§�
x
�ËÆ�¥��D��ª���Æ�ª

ωr
�]���,¡°«n¨��b���g¥�����`«n¥É�¦� �­�®¥L«n¡���¥§�D���¦�­¼h����� �,�D¢D�,¡µ¾©����«n��¥§¡�¡°« ÔD���°«]�Ó��¾­��¥Ú�û���Ó�n¸W´��É�¿��¥§�D�§ªtÔD���°«n�û�6¾­��¥Ú�¦�b�Á�¨�ª��
ªh�®�D�6�Q¥���²Q��Æn�Á�`«�¸

Þ �



Vá�9X VÕ�5X

Ù ��¨�ªn���DÆ$Þ°¸ôüBY/¹/¥§½DÆ�Æ�¥§�Ö��¥��D��¥§�µ¸�ÒK�����¦¢ÀVÁ�2X��i�°�©��� «n�D�©¡��i�`����¢�ª�Ç��n��¥§�D� à¿�����µ�,��Æ�«n�É�ÔD�©��«]�Á�Ï¾­�g¥É�û���Ó�°À�¡h�����¦¢uVÕ�5XA¢Lª�Ç��n��¥§�D��Þ`ü£�����µ�,�DÆ,¸
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�uSGR ¼ 7 > ; _¦3LE?368�ggZ
¹Ö����¡°«��£���`�.¬�¡h�©¡µ�����P�,¡h�§�DÈ��Ï�]�Ï�D�£¥�¨Á�®¥�¬�¡h�©¡µ�n�¤�Ë¢D�LÔD�©��«n�û�I¾��g¥Ú�¦�b�Á�°¸yÅK�¦¨���½D����¥§��¬É¡h�©¡µ���¨b¼×¾©�§��«n¢D¡h���.�4�����`Æµ��¥��.�©¡h¢���²�¡�«n¢D�D��¥Ú�Í¨©¥§½��,¡¿¨����D��¥§�µ¸Jµ �����D���`Æµ�­�®��¬É¡h��¡h�����j¢D��¨����D�]¼ ¨�¼¢¤�`�]�¦��¥§½������g�¦�����c¨©�,���­�­�`�§�����K¨����©ª�Æ±��ª���¢D�£« �`���°��²�¸�ùI�¦Æ`�=¨©�©�©ª�Æ��©ª����6�®�D¨��L��¥§�D¢¤�¦���DÇ��]�.¡�«�,¡���¡µÇ��D��¥É�Ø¡µ�n¨��D�®�g�û��¡h���°À±��¡H���D¨��y«n¡�« �¦�©Æµ¡��g�°�c�¦��ª°���D�ß�����?������¡°«���¸¯ÅK�K�,¡°«n¨����D�g¥��H¥§��¬�¡h�­»� �h�®�®¥]¡6¬�¡`��¡h�]�h��²=«n¡hÆµ¡h��ªh���D�
�£�D¨��®�°� �`�­��¥]¡µ¾­�g¥����©������¥É�°¸&¹î�`�±��¬�¡`��¡h����� �,¡h¢��i�`�Ú�¦��¼Ý�b�`Æ�ÇD��]�KÈh�D���D��¡¤�i�¦��¥��ÄÆ`�¦ª�¨��®�°Æ,Àµ��¢D�DÈh¡Ý��¥§�Ä��¡hÇD�]��¢D�©¡h��¥�ÜA�D¬��DÆ±�®���g��¥§�Ä¢¤�K�,¡h��¡���¼K¨��b�¦� « �¦��«n¡��Ä���������¡�«°��¹/¡µ�±���
ÃÄ�`�©�§¡�¸

¤z£q¢�£q¢ � §·�®}d¨±q ¦�m { m&��W
ùM�D��¬����`Èh���D�±�g����¢D��«n¨��b����¥Ú�Ï�£����¡�«n½L�D��¥§¨Á�®¥�¬É¡h�©¡µ��ª.¢H�®��«n�n�DÈµ¡��§ª��Q��¥§�D�§ª�ÔD�©��«n�û�I¾­�g¥É�û���Ó�°À¡µ���`¢L¡h��¥�¨©ªh�®�Lª�Ç��n��¥§�L� �`�.���©¡h�®��Æ±�­�®¥\�����D�§ª/¢��g¥§½DÆ�¨©¢¤�¦��¥É�Ï�D¬��DÆ±�®���g��¡h¾���¥��D��¥§¨á��¥á¸
+��Óå��Áå��Óå �ØñÂì;�j��
¿ê/íwðB��è°é!���,�µê±è��]ð���ï�/�é��x
�F��=ì:
B�I�x

' ¡`��¡h���×¢D�£ÔD���°«]�Ó�Q¾­��¥Ú�û���Ó�Q�,¡���¥§�����×���nÜ��D��¥Ì��¡��g�¦���£¢DÈh¡°«n�n¥���¢£��¡µ¢DÆ��Ó�`«n�D�^���DÈµ¡.��¡°���±¸ú��`Ç�«°�L¬É¡h�©¡µ� VÓ�,¡���¢¤¼û��Æµ¡��Ä¡�X����©¢��D��¡µ¨©¥±��¼i¨��¦� ¼i��¡��h¸I´�¢D¥§½DÆ�¥±���D��ª�¢D����¥§���®¨©¢��°�6�L¢������g¥�¨©Æµ¡� �`����¡��g�¦��¥Ú���]�`��¥§½���¥y¡h���¦¢ ��¢¤�`¨©ªÂ���©¡����D¨©¡µ���/�]�.¬�¡`��¡h���Í¡Ö� �µ�Õ���Ý�£¡°���±À?Æ±���h�©����¥§����¥§�D�§�����¡h¨©¢¤¼�«n¡Ï¡h���§¥���¢¤�`�n�DÈµ¡£¡h¾­��¥§�����§�D��¥Ú�°¸�' ¡`��¡h��� ¢Ø��ªn��Æ���¡��Ä�DÈµ¡ÏÔ��©�°« �Á�
¾­�g¥É�û���Ó�
�D�£¥§�©¡¤�i�¦���¨b¼Ï�ß��¡h¨©¡¤�i�n��²îÆ�¥§�D��ª���Æ`�h��²î¢��®�D«n��¡µ��¡°«n�������©¡h¢DÆ��Ó�h«n�D�º�������K«n¡h�,¡°«°¡µ��¥§�Dõ�¨����i�°¸*'�¡h�©¡µ���¢��,¡���¥§�D�©¢D��²���¥§¡¤�i�n��²¿ÔD�©��«n�û�A¾��g¥Ú�¦�b�Á�Q�D��¥Ì��¡��i�`���£¨b¼Q¢£��¡h¨©¡��g�n��²¿��ª���Æ��©�¤�·�,¡���¥§�D��¢���²���¥¾��g¥Ú�¦�b�Á� �c��¡h¨©¡¤�i�n��²ÍÆ�¥§�D�©ª���Æ`�`��²¿¡hÈh���¦��¥Ú��¢�¡µ���°��²Â«n¡��,���Õ¨©¬��D�­�±¸£úÝ¥��D��ª���Æ�¥w¨�¼Q�§¡µ¨©¡��i�`���£¢�©¡h¢DÆ��Ó�h«nª

p(θ) =
cos(θ)

π
,

È±«n¢D¥§�
θ
�®�D¨�� Æ`¼¦����� �£¥�½�«°¢�� �Ä�DÆ���¡h�©�D� ��¡h�©� �¦�§���°� �,�Ó�`¨©¢���¢��°¢D���P¾­�g¥É�û���Ó� ��Æ�¥����©ª��°»Æ�¥���� �D��¥§¨Á�®¥Á¸0´�¢D¥§½DÆ�¥H������ª$�������K«n¡h�,¡�«n¡µ��¥§�Dõ�¨����Ä¡ �g�µ�D��¥Ì��¡��g�¦��¥Ú� ¬�¡`��¡h��ª��jÆ�¥��D��ª���Æ�ª���©¡h¨©�©¡µ� �h«]�É�°� «n¡��Ä�DÆ��©¡µ������¡h�©���`�§���DÈh¡Í�®�D¨���¢D�D��¡¤�Ä�µÀK¥Ý�]�`�©«n¢D¥§���=�������K«n¡h�,¡°«°¡µ�����¿¨�¼Æ�¥����©ª���Æ�¥����§¥�¨©Æ�¥§�Ø�Ä�DÆ���¡h�©¡��g¥���¡µ��� �¦��������ª�¸m�`��ÇD�D��¥���¡°�Ø¾­��¥Ú�û���Ó��¡µ¢D�]�`��¢����
�Q����¢D�D¢

Plight
À�=���©¢D�D¢

ne
�§¥���¢D�,½��g�µ�D��¥Ì��¡��g�¦���n��²Í¬É¡h�©¡µ�����6À���¡Q��¡°��Æ`�`ÇD«n�DÈµ¡=�g�µ�D��¥Ì��¡��i�`���DÈh¡.¬�¡`��¡h��ª

³nÛ



Ã ç:�]ð,ïG�<�ûñ 3 0w�£¥�¨Á����¬�¡`��¡h��ª�¢L�,¡h�®��«°��õ ��¢D�DÈh¡�ÔD�©��«]�Á��¾��g¥Ú�¦�b�Á�°¸
Ì�ß!Ñ�×$ê í ýAäI×$älæ
Þ�È�Ú.ÛæAê�Ì2ë���ìØ�ý
Ñ2â�Ì È Ç"Ì"Þl×7ß<Ñ9Ì2Ç�Þ�î2Ì	Ø¹ß5à í Ñ9Ì¹Ü"ä&×�äIæ$ÒIØ�Ú.ÛÆAÑ`Ó"ëBâ�ä"Þ2älØ"á²Õ5Ñ9Ì&Ó2Å�æAÌIÕªË�åBä2Æ&æ�Ñ&Ì7Ë²Ó�ä&Ë�Õ$Í�à9ÆBÌ�ß²ß
ä"îláùç�Ø�Ñ&à&×$Í�àEì

í æ�×BëBâ�ä"Þ2älØ"á í Å�æ�Õ�×ùç�Ø�Ñ&à&×$Í�àEìç�â2Ì2Æ�wªÜBäI×$älæÙË í Å�æ"Õ�×�Å í æ"× ØªÕ5Ñ9Ì&Ó2Å�æ"Õ2Å�ÆAÑ`Ó�ìæAê�Ì¹ë7æAê�Ìfx�ï�ìôÜBä&Ó�Ì�à"î`ýþÈqË�à í à�ß!Ñ&Ê&×�àIæ�áÙÜBäI×$älæ í Úí é í älØAÌ&Ó"ë í é í älØAÌ&Ó õ æAê�Ì�ìô

�g�°��¡h¨©¥
Pphoton =

Plight
ne

VÓ³�¸§Û`X
þw¨©�Dª «n¡hÆµ¡°«.�D��¥§¨Á�®¥�¬�¡h�©¡µ��ª/¢D�LÔ��©�°«]�Ó�Ï¾­��¥Ú�û���Ó�Ï����¢D��«n¨��b����¥§¡h�����®�D¨��H�ß�¦�§Èµ¡h�����©��¥§��à�¸

+��Óå��Áå�� � �ØñÂì;�j��
À-áð$��ðFë!/"�(éIç:
?� ì�è°ç�  ��ï�/�éMè���F��=ì:
B�I�x

Î �®�°� �n�©¢��°�]�`«nÆ�ª*�g¥�½������=¬É¡h�©¡µ�����Ñ�,¡¤�g¥§����¡$���nÜî�D��¥Ì��¡��g�¦��� ¢Q�­�`¾©��¥§���®¨©¢��n��²tÔ��©�°«n�¤�¾��g¥Ú�¦�b�Á�Ï��¥�Ç�¢6��¥§�D����¥§���®¨©¢��n��²�¸ÄùI�¦Æ�¥����,¡�«n���®¾���¥§�6¨��n������¥Ú�nÀ ÇD����¡��L�D��¥Ì��¡��i�`���°��²/¬�¡`��¡h���¤��®�D¨�� ¢D���§¥�Ç�¡µ�]�°¸ ´�¢D¥§½DÆ�¥i���D��ª0�n¥��/� �¦�©��ªh���D�
�$¢¤�¦¨©¡µ�,�����]�`�£¥�½���¥�¡��g�°��²�¥���¢¤�¦¨©ª����©¡�����»¨�¡h���£¢¤�¦����ªh��¼`��¨©¥�½
«°ª�Ç¤¼�¥§��¡h¾���¥Ú¼�¬�¡h�©¡µ������¡ � �µ�É�n��²/��¡°���`��²�¸ �`��«n�]�¦Æ=�ß�n���¦Æ��®�n���6��¡µÇ��¢�« �`��¢��nÜÄ¨©¥§½Ä¨�����ª]�`�­���°ÀµÇD�Ä¾­��¥Ú�û����¡Ý¡Ý����¥§����¨�¢D�­�?�£¡°���
¢Ä���§¥�¨©Æ`�K¡µ¾­�g¥����©�Ú�Ø¡h��¨©¢¤�¦�¯¢D�]�¦�­«nªh�­¼h���¨�¥§½�� �,¡h�§ª=�g¥Ú«n¢��D��¥É�
Æ`�`�£�D���±À��
« �¦���DÆh¡Ï¢D�]�¦�®«nªh�®�Ý¨©¥§½Ø¾��g¥Ú�¦�b�Õ¡�À°Æ����h�©�DÈh¡Ï«nª�Ç¤����¢D½D¾�ÜK��¡°����D��¥Ì��¡��g�¦�]�g�®�D¨���� ¢Dª��,�û����¥��Ø¥§������¡h��¨�¢��`�A¨����D���±¸&´��Ú�����DÈh¡��,¡h�
�°¨b�	����¥§�©¡��g�¦��¥Ú���g¥§½DÆ�¨©¢D�����¥���¢D���Ö¬�¡`��¡h���¤�Ð¢���¡�����¥§���®¨©¢��n��²×ÔD�©��«n�û��¾­�g¥É�û���Ó� ��¥§�Ï¢��D�g¨©¢D�Ï���©¡��i�h«n¢�¥¯«n¡Q¡h�n�®�°� �¦�§���DÈh¡�g�°Æh¡µ��¢��°¨��b�¦��¥É��� �¦���Q¬�¡`��¡h�����
¸

¤z£q¢�£ u ¡ q�©¢T4ln~£W { mMrÍqy�K��q
Î ���©¢��°� �h«nÆ�ª*�©¢¤�`«nÆ�¥§����Èh�D¡h��������¥�¥���ª����©¢¤�`«nÆ�¥§�DÈµ¡��©¡h¢û��¡µÇ��D��¥É�¿¡µ��¥§�DÆ��©�¤��Èµ�D���D��ªh��¼`���n��²Æh�¦ª�¨��®��Æ�¥F�i�°Æµ¡h�©¢���¨©�����i�`���Ý¨�¼Ï� �¦���Q��¢Dªn��¡��i�`��¥Ú�°¸y¹î�`���Q��¢Dªn��¡��i�`��¥Ú�£«n�Ú�Ï¾­��¥Ú�û���û�?��ª���Æ±»��¡��g�n��²Q¨�¼6¨©¬������`�£¥\¡h���h��¢¤�¦��¼`���°��¥,���K¾­��¥Ú�û���Á�°À°�,¡�«n¢D¥§�D�§¡µ������¥F�]�L��¥§�D�§�Ø� �µ���n��²=Æµ¡µ�£�µ���DÆ\¸Î ���©¢����]�h«nÆ�ªÍ�,�Ó�`¨©¢���¢���¢D��¡��g�n��²ÍÔD�©��«n�û��¾��g¥Ú�¦�b�Á�=� �¦�]�=��¢Dªn��¡��i�`��¥Ú�
�®�D¨��L�,�Ó�`¨©¢���¢��°¢��]¼Q¥¨�Æn�Á�`« �Q¨©¥§½£¢����±�É�n��² ¡µ��¨©¢¤�¦�©���c�����h�®Æ`¼û�����n��²�¸£ú�¡h���h�©Æ`�=��¡hÇD��¢��D�g¥§�D���`Ü��i�`�­��¡h¾�Ü�%.�§ª��ÛµÀ°�,¡���¢¤¼û��Æµ¡��Ä¡��g¨©¢��°¨���Æ�¥§�ØÆµ¡h���h�©Æ�¥\¢¤����¥§�D���¦��¼��i�`���©¡µ¾�Ü*%n¸&ÅK�`¨��©½D����¥§�Ý¬É¡h��¡h��� �D�£¥§�©¡¤�i�¦���¨b¼Ö¢D�QÔD�©��«n�û�g¾��g¥Ú�¦�b�Á�/�^Æ�¥§�D�©ª���Æ�ª$¡h��¥§�DÆ������6¸Âú�¡h���h�©Æ`�î���`���Â�©¢Dª°��¡��g�¦��¥Ú�î���©¢��û�®��ªh����g�¦���©¡µ¾�Ü/ÛµÀMÈ±«°�Í���©¢�����²�¡�«n¢D¥�����¢D�D¢ �n¥É¼£���¦Æ�¥§¾
�,��¢D�,¡µ¾©�©�D«n��¥�¡/�i�±�D��¥Ì��¡��i�`�±�Í¬�¡`��¡h��¸�þw�©¢��Èµ�D�����©¡��g�¦��¥§ª Æ`�¦ª�¨©���°Æ\ÀHÈµ«°�0¬É¡h�©¡µ�*ª�«n�D�©¢��$���,¡���¥§�D��¢���²���¥§�×��¡µ¢D�����`¨©¢¤�¦�­¼h��¼/���DÈµ¡Y¥§�����D�®»�`Æµ�­���/��¥��
�®�D¨���¢¤�¦�]�`�£¥�½������i�`�]�/¡µ���`¢=Æh¡µ���h�©Æ`�/�]�/� �¦��¥§�=��¥��=¢D�£¥��D��¥Ú���i�¦����¡h¾���¥Á¸ þw�©¢��¨©�©¡µ¨©¡��i�`��¥§ª�� �¦���©¢Dªn�©¡¤�i�¦��¥É�Ý�,¡����b�¦��¥§�g�D��¥§¨Á�®¥ ¬�¡`��¡h����� ¡h���§¥Ú��¢¤�L¨©¥�½i��¡��iÆ`�`Ç�«n��Èµ¡�¬�¡`��¡h��ª

³µÞ



¨©�©¡µ¨©ªh�­¼h�Ý¢D��¡�«°��Ê Æµ¡��i�`�±� ��¢D�h�g³n¸�Û�Y
Pphoton =

Plight
ne
· Kz

K
,

VÓ³�¸ôÞ2X
È±«n¢D¥§�

Kz

�©¡6�\¡h�§�K�,¡hÆ��­���g�¦��������¢D�D¢�Æµ¡h���h�©Æ�¥]¡L�g�¦���©¡µ¾���¥MÛhÀn�
K
�©¡
�,¡h�§�Ø���µ��Æµ¡���¥Ì����� �¦����©¢Dªn�©¡¤�i�¦��¥É�°¸

¤z£q¢�£�¤ ¤ �®|�±g~F|	���®|�¦�m { my�7Z	r
�Ý«°�/¬�¡`��¡h�×¢D¡h¨��b�¦��¥§�6�g�µ�D��¥Ì��¡��g�¦���±À��®�D¨��Ø¾©�§��«n¢D¡h���Ö�,¡h���©¢D��¢�¨����D��½µ¸KúÝ¥��D«°�Ö¬�¡`��¡h�îª «n�D�©¢���º¡h��¥��DÆ±���®�D¨���¡�«n��¥ø�­�`���±ÀÄ�`��¨©¡h�©�,¡��g�¦�����§ª��¿���DÈµ¡ �����¦¨�� ��¡hÇD��ª��§����¢¤�¦Æ���¢�����¥§�D��¥§ª0���©¢�����©¢D����¾���¥�ª ���©¢D�D¢×���©¢��DÔD�©¡���¢��°¨��®��¡h��¥§�DÆ��¤¸cÒØ«n��¥Ú��¥��=�®�D¨���«��Ä¡h���¦Æ�¥§�DÈµ¡���¡°«n¢¤�¦��ª�ö��©¡h¢D���©¡¦»¨�¢�¡µ���/�§ª���¢��g¥§�D����¥Ú�`«n�É�¦���µ¸t´�¡¿¨©�©�D�©¡��i�`��¥Ú�Í¢¤�`��²�¡��i�`��¥§�D� ¬�¡`��¡h�������,¡�«���¢¤�¦¨=¥§���������¦Æ±�­�®¥¢Ö�,¡���¥§�D��¢���²���¥Ú�`�£¥�Æµ¡µ��¢��°¨��b� ¨�¥§½Ö¢ Ù ¡µ¨��¦��¨�Æ�¥���� Ù ª��§����Æ�¥Á¸ Å��¦�®��¥§�D�­���©¡h¢��i�`Ç����
�$���©¡h¨��®���¡µ�n¡°��²���¡µ� �û���n��¢D��� ���©¢��°�]�`«n�DÆ\¸yþy�Á�¦¨©¢���¢��°¢��]��¡°«°��¥ø�­�¦��¼`����¾­��¥Ú�¦�b�Õ¡Ï�,¡h¨©¥É�`« �6�g¨©�,���Õ��¢��°�°»��¥�Æ�¥�¡�«n��¥Ú��¥É�/�©¡h¢D����¡µ¨©¢D¡h���DÈh¡

kd
À?¡°«n��¥���¥Ú�/¢���¥§�D�©��¥É�`«n�Ú�`�n�DÈµ¡

ks
¡h���¦¢ ����¢D�DÔD�©¡���¢��°¨��©¡µ¾���¥

kt���©¢��
�i�`��ª���Æ�ª
kd+ks+kt ≤ 1

¸�CgÇ����i�`�6�Ï¢D��¥§�D�������I��¡h¨©¡¤�Ä���
ξ ∈ [0, 1]

¡i�®�D«n��¡µ¨����¦�®���°��©¡h¢DÆ��Ó�h«n¢D¥§���������K«°¡µ�,¡�«n¡µ��¥§�Dõ�¨�� �g�=«n¡Q¨��©�D�©¡��i�`��¥Ú� ¢��h��²�¡��i�`�n¥��D��¬É¡h�©¡µ��ª�¸LÅK���,¡°«n¨��b���g¥�������H¢D��¥§�D�������i�,¡�«n���®��ª`�®�D�
�/«n�����°¢­�®�
¡=��¡°«n¢¤�¦��ªî¥��±���D���¦Æ±�­��¥?¬É¡h�©¡µ��ªÖ¢
�,¡��g¥��D��¢���²���¥Ú¼��,¡°«�»��¢¤�`¨i¡°«n�n¥Ú��¥Ú�"Y
ξ ∈ [0, kd] 7−→ ¡°«n�n¥Ú��¥§���©¡h¢D���©¡h¨©¢D¡h���
ξ ∈ [kd, kd + kt] 7−→ ª�Èh¥�½���¥��L�����`¨��=¬�¡h�©¡µ��ªÀVÓ���©¢��DÔD�©¡���¢��°¨����L¡µ��¥§�DÆ����$X
ξ ∈ [kd + kt, kd + kt + ks] 7−→

¡°«n�n¥Ú��¥§��¢��g¥��D�©��¥Ú�h«n�Ú�¦���
ξ ∈ [kd + kt + ks, 1] 7−→ �¦��¨©¡µ�©�\�®���
Î �®��� ���©¡h¨��®�°� ����¢��°�]�`«nÆ�ª ��¥§�¿��ª�¨©¥§�
� ��¡�«°��Ê Æµ¡��i�hÜ ��¡°��� ¡°«n�n¥§�©�DÈµ¡0¬É¡h�©¡µ��ª�¸

Ù ¡h¢��i�`Ç��
�6���©¢���Æ��Á�`«
�,¡¤�g¥§�D�©¢���²n��¥n¡°«n�n¥ø���û��¼h�����Iâ&%�GË���©¢��n��²�¡°«n¢¤¼`���DÈh¡Ý¾­��¥Ú�û���Ó�n¸�1F�±���hÇD�
�±ÀÇD���]���b¼��,¡���¥§�D��¢���²���¥§�������¦Ê,�ÖÛ�%9%&%=¬�¡`��¡h���¤�6¸L¹Ö¡hÇD�D�6�Ö¡°«n��¥�Ü=ÛG%&%9% ¬�¡`��¡µ�n�¤�Ð¡=�,¡��Õ¡���¥§���¡°���±Àh��¡hÇD�D�
�6�©�DÇH¡�«n��¥�Üiâ&%&%Ø¬�¡h�©¡µ�n�¤�0¡Ý�,�û�������?�£¡°���
ª�Ç����i�¦��¼`�Ä��¡µ¨��¦��¨�Æ�¥����M�©ª��§���©Æ�¥á¸¯´��É����©¢D�D��²QÆ`�`�]�µ���¤� Ù � � ��¨©�,���Õ��¢�������¥�Æ�¥ kd � kt ¥ ks ¢¤����¥§�D���¦�­¼�³��g�¦���©¡µ¾���¥Á¸]1����DÈh¡Ï�,¡��Ä¡°«nª¡µ���§¥���¢¤�¦���6¨�¼6��¨©�,���Ó��¢��°����¥§Æ�¥
kd,avg =

1

3
(kd,R + kd,G + kd,B)

kt,avg =
1

3
(kt,R + kt,G + kt,B)

ks,avg =
1

3
(ks,R + ks,G + ks,B) ,Æ����h�©��¨©�©¡µ¨©ªh�®��¨©¥�½Ø«°¡���¡µ¨��¦��¨©Æ�¥��­�&�©ª��§����Æ�¥��­�`Æh¡

kd � kt ¥ ks ¸MÎ ���°�W����¢��°�]�`«nÆ�ª=��¡°�g¬�¡`��¡h��ª��¡µ¨©¥����nÜÝ¢���¡°«°��Ê Æµ¡��g�¦�]�6��¢DÈh��½D«n�D�j�������K«n¡h�,¡°«n¡h��¥§�Dõ�¨����i�£�n�©¢D���©�­�i�`��¥Ú�°¸�þ¯�©¢D�D¢
Pinc,X¡µ¢D�]�`��¢¤�¦�
����¡��/¬�¡`��¡h��ª����©¢��n��²�¡�«n¢¤¼h���DÈµ¡�Àg�¿���©¢��D¢

Prefl,X
��¡°�/¬�¡`��¡h��ª�¡�«n��¥Ì���DÈh¡�«n�É�Æh�¦�]�µ�Õª

X ∈ {R,G,B} ¸Â´K�Ú�î¡�«n��¥���¥É�î�©¡h¢D����¡µ¨©¢D¡h���DÈh¡Í��¡��=¬�¡`��¡h��ª���¡°«���Ê Æ�ªh�®�Q¨©¥§½.¢D���¢D¡h�©ª


Prefl,R
Prefl,G
Prefl,B


 =

1

kd,avg



Pinc,Rkd,R
Pinc,Gkd,G
Pinc,Bkd,B




³h³



´K�Ú�Ï¡�«n��¥���¥É�Ï¢���¥§�D�©��¥É�`«n�Ú�`����Èµ¡£�g¢D�µ�w���D¨��g�,¡h¨��b�`��¥


Prefl,R
Prefl,G
Prefl,B


 =

1

ks,avg



Pinc,Rks,R
Pinc,Gks,G
Pinc,Bks,B




Î ����¢��°�]�`«nÆ�ª�ª�Èµ¥§½���¥Ú�������¦¨��Q¬�¡`��¡h��ªQ��¢��µ�w���D¨��g�,¡µ¨����h��¥


Prefl,R
Prefl,G
Prefl,B


 =

1

kt,avg



Pinc,Rkt,R
Pinc,Gkt,G
Pinc,Bkt,B




úÝ¥��D��ª����DÆ�¡�«n��¥���¥É�L�®�D¨��Ø�§¡h¨©¡¤�i�±ÀF���©¡h¢DÆ��Ó�h«/�������K«n¡h�,¡�«n¡µ��¥§�Dõ�¨����i��Æ�¥§�D�©ª���Æ�ªî¡°«n��¥���¥Ú���®�D¨��¢DÈµ¡�«n���Ï¢i¬Éª���Æ±�­�­¼ � Ù ´('@VÓ�]�¦�®� �`�©«n¢D¥��­�¯�������K«n¡h�,¡°«n¡h�����g¨�¼ØÆ�¥§�D�©ª���Æ�¥n��Æ����h���n��²Ï�i�`�­��¡h¾�Ü� Ù ´*'î�®�D¨���«°ª�Ç¤�2Xb¸´�¢D¥§½DÆ�¥&��¡µ¨��¦��¨©Æ�¥��­�Ø��ª���������������¢D����²�¡���ª`�®�D�
�×¬�¡`��¡h���×¡��,¡°«n¡h�������Ø��¡����±¸�´�¢D¥§½DÆ�¥w�©�D��ª��¥���� �¦�©��ªh�®���
�Í��¢¤�¦¨©ªÂ���©¡����D¨©¡µ�����]�.¬É¡h�©¡µ��� ¡/� �µ�Õ���Ø��¡����î��¢DÈh�§½�«n�����Ý���©¢�� �D¨����°� �`�­�®¥���`«n¥É�¦� �­�®¥¯¢Ï� �¦���Ö¬�¡`��¡h���¤�6¸
ú�¡h�§���®�]¼=¢¤�¦�����b¼=�©¡h¨��¦�®¨©Æ�¥§�����©ªn�����©Æ�¥F���D¨��Ý���D¡h�©�����n��¢D�]� ��¡hÇD��¥ »�H¡h¾�Ü
¾©���D«n¢D�D��¥Ú� ¾���¥��DÇ��DÆÖ¡Q«n¡��Ä¡µ�§������«]��ª�Èh¡µ¾���¥Á¸6¶��©¡µ¨©¡��i�`��¥§��¾���¥§�DÇD�DÆ/¡=¡µÈh���¦��¥���¢D¡µ�n���K«]��ª°»Èµ¡h¾���¥w����¡��g�`«n¢D¥w«n¡.�,�Õ½�«nªÍ¨����¦���°¨��®�n��¢����DÈµ¡�VÕ��¥É�¦¨tX�¸�Î��`« ¼
�®�D¨��L¢���¥§½DÆ�¨©¢D�D��¥§�Ï�i�¦�©¥Ú�`� �®�®¥I��©¡h¢���¥Ú¼¦¢¤�`��¥§ª�À��,¡h��¥��b�g�¦ÇL��¥§�LªnÇ����i�`�
�=«n¡µÆn�Á�`«n���n��²Q�i�`�­��¡h¾���¥�«n�Ú��¡°«n��¥���¥Ú�Ï�n�©¢��=¨©Æ`�`�§¡��g�¤»��¥�ª ��¡����î¬�¡`��¡h��ª�¸�þM¡µ�§�DÈ±�¦�
�î�]� ���©�h��Æµ¡��g�¦��¥§ª ���n��²Ö�g�¦���©¡µ¾���¥ÁÀ�Æ��©�µ���£¢���¥��DÈ±�¦��¼Q«n¡Q�����¤»��¥�«]��¡`�Ä�DÈµ¡���¡µ¢b��¥Ú¼`¢¤�¦��¥Ú�£����¢��Qª�Ç��n��¥§ª.�i�°¨��b�¦����¢��¦��¼`�����Ä¥§�§¡µ¾���¥�¬É¡h�©¡µ�����6¸
¤z£q¢�£�` ¥ q�©�q]§·��� { TÄr¿qy���®|P�®� { |�lnqBUyoI¨���¦�m { my�YZMr ~F|Ë}°o\|��7[
µ��±���D���¦Æ±�­����¬É¡h��¡h����� ¢��,¡���¥§�D��¢���²���¥Ú�¦��¥Ï¨b¼0¢¤�`�]�¦��¥§½������g�¦���×�®��«��°��¥§�$«n�É���,¡���¥§�D��¢���²���¥�©¡h¢D�����¦¨©¢¤�¦��¼`���n��²î��¢��°�§¥��b�¦Æ�¥���²�À]Ç��

kd > 0
¸H´K�Ú�£�,¡¤�g¥����©¢���²��n¥M¢���¥§�D�©��¥É�`«n�Ú�`�±�n��²îª�Ç��±�g�¦�
����©¡h��¥§�D��¥Ø¡�«n��¥§���n��²��S¨��,¡h¨©�µ� ¢��g¥�������¥Ú�h«n�Ú�¦���±¸c´K�Ú�Y¥§�����°��² ���©¢��°� �h«nÆh�¤�S�,¡µ¢¤�Â¡µ��¥§�DÆ±»�b�¦��¥Ø���©¢D�DÔ��©¡°��¢��°¨��®�°�£¥Ý¢¤�¦�]�¦��¥§½���ªh�®���
�*¬�¡`��¡h�������©¢���Æ`�`Ç�«n����¥����©�D���¦Æ±�­��¥á¸�' ¡`��¡µ� ��¡µÇ�����nÜL¢¤�¦�]�¦��¥�½��b�¦���=��¥§�D�§¡µÆ��©¡`����¥§�L�g¢�«]��ª�Ç�¨��Ä¡h�®�­�Ä¨���¥���ÇDÆ�¥Á¸Äþ?¡�«���¢¤�¦¨Ø�¦��¨©¡h�©�\�­�®¥	¬É¡h�©¡µ��ª£�®�DÈh¡¥����©�D���¦Æ±�­�­�/¢��,¡���¥§�D�©¢���²���¥Ú¼����D¨������¤�g��¥§�DÇ ¢¤�¦�]�`�£¥�½������i�`�n¥É�°¸¸' ¡`��¡h���Í���©¢D����²�¡¤�gªh�®�D�6� �Èµ�§¡h�]�`�§�����Ä¨�����ª�Æ���ª���¢D��« �¦���n��²/¢��i�¦�����A� �`� ¼Ï¬�¡`��¡h�����
¸

¤z£q¢�£ x � ¦�|�U { THr$�gq·} { lXW7U { W�lnq ±gqy��TgoX� ±7�®q §Ðq�© ¦�m { my�7Z	r
´K�Ú�
Æh�¦Ç�«n���y¥����©�D���¦Æ±�­��¥F¢¤�`�]�¦��¥§½���ª`�®�D�
� ��¥§���®¨����Ý¥§���©�D���¦Æ±�­��¥áÀn�£¡°�K���©¢��°��²�¡°«n¢�¼h���DÈh¡£¬�¡`��¡h��ª¡µ���`¢KÆ�¥§�D�©ª����DÆ,À°¢KÆ����h�©�DÈh¡�¡h�Q����¢��°¨©¢D��«]�®¸y¶�����ª�Æ���ª����6¬�¡`��¡h��ª
�®�D¨��Ä����¢D��«n¨��b����¥§¡h�]�
�,¡h��¥§ÇD���dY

Þ`×"Ó9Å
î`× í ýAäI×$älæãÛÜ�â2ä�à&×ts�Ïqá�Ï�Ë�ì õ�õ í ä9Ë2á5î&Ç"à¹Ü"ä&×�äIæ�ÅÜ�â2ä�à&× í äIØ$Ì9ÓBê9Ó�Ï õ�õ ß5äBî.Ü"ä&×�äIæ�Å
í äIØ$Ì9ÓBê9å�Ïí äIØ$Ì9ÓBêIÄ]ìî`ý$à9Ó í ý
Ñ�Ï�×�ý$Ì&×�à�ì õ�õ Þ`Õ$ä�ß í Ó�Ì"Þ2älØAàlæ"á²Õ5Ñ9Ì&Ó2Å�æAÌIÕ í Ó�Ë�áAî`ý$ä2Æ2Ë�Ö"îláÞ`ý$ä9Ó�×ÙÜBâ�à&å�ì õ�õ ÜBâ�à&å�à	Å"ÿ�á2ØAàlæAà	ØªÕ"Æ;¦`Æ�Ó�Ë�ÌlØ�Ñ&Ìô

³`à



Ã ç:�]ð,ïG�<�ûñ ò � �¦�Ú�`��¨©¡��g�¦��¥§��Æ°«§J «n�©¢D�b�g�
Õ"Æ�Æ2Ó�ËBÌIØAätz`ÄAà�â�àlæ
Þ�Å$Ç�È í Å�æ�Õ�×�á�Ú.ÛÐ&æ$à�Ç�Æ�w í ÓBäBÞ`×$ä í à9Æ�Í2äBç�î"Ñ&àIæãä&å�ÓBàIæ
Ñ�îlË�à2Ç"Ö"îlá í Å�æ�Õ�×�áÉ"á�Ë2æAà"îIË¹Ø�á9ß<Ñ9à&Ó©¨«ª­¬�ÏñØªÕ�×$Ò&Ó�á&ß í ÓBäBÞ`×$ä í à9Æ�Í2äBç�î"Ñ&àIæüÇ�ÌBÞ`× æAà2Ç&Ø
Ñ9ÊIÕ5ÞlË�áÐ&æ$à�Ç�Æ�w.ß
Ì9ÆAÑ&àIæ$Ê í Å�æ"Õ�×$ÒlØ²Ø²Ø"á&ß!Ñ&à9Ó�Ë�ÌV¨�ª?¬Þ$ïðë7Ø
ÞlË�áAÞl×�Õ
Ñ&Ì í Å�æ"Õ�×�á í ä2Æ	ß5Ì2Æ$Ñ9àlæAÖÞ2ò¹ë7Ø
ÞlË�áAÞl×�Õ
Ñ&Ì í Å�æ"Õ�×�á í äIæ$à2Æ	ß5Ì2Æ$Ñ9àlæAÖØAÊ&Ë�Ì"Í7ë	ß5Ì2Æ$Ñ9àlæAàØAÊ&Ë�Ì"Í�é â2ÌIØ�á ë7Ä$à"â2àIæ5Þ`Å�Ç�ÈtÞ$ï9ÚØAÊ&Ë�Ì"Í�é í Ó�àlØ"áÙë7Ä$à"â2àIæ5Þ`Å�Ç�ÈtÞ2ò�ÚÓ�ÌI×�ÅBÓ9æ²ØAÊ&Ë�Ì�Íô

úÝ¥��D��ª����DÆ����©¢��n��²�¡�«n¢¤¼h�b�Â�®�D¨��=¡°«��g¢D¡µ��¡¤�i�¦��¥���� �g¨©�,�����©¢D½�«n�±�n��²*¨�¬É�D���n��¢����n��²*Æ�¥��D��ª���Æ�ª¬�¡h�©¡µ��ª×�·ýµâµâ`³µýQ¢�«°�°¨©Æ������®��¢D¡¤�i�¦���n��² Æ�¥§�D�©ª���Æh�¤�6¸ÏÅK�=�,¡�«n¨©���D�g¥§��¢���¥�¡h�©ªÍ¬É¡h�©¡µ�����Ð���Ä¡`»�©¢D¡h���Ý�®��¨©�L¢��]�`�Ú�¦��¨�¡��i�`�n��Æ°«�ö�«n�©¢D�b�H¡�¸£¶�����ª�Æ���ªn��� ���
�®�D¨��L��¥§�D¢D�,½�«n�]�.«n¡=�i�°¨©¢Dª�Æ�¥ �i�`��¥Ú�¬�¡h�©¡µ�n�¤�*����¥§¨©Æ�¥���²=« �¦���D��ª���ª���Æ±��¡���¥��*Æ��©�`��Æ�¥§�W��¢¤�`¨©¥§�µ¸&þM�D¨��°��¥§¨��®�n��¢D�±����¢¤�¦¨��§¡hÆh�¦�§¥�¢¤�`�­�®¥¬�¡h�©¡µ��ª��^�b�`Æ�¥��­�
¨����©ª�Æ±��ª��©¢���« �¦���n��²��g�°��¡h¨©¥
O(log(N))

Èµ«n¢D¥§�
N
��¡ ¥§�§¡µ¾�ÜQ¬�¡`��¡h���¤�e�� �`�n¥��µ¸w´��©¢D�b�H¡i�®�D¨�����ª «n¡��i�`���g�,¡L�i�±�D��¥Ì��¡��i�`�n¥�ª£�g¨�¢���¨©�©Æ�¥���²�¬�¡`��¡h�����
¸�1\� �`�Ú�`�n¨�¡��i�`���Æ°«�ö�«n�©¢D���Ä¡.�·���°�Ñ���©¢��°�]�`«nÆ�ª��®�D¨����©�D���©��¢D�D����¡��i�`�n��¢¤�.�,¡h��¡���¼.¨©�©�©ª�Æ��©ª����×���©¢����,¡µ��¥ »�]���­¼h������¨���������½µ¸$ùI�`Æ`�×¨����©ªnÆ���ª����=�®�D¨��£�b�`�n��¥���¼°ÀÄ«n�Ú�Í«��`���DÈh¡ �Ä½D¢û�Ó�
p
VÓ¥§� «n�DÆ�¨©ª$���`���§¥����$X¨©���]�`�£¥F¨�¼6�Ä½D¢û�É�

2p
VÓ�§���i�$Xy¥

2p+ 1
VÓ�������g�$Xb¸&´�¢D¥§½DÆ�¥F���`Æ�¥§�D�
ª.�,¡�«n���®¾���¥§ª�¡h¨©¢���¢D½�«n¢¤�¦�
��]�`�£¥�½�ÜK�P����¢��°�]�`«nÆ�ªÖ«nªnÇ��n��²Ö«°�©¢D���6À��,¡µ��¥§���i�`Ç���¥§�L��ª�¨©¥§�
�Q�]�¦��¥§½��b�`ÜK��¨©Æ`�`Ô���¥�Æh�¤��«n¡¨©�����¤�Ë¢¤�`«n�DÆ��Ú�`��¡¤�i�¦���n��²Q�P¨©�,¡µ¨©�h�£���������±¸

· �§Èh¡µ�­�����jâ���ª «nªh�®�L¢D�]�¦�Ú�`��¨©¡��i�`����«n�©¢D���Ä¡��P��¢¤�¦¨�¥§�
O(n ∗ log(n))

Èµ«n¢D¥§�
n
��¡£¥§�§¡µ¾�Ü¬�¡h�©¡µ�n�¤�Ð�·� �¦��¥§�µ¸ÏÎ �����¦Æ����n������¢¤�`¨��]�¦�Ú�`��¨©¡��g�¦��¥Ú�Q��¡.Æ�¥��§Æ`�.¨©�DÆ�ª���«�À	�]���H���6«n�Ú�Q� �¦��©¡h¢D��¥Ú�`��ª Æ�¥§�§Æ�ª ��¥§�§¥�¡h�����Ð¬�¡`��¡h���¤�6¸6´�¡Q�D¨����°� �`�­�®¥I���h«n¥Ú�¦� �­�®¥M�g�n��²�¡°«n¢¤¼`������¢���ª���Æ��©ª

x�,½�«n¢D¥§�Q�g�°���`È±�`���.¢D�]�¦�§�D¢D¥§�D��¥§�/�,���g�������§¥���¢D�����]�¦�®���§¥§ÇD¨�¢��n��²$���D�
ª$��ª���Æ��©¡¤�g¥H¬É¡h�©¡µ�����6¸ÒK�,�D���`�­�����g�°¨©¢Dª�Æ�¥Ì�i�¦��¥É�
�,½�«n¢D¥§�K�g��Æµ¡h�����i�`�]����¢D½D¨���¡�À��g¥�½D�L�¦��Èh¡h�������e�
ª�¨�¥\���nÜK¨©¢�����Æ�¥Á¸· ��Èh¡h�����©�º¢¤�h��¢��°�]�������`��½��ßÆh¡µ��¢D�D��¥§ªîÆ°«�ö�«n�©¢D���i��¥?«n¡�« �¦�®��«n¡���¥§¨��®��¬�¡`��¡h����¢D�]�¦�­«°ªh��¼`���¨�¥§½Ý�P�\�b�������jª�¨��b�¦��¡h���°�4¡µ��¨©¢¤�¦�©¢D�µ¸m¶	¥§¨��b�
k
�]�¦������¥§ÇD¨©¢��n��²î¨�¼¦¨©¥É�`«n���*�®�D¨���¨©¡h���©¡¤�i�`� ������D�.¨©�,¡h¨��h��À �¦���=�]�¦�®« �`�§¨©¢��=¬�¡`��¡h�.��¡µÈ��M¢D¡h¨©���hÜL�Á�û���Ä¡Ïª�¨©ª���¥§½��®��� ����¢��°�]�`«nÆ�ª�ÀnÈ±«��=��¥§¨��b��®�D¨��y�,�û���]�Ý¥ ¢D�]�¦�§�D¢D¥§¡µ���Ï¢D¡µ¨����±�\����¥§ÇD¨©¢��£¬É¡h�©¡µ��¸�1F�¦��¥É�¦¨��y�]�¦¥Ì�g���DÈh¡6¨©¡h���©¡¤�i�¦��¥É�Ý¨��©¡µ¨©ªh�®�i¨©¥§½Æµ¡h������Æµ� ���©¥§¡h�����©����¡��g¼°¸QÎ �`�§Èµ¡h��������¥§� ��¡µÇD� �/ª�Ç����i�`Ü�Æ±�g�`«n���û������¡°«n�§�DÈ��Õ¡h¾���¥�¢¤�`��¥Ú�¦¨��¨b�¦�����I¡°«n�§�DÈ��Õ¡h¾���¥�»	��������¨©�,¡µ¨©�h� �n¥��H�i�°Æµ¡h��ªh���D�
�ÏÆµ¡h¨©¢���¡������DÈh¡���¥����­��¥Ú�¦¨���Æµ¡��i�`��¥Ú�°¸ · � »Èµ¡h�����©�cýØ�,¡h¢��i�`�Ú�Ø�]�K�,¡°« �¦��¥§�i�,¡°��¢�¼¦�©Æµ¡��H�DÈh¡L� �`Æ�¨©��� �`�§���DÈh¡L«°�°¨��b�¦��¨�ª
�g��¨�¢DªnÆ�¥Ì�i�¦��¥É�°¸´K¢D¥§½DÆ�¥��©�D��ª.��¡µÇD���
�=¡µÈh���¦��¥���¢��nÜL¥§�§¡µ¾�ÜL����¢D�DÈh�É¼`« �¦���n��².�Ä½D¢û�����PÆ°«�»�«n��¢D���i�n¸

�uS}� ® <�E]; 5 7
@]U�7 :?7
O.C�7
8.@,U�CÂT(5 7 > ; _`3LEM3
8�ggZ
ÒØ«n��¥§���Ï���`«n¥Ú�`� �®���
�P��ª���Æµ��¥§�

x
�ËÆ�¥§�D�©ªn��Æ�ª

ω
�i�°���¦Ç¤�Ï¨©¥§½Ø��¢D¡h�©�D�

Lr(x, ω) =
∫

Ωx
fr(x, ω, ωi)Li(x, ωi) cos(θi)dωi ,

VÓ³�¸ø³�X
³µâ



Ã ç:�]ð,ïG�<�ûñ L ÎÂ��¨�¢�ª�Æ�¥ �g�¦��¥§�
n
�]�¦�®���§¥§ÇD¨©¢��n��²/¬É¡h�©¡µ�����6¸õ�õ ÷Aâ2àJß5à í áÙÜBäI×$älæAÒlØmÏ í Å�æ�Õ�×2ÅvsùÑ>ß
àIÕ5Þ`á9ß5à"â`æAÌ&å�äõ�õ Æ2áAÞl×$àlæ
Þ�Å�Æ Þ Ü&Å�æ�Õ5î&Ç"à7Ë9ØBÓBàBî9àÙÞl×�Ì9Ó2×$Ê	ý Ë¹æAà2Ç&ÄAâBÑ`ÿAÞlË�á&ß!Ñ	Ü"ä&×�äIæ$à`ß<Ñ�éõ�õ É"á2ØAä"Í`Å$Ç�ÌÙÞ"Ñ&Ê Ç"Ö7Ë í à9ÓBà`ß5Ì&×�Ó�Ì�ß í ë
ïJàIÄ�áªË�àBÑ�æ
Ñ�î&Ç"älØAà"è@Ø"áAÞIË9Å"Õ5Ñ�Ø$àIæ
Ñ9Ìõ�õ ØªÕ$ä9Ó�Ë�Ìlæ�ÑGÅªÕBÆ¯¦lÆ2Ó�ËBÌIØ$à�éâ2ä&Õ�à"â"ÑlË2Å�Ç"ê9ÜBäI×$älæ"á�È í Ú.ÛÑIÜÝÈ�ò�z í x�ïe°ªâ"Ñ�îlË2Ä$à�ê9ÜBäI×$älæAÒlØ<Ú.ÛÆAÑ2Þl×ÙëÙä9Æ�â2Ì9å�Í�ä"ç�è.Æ"ä í Í2àBÞlËAîlË�á�Ë2æ�áªÓ�ä&Ë"Æ2Ë5Ñ&Ì"â2à�Ç�ÖBî9Ì�Ç.Ø$Ê9Ë�Í�à íÑIÜÝÈ�ÆAÑ2Þl×X°§�$Ú.Ûâ2ä&Õ�à"â"ÑlË9Å$Ç�ê2Ü"ä&×�äIæ�á]È}ò�z í Ú<ìÑlÜÝÈ Æ$Ñ�Þ`× Þ °¹Æ Þ Úâ�äIÕ$à�âBÑ`Ë2Å�Ç"ê9ÜBäI×$älæ"á�È�ò�z í x�ï9Ú!ìô Ì"â�Þ2Ì²Ûâ2ä&Õ�à"â"ÑlË9Å$Ç�ê2Ü"ä&×�äIæ�á]È}ò�z í x
ï2Ú<ìÑlÜÝÈ Æ$Ñ�Þ`× Þ °¹Æ Þ Úâ�äIÕ$à�âBÑ`Ë2Å�Ç"ê9ÜBäI×$älæ"á�È�ò�z í Ú!ìôôÆAÑ2Þl× Þ ë¹Õ2ØAà9Æ�ÓBà&×üä9Æ�â2Ì9å�Í�ä"ç�î�Ñ	ÜBäI×$älæ�Å í ä9Æ í Å�æ"Õ�×�ÅvsÑIÜÝÈ Æ$Ñ�Þ`× Þ °¹Æ Þ Ú.ÛØ
Þ`×$àlØ�ÜBäI×$älæ�ÆBä.Õ�ä"â2Ì�Ç&Õ
Ñ í Ó5Ñ&ä9Ó2á�×�Ì&×�äIØ$Ì�Ç.ýÆ Þ ë¹Õ2ØAà9Æ�ÓBà&×üä9Æ�â2Ì9å�Í�ä"ç�î�Ñ7ä2Æ\sªÆ"ä¹ÜBäI×$älæ�Å²ØªÕ�ä9Ó�Ë�Ìlæ�ÑGÅ²ýôô

³hý



È±«n¢D¥§�
Ωx

�®�D¨��I�,����¨©¬��D��¼�Æ�¥��D��ª���Æµ���$����¢��n��²�¡�«n¢¤¼`���n��²�À
fr
�®�D¨��I¬�ª���Æµ�­��¼ � Ù ´('.�$��ª���Æµ��¥�� x À�

Li
�®�D¨������`«n¥Ú�`� �­�­¼�����¢��n��²�¡�«n¢¤¼`��¼n¸ · ���.¡h���§¥Ú��¢��nÜL�b¼����µ�ÕÆh½6�,¡`����¢D�D��ªh�®���
��¥§��¬�¡h�©� �`�­�®¥	¡���©¢��n��²�¡°«n¢¤¼`�����w���`«n¥Ú�`� �­��¥á¸&¹î�¦�]��¬É¡h�©¡µ����� ¢¤�¦�,������¥Ú��¥§��¬�¡h�©� �`�­�®½�¡6����¢��n��²�¡�«n¢¤¼`�����w��¡°���±À��¥§½��LÆµ¡h�©¢��°¨��b�`�6�Q¢L¢¤�¦���DÇ���¡µ¾���¥	�£¥�½�«n¢��.���h«n¥Ú�¦� �­��¼��Ï��¡°�D¼ñV

Ai
�©¡��,¡¤�g¥§�D�©¢���²n��¥É�£�]�K���¦Æh¼�]�h« ����¡°��XtY

Li(x, ωi) =
d2Φi(x, ωi)

cos(θi)dωidAi

VÓ³�¸ à�X
ùM�D���¦¢L��¡hÇD�D�
�=���©¢D�D��¥§¨��`ÜØ��¢��µ�g³n¸ô³BY

Lr(x, ω) =
∫

Ωx
fr(x, ω, ωi)

d2Φi(x, ωi)

cos(θi)dωidAi
cos(θi)dωi

=
∫

Ωx
fr(x, ω, ωi)

d2Φi(x, ωi)

dAi

VÓ³�¸ôâ2X
þw��¢��n��²n¡°«n¢¤¼`������¡��

Φi

�®�D¨��6�D¨��®����¡¤�i�¦�]�.¢�� �¦��� ¬�¡`��¡h����������¢D�D¢�¢D�§¡hÆh�¦�§¥�¢�¡¤�i�¦��¥��
k¬�¡h�©¡µ�n�¤�����DÇ�¼h���°��²*�]�¦������¥§ÇD���£��ª���Æ���ª

x
¸tú��`Ç�«°��¬É¡h�©¡µ�

p
� �Í��¡°�

∆Φp(x, ωp)
¥g���©¢��¢¤�±��¡hÇD�D��¥§ª�ÀKÇD�×¬�¡h�©¡µ�±�*����¢D����¥§�]�¦��¼��,¡���¥§�D��¢���²���¥§�×�Ñ��ª���Æµ��¥§�

x
¡`����¢��°��ª`�®�D�
���g¢D�h�.�]��D¨��®�°� �`�­�®½L���h«n¥Ú�¦� �­�®¥óY

Lr(x, ω) ≈
k∑

p=1

fr(x, ω, ωp)
∆Φp(x, ωp)

∆A
.

VÓ³�¸øý�X
þw��¡°���D«nª����g�D¨����°� �`�­�®¥��,¡µ�§�DÈ±�g�]�i¨���¡h����¥�¡��i�°��¢��g¥�½�Æ�¨©¢¤�`��¥§ª�¨©¬��D�­��¡�¾©�©¡�«nÆ�ª�����ª���Æ±��¥§�

x
�¦Ç��4¾©�©¡�«nÆ�ª�¢D�]�¦�­«n¢D¥§�.¨©¥§½

k
¬�¡`��¡h���¤�6¸ Ù ���g�]�`��¥§�.³n¸ôýî¢¤����¥§�D���Ö�D�§�D���D��� ∆A

ÀwÆ����h���¡°«n��¡h¨©¥H¨©¥�½�«n¡ Èµ½D¨��©¡µ¾���¥H¬É¡h��¡h�����^�Ä¡hÆµ���K��ª���Æ±��ª
x
¸�¹/¡hÇD�]�×¢¤�µ�Õ¡hÇ��nÜhÀ&ÇD�.�,¡¤�g¥����©¢���²��n¥É��H¡hÆµ���Ø��ª���Æ���ª

x
�®�D¨�����¡hÆ`�`�§��¥§�Ö�,�Ó�`¨©Æ`�°Ày��¥§½��/¡h���§¥���¢¤�`�6�$�,¡µ�§�Ö�,¡��g¥��D��¢���²���¥g����¢D�D¢/�©¢Dªn�Æ�ª��§¥\�]���b¼��,¡¤�g¥§�D�©¢���²���¥��hÀn¥,ª�Ç����i�`�6�������I�g�¦���©¡µ¾���¥,���©¢����D¨��®��� �h�®�®¥,���`«n¥É�¦� �­�®¥Á¸&þw�©¢������n��²¢¤�±��¡hÇD�D��¥Ú�h��²/� �¦�
���g¢D�h�GY

∆A = πr2 ,
VÓ³�¸ó÷9X

È±«n¢D¥§�
r
�®��¨©������¡µ��¥§�D��¥§�D� Æ�ªn��¥ÁÀØ��¢��°�§¥L¡�«n����È���¡µ¾���¥Ú¼��]�¦�­« �¦��¨©¢D�DÈh¡�¬�¡`��¡h��ªt¡�« ��ª���Æ��©ª

x
¸Î �©��«°�Q�©���g�]�`��¥§��³�¸øý£����¢��¦�®��ª`�®�L�,¡µ¨����hÜ&Y

Lr(x, ω) ≈
k∑

p=1

fr(x, ω, ωp)
∆Φp(x, ωp)

πr2
.

VÓ³�¸øü�X
þM¡µ��¥§���i�`Ç£��² ���D�6�î�D¨��®�°�£¡¤�i�`Ü���¡������©¢��°��²�¡°«n¢�¼h��¼=�]�=�,¡��g¥��D��¢���²���¥§½

P
�
ª�¨�¥§�
�î«n¡�D¨��®�°� �`�­�®¥�ª�Ç��°Ü¯�®��«°�°��¥§�i¬�¡`��¡h���¤��¢D�]�¦�®«nªh��¼`���n��²�¨�¥§½i�]�K�����?�,¡¤�g¥§�D�©¢���²���¥á¸�' ¡`��¡h����¢D�]�¦�­«nª°»��¼h���H¨©¥�½Ä�]�Ø�,¡���¥§�D��¢���²���¥

P
�£¡µÇD�D�6��¡�«n�©�hÇD��¥�ÜÄ¡°«Ï¥§�����n��²£�,¡Ý¥Ú��²
�H�DÆ±��¡µ���h��²£��¡h�©� �¦�§���n��²�¸' ¡`��¡h��� �§�DÇ¤¼`�����]�.�,¡��g¥��D��¢���²���¥

P
���¦��¼ �Ä�DÆ���¡h���×��¡h�©� �¦�����£¢D���§¥�ÇD¡h��� «°¡Q�H�DÆ��©¡µ���Q��¡µ�®»� �`�§���DÈh¡Ö«n¡

P
¸�ùM�D�Í¬Ó�¦Æ����,¡µ¢��i�¦�É�.�]� �i�±�D�§¥��£¥���¡��i�`��¥§��¬�¡h�©¡µ�����·¢D�]�¦�­«nª`��¼h�b�n��²¿¨�¥§½��]�¥����±�n��²$�,¡��g¥��D��¢���²���¥Ú�`��²�¸ð0w¨����°� �`�­���î« �`�]�/�g¢D¡µ���D� ³�¸øü=�®�D¨��£¡h�]�`�­�b�î�]�/�g¥��D�§ª$¢¤�µ�Õ¡hÇD��»��¥É�`��².¥�«n¡hÆ��Ó�h«n��¡h¾�ÜØ¢¤�`�§�DÇ��=¡�«Q¥��§¡h¾���¥�¬�¡`��¡h���¤�

n
�Ë���`��¥§�Ý¡h���¦¢Ý¥§�§¡µ¾���¥�¬É¡h��¡h�����

k
� �D¨��®�±»� �h�®�®¥Á¸�0w¨����°� �`�­���6« �û�®�K¢û���K�©��¢Dª��Ì�b�¦���£� �]�`��¡µÇD��¥§Æ`�h��²Q¡h���¦¢K����¢���Æ������H½D«n¢D¥É�`��²�¸ Ù ¡h¢D��¥Ú�`��®�n��²$¡h��¨©¢¤�¦�©���4¢¤�`�§�DÇ���¡�«�¥§��¡h¾���¥Ä¬�¡h�©¡µ�����e�4� �¦��¥§�.¥��Ä� ��¢D¡h�©¢D�µ¸>µ ����¥§½������6¬�¡`��¡h���¤���� �`�n¥���¥	�g¢D¡µ��¢D�Ï³n¸ôünÀ,�®�°���§�D��¨©¢¤� «n¡µÆ��Ó�`«n��¡µ¾�Ü
�D¨����°� �`�­�®¥Á¸T�`�D¢D����¥?¢D¥�Èh��¡h�©ªh�®���
�Ö�,�Ó¼`«î¢�,¡¤�Ä¡°«°ª�¡µÈh���¦��¥���¢D¡µ���­�
«n¡hÆ��Ó�h«n�n¡µ¾���¥A� �`��¥§½����`��¥Ú�Ö�,¡h¢��n�­�®¥ÁÀ¯Æ�¥§�D��ª���Æ�ª�¡h���¦¢=��¡����±ÀM�g�©��«°�

³±÷



���©¢���¢��g¥�½DÆ�¨�¢��`��¥§ªî¥§��¡h¾���¥?¬É¡h�©¡µ������«n¡���¥��D¨©Æh¡µõ ��¢�¡µ��¡h¾���¥	�ß� �¦��¥§�
¬É¡h�©¡µ������«n�Ú�
α ∈ (0, 1)� �`�6�Q¢���¥��DÇ���¡µ¾�Ü�«n¡£�©¡h¢���¥Ú¼¦¢¤�`��¥Ú�£«n¡µÆ��Ó�`«n���DÈh¡$Y

lim
N→∞

bNαc∑

p=1

fr(x, ω, ωp)
∆Φp(x, ωp)

πr2
= Lr(x, ω) .

VÁ³n¸ � X
ùI�î¬�¡h�©�
ª,�Á�Ö¡�«n��¡h¨©¥H¨©¥§½.«n¡î�g¨�¢��°¨���Æ�¥���²���ª���Æ��©�¤�

x
�]�Ö��¡hÆ`�`�§��¥§�.�,�Á�¦¨©Æ�¥§���
�,¡��g¥����©¢���²���¥ÁÀ«n�É��Æ��©�µ�­�n��² � Ù ´('���¥§�L¢¤����¥§�D���Ï¬Éª���Æ±�­�®¥�«n�D�Ì�b�£´K¥§���`���Ï��¢��°�§¥���¥��Ý¢¤�`��²�¡�«n¢D¥	«n�Ú��¥Ú«n�¤�¦�§���n��²��ª�¨��©�D��¸ Ù ���g�]�`��¥§�×³n¸ � ¡h¢D�]�h��¢��nÀHÇD�Ö�£¡µÇD�D�6��ª�¢��°¨©Æ`�`Üî«n¡��Ä¡µ�§��¥§�×«n¡hÆ��Ó�h«n� ¼¿�D¨��®�°���h�­��½���`«n¥É�¦� �­�®¥Aª�Ç��±�g�¦�­¼h� ¡°«n�,¡��g¥���«n�n¥����6¥§��¡h¾���¥A¬�¡`��¡µ�n�¤�6¸ÖÎ �����¦Æ��®�n���

n
¥
k
�Ä����¢�¡µ��¢D�.³n¸ôü�g�°¢D� �h��¢¤�Ï¨©¥§½L�DÆ�¨©�,�D���°�£�D���b�¦�§��¥��µ¸

�uS�� k 7
X.<FE];=J�C
Î �����¦Æ����n���ÝªnÇ����i��¨©¥§½L��¡Ï�]�û�®����¥§���A«��Ä�°��².� �¦�.¬É¡h�©¡µ�����6¸m�`��«n� �
�©¡Ï� �¦�]�
Èµ�§¡µ�]�¦�§�]�nÀ �«n�©ª�È±�Q¢¤���g¥��D��������«°�°��¥§�£¥���¬É¡µ��� �h�®�®�£¡�Æ`�¦ª�¨��®�°Æµ��²�¸�ú��`ªn¨©���°Æ�¥¯�,¡���¨��b�û��¼Q����¢D�D¢£¨©Æ�ª���¥Ú�¦��¥����¥Ú¼`¢��DÆ ¾��g¥Ú�¦�b�Á�.���©¢��D¢ �n�©¢D�DÔD��¡°��¢���¨©�©��¡µ��¥§�DÆ����Í¢¤�¦Æ��©¢�����¥Ú�¦��¼`�����©���¦¨©� ¬�¡`��¡h�����W��ª��Â����¢D�D¢¡µ��¥§�DÆ�����¨�Æ�ª���¥Ú�¦��¼`���i¾��g¥Ú�¦�b�Õ¡L����¢D�D¢i¡�«n��¥���¥§�Ä��¨©�,¡µ¨©�h��¢��g¥��D�©��¥Ú�h«n�Ú�¦���±¸&´�¡°« �û��Æh¡¤�Ä¡L�£¡µÇD�]�ª�Ç����i�hÜI���©¢�����¥§���F� �¦���Ø¬�¡`��¡h������«n¡i�]�`�£¥�½����`�n¥É�Ä¥���¬É¡µ��� �h�®�®¥µ¡i�D¬��DÆ±�b�`��²Ý�Ä¡h��ª����������°��¢D���n��²�À��¢��°�§¥�����¸w¡£�£Èµ�§�L��¢��Q«°�°��¥§�µ¸�ÒØ«n«n¢D¥������D��¥§�L� �`�±�=Èµ�§¡h�]�`�§�����A¡�«.Æ`�`ª�¨����n��¢D�����M�®�D¨��i�]�¦��«n¢�¡�g�¦ÇD���µ¸O0w¨��®�°���h�­��� ¢Í� �¦���*Èµ�§¡h�]�`�§�����=¨�¼��©¡h��¥�¡h���Í¢ÍªnÇ��n��¥§�D� «nª�Ç����=��¥���¢D�±� ¬�¡`��¡h���¤�¢D�D�����¦���n��²�¢ �g¥�½�Æ�¨©¢D�DÈµ¡×¡µ��¨©¢¤�¦�©ª�¸¿´�¢D¥§½DÆ�¥A�©�D��ª±F ª�Æ��©ª]�h�®�®�Q¨��b�¦��¼/¨�¥§½Q�£��¥����Ý�g¥Ú«n¡���¢D���µ¸0w¨��®�°���h�­���
¢�� �¦���/Æ`�`ªn¨©���n��¢D�����Ä�i�°� �¦È��¦�­¼ �£��¥�����¨�¢��DÈµ¡=�©¡h¢D�
�n��¥É� ��¢��°�§¥M�g¥�½DÆ�¨�¢����g¥§��¡h¾���¥¬�¡h�©¡µ�n�¤���Ñ¡µÈh���¦��¥���¢D¡µ�±�n��² ¡µ��¨©¢¤�¦���`��²�À�Èµ«°�°Ç Æ`�`ªn¨©���°Æ�¥Ý��¢D½�¨©�©¡$���¦��¼Y¡µ¨��©�©� Æ������H½D«n¢D¥��h¸
Ù ��¨�ªn���DÆ0³n¸�ÛÖ����¢D��«n¨��b����¥Ú�Â�D¬É�DÆ��=�©¡h¢D�
�n��¥Ú�¿Æ`�`ª�¨����°Æ$�,¡µ����¢D�D¢/��¢�¥�½���¥§�î¢¤�Â«nª�ÇD�����§¥���¢D���¬�¡h�©¡µ�n�¤��«n¡£�D¨��®��� �h�®�®¥áÀ �
�g¥�½D�L�,¡h���©¢D��¢�¢D������«nª�Ç��Q¡h��¨�¢��`�i��¨©���°� �`�­�®¥Á¸
�uS�» 9*3�f³²
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¿�:?GiO.8.C�5
Î ���D�§ª*��¬��DÆ����������­�£¨��°���©�D¢���¡h�����¦¢D������¥§�Ö��¡hÇD�D�6��¨©¥§½��®��«°����¥��Ö¡hÈµ���`��¥���¢¤�`Üî«n¡Â� �¦���¬�¡h�©¡µ�n�¤�������D��ª�¡h���§¥Ú��¢��`��¥Ú�K���h«n¥Ú�¦� �­�®¥Á¸&ÒK¾­�g¥������§�D��¥��A�,�D¢D�,¡h¾©�©��«n��¥§�Ä� �g�]�¦�á��¥§½DÆ�¨©¢��L���,�É����]�Ý�D¬��DÆ±�w��¥§¢Dª]�¦�§���£¥ �£¡µÇD�i�±�nÜH��¥���¢D¡h���H������¡µ¨���«nªnÇD¡��D¬��DÆ±�®���g��¥§����¸ Ù �¤�g�]�¦��¥��i�©�D� «°�D�©¥§��Èµª��¡µÇ��]�Ï¢¤�¦��¥§¨b�`ÜØ�Ë�,¡µ¨��b�`��¥

Lr(x, ωr) = Le(x, ωr) +
∫

Ω
fr(x, ωi, ωr)Li(x, ωi) cos(θi)dωi =

VÁ³n¸�Û�%�X
∫

Ω
fr(x, ωi, ωr)Li,l(x, ωi) cos(θi)dωi+

VÁ³n¸�ÛhÛ`X
∫

Ω
fr,s(x, ωi, ωr)(Li,c(x, ωi) + Li,d(x, ωi)) cos(θi)dωi+

VÁ³n¸�Û�Þ2X
∫

Ω
fr,d(x, ωi, ωr)(Li,c(x, ωi) + Li,d(x, ωi)) cos(θi)dωi ,

VÁ³n¸�ÛD³�X
È±«n¢D¥§�

fr = fr,s + fr,d
V � Ù ´*'0�®�D¨��£��¡µ¢D��¥Ì�����]�î��¢D½D¾�ÜQ��¡µ¢D�n���¦¨�¢¤�û��¼h�D¼×¥Ä¢b��¥§�D����¥Ú�`«n�É�¦�]¼9X¥

Li = Li,l + Li,c + Li,d
¸ Ù �`«n¥É�¦� �­�­�.���©¢��n��²�¡°«n¢�¼h����V Li) ���D¨����,¡°«n¢D¥§�D�§¡µ� ��¡h¾��g¥§�����§�D��¥§��,�D¢D�,¡µ¾©����«n��¥§�/¢D��¾­��¥Ú�¦�©�û��V
Li,l
X�Ày¡h¾��g¥§�����§�D��¥§�/�,¡µ¾©����«n��¥§�>V

Li,d
X�Ày¡h���¦¢�¡µ¾­�g¥§�����§�D��¥§�/���©¢���»��²�¡°«°¢¤¼h���L¡°«.Æh�¦ª�¨��®��Æ?V

Li,c
X�¸

³hü



VÁ�2X VÓ�5X

VÁ��X VÁ«AX

Ù ��¨�ªn���DÆî³n¸�Û&Y Ù ¡h¢D�
���i�¦��¥��ÏÆ`�¦ª�¨©���°Æ/�,¡µ����¢D�D¢Ï¢D�����L«nª�Ç¤¼=�§¥���¢D�,�£¬�¡`��¡h�������Ð�D¨��®�°���h�­��¥á¸¹×�¦�]�LÆh�¦ª�¨��®��Æ£¢��D�g¥������
ÞI%&%9%&%6¬�¡`��¡h�����
À�¥§��¡h¾�Üg¬�¡`��¡h���¤��� �D¨��®�°� �`�­�®¥óY´Vá�9X?»Ià9%�À
VÓ�5X?»¯Þ&%&%nÀVÁ��XÄâ&%&%�À�VÓ«AXy»�Û�%&%9%n¸
¤z£�`�£q¢ µ �±r$�®| { �®|��K�®| ] |�~�©�m���ln|�±��K��|
ÎÂ�°���`ÇD�D�n¥���³�¸§ÛhÛ��©�D�����D¢D�D���©ªh�®�����`«n¥Ú�`� �­��½��]�`« �¦��¼`��¼.�]��« �¦��� ��ª���Æ±�

x
�,��¢D�,¡µ¾©�©�D«n��¥�¡/¢D�ÔD�©��«n�û�\¾­��¥Ú�û���Ó�n¸wÒK���§¥Ú��¢¤�Ø¨©¥§½¯�®�H�,¡µ�n�©¢D�D¢A�g�°¨�� �Ó�¦��¥��H����¡µ��¥§�D��¥�«n¡LÔD���°«n�û�,¾��g¥Ú�¦�b�Á��VÓ¨©²]�`«n¡¤����D�°¨tX�¸ µ �������,¡°«n����¾���¥����Ó¼h��¢��Ö���©¡h��¥§�D��¥§�£��¥§�D��¥I¢�¥���¬É¡µ��� �h�®��¼��Ð� �¦��¥���¬É¡h�©¡µ�����
¸TCgÇ����i�¨�¥§½Ý«n¡�« �¦�©Æµ¡��H��Èµ¡Ï��¡°«n¢¤�¦��ªQ¬�¡`��¡h���¤�t¡�¢D�D�©¡��Ä���y��¡°�b��À�Æ����h�©�K¢¤�¦�]�`��¥§½������i�`���Ø¨�¼L� � �¦��¥§�¬�¡h�©¡µ�n�¤�º�S¡h��¨©¢¤�`���h��² ��¥§�D��¥Ú�n¸ ÎÂ�°Æ������i�¦��¥��Ö�b�¦Æ�¥���²*¡h��¨©¢¤�`���¤���,¡°«���¢¤�¦¨Q¾��§��«n¢D����¥É�Â¬�¡¦»��¡h���¤���,¡µ�§�DÈ±�K�]�K����¢D��«]�ÕªnÇD�D��¥§ª£Æ�¥§�D�©ª���Æ�ªÏ�]�`« �`�n¥É�K¬�¡`��¡h��ªÏ¥��g��Æ������i�¦��¥É�KÆh¡µ�§¥§¢��®¥n¢��H¨������]¼���©¡h��¥§�D��¥É�.¡��®�°�(Æ�¥§�D��ª���Æ�ª�¸�Î ��ªn��Æ��b�`��²ÂÆµ¡h�§¥�¢­�®¥y¢¤�¦�]�`�£¥�½��©ªh�®�D�6�¿«n¡�« �¦�©Æµ¡��H��¬É¡h�©¡µ���±¸´K¢D¥§½DÆ�¥,���D�
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�n��¥§�/�,¡���¨��b�û�®�µÀA�,¡µ��¥§���i�`Ç�t�g��ÇD���&�g�°�£¥��D��¥§¡h���n��².���©¢��°�]�`«nÆ`�`��²�¡h¾��g¥§�����§�D��¥§�Ý�Ë« �`�±�°�^��ª���Æµ��¥��n�/� �
¢¤�¦¨b�`«n��¥���¢D¡¥������H�]�û��½DÇ��D��¥��H¡°«�¡µ¾­�g¥������§�D��¥Ú�K�0¡h���©½D��¥§�i«°�°¨©Æ�ª��i�°¢D�]�`��¢D¡h���DÈh¡�����¢D�D¢H�]�¦������¥§ÇD¨©¢D�i¬É¡h�©¡µ���¢D�]�¦�­«nªh�­¼h���L¨�¥§½L�]���©���A¨��`�£���A�,�Ó�`¨©¢���¢�����¥��uVÕ���°¨©ª����DÆ=³�¸ à�Xb¸´�¡��D¨����°� �`�­�®¥	ªnÇ����i�`�
�Q¬�¡`��¡h������¢6���µ�Õ�DÈh¡�Æµ¡��Á�°À ���¤�g��¥§�DÇ6¢�¡h��¨©¢¤�`�����ß¡�«nª�ÇD¡Ï��¥§½DÆ±»¨�¢��°� �§ª��0�£��¥�����¨©¢��°� �]�¦�©½DÇD�D��¥§ª�¡h¾­��¥§�����§�D��¥Ú�°¸0Î ����¢��°�]�`«nÆ�ª0����¡µ¨��������D¨��®��� �h�®�®¥i��¡��Æh�¦Ç�«n�DÈh¡Q¬�¡h�©¡µ��ªî�ÐÆh¡µ�§�6���,�É���i� �]���i�°��¥§Æ/��¥��D¢��`�§�DÇD��¥§�£¡�«=�®��Èµ¡Q¡�«n���DÈ���¡µ¾���¥¯¡�«î��ª���Æ���ª�À��Æ��©�µ�­�°��¡h���§¥���¢¤�`�6�Ö¡h¾­��¥§�����§�D��¥§�µ¸º�±¼`«n�����,¡µ¢b�g�¦�É�û��¼ �]���]�`« �`��¥§�
���°�º¬�¡h�©¡µ��¡h�j�i�¦È À,¢���`Æ�¥��£¥��,½�« ¼Ïª±�g¢DÈh��½D«n��¥É�¦���Ý�P�D¨��®��� �`�­�®¥Á¸�µ¼`«n�©�D�4�]�¦¢����i�¦�
�Q¬�ª���Æµ�­�®½

K : R2 → R
¨©�\�¤�Õ��¥Ú�¦��¼`��¼£�������]�¦��¥§�

∫

{(a,b)∈R2|a2+b2≤r2}
K(a, b) = 1

' ª���Æ±�®���+¼t�®�D¨��I«��gª]�¦�©Èhª����D���©¡¤�i�°Àb�®��«n�]�¦ÆÝ�©¡h¢��i�`Ç¤�¦���	��¼`«n���H�,½�« ¼i�]�`« ���g�µ�É�Ý�b�¦Æ�¥§�y¨��`�£��g�¦Èµ¥ «n�É�Ý¬É¡h�©¡µ�����*¡L���`Æ�¥§���I¨��`�£���I¡°«n�§�DÈ���¡µ¾���¥]¡�«£��ª���Æ���ªº�µ¸�1=���DÈh¡��,¡��H¡�«nª��]�¦���¦�����©�©�D�¬�ª���Æ±�®�®¥½¼Ñ�,½�«n¢D¥§�i�®��«°����¥���¡�«n�§�DÈ���¡h¾�ÜL¡�«���ª���Æ��©ª¾�h¸�Åg¥§����²
dp
¡µ¢��]�h��¢��£¡°«n�§�DÈ��Õ¡h¾�ÜL¬�¡`��¡h��ª

e ¡°«Ö��ªn��Æ���ª¿�µÀ k �©¡ ��¥���¢D�]��¬�¡h�©¡µ�����P�ß¡µ����½D��¥§�Ï«°�°¨©Æ�ªÖª�Ç������ «n¡ �D¨��®��� �`�­�®¥Á¸HÎ ���i��¢��`¨��¢D�h�i�]�Ï��¨©���°� �`�­�®½Ý���h«°¥É�¦� �­�®¥�����¢��¦�®��ª`�®�L�,¡µ¨����hÜ&Y

L(x, i) =
k∑

p=1

fr(x, i, ψi,p)∆Φp(x, ψi,p)K(dp)

à±Þ



¶��°¨��©�D�4ª�Ç��±�g�Ï�]�¦¨���½D��ª`��¼h�b�n��²��­¼h«n�D��Y
• ��¼`«n�©¡£���©¡h¨����L�©�����n¡¤�i�¦ÇD�����n���¦Æµ¡���¥FÊ �§�©�©¡��i�`��¥Ú�"Y

K(d) =
1

π ∗ r2

VÁ³n¸�Û�à�X
• ��¼`«n�©¡£¨©�©¡µÇ�Æµ¡��H�9Y

K(d) =
3

π ∗ r2
(1− d

r
)

VÁ³n¸�Û�â2X
• ��¼`«n�©¡£È��¦ª�¨©¨©¡¤�g¨©Æ�¥��&Y

K(d) =
e
−d2

2(r/2)2

2π(r/2)2

VÁ³n¸�ÛDý�X
• ��¼`«n�©¡y0w�]�¦������²���¥§Æµ¡(Àh�BY

K(d) =
−2

r4π
(d+ r)(d− r) VÓ³�¸§Ûû÷&X

CgÇ��n��¥§���­¼h«n�������©¡h¨����DÈh¡��,¡��H¡�«nªh�®�µÀØÇD�×�g¢D�µ��� ���D¨��®�°���h�­���Í���`«n¥É�¦� �­�®¥H�®��¨©�.��¡hÇD¨b�¦�
�*¢�����¦Æ�¥§�D��Ê �Ì���©¡��i�`�n¥É�°¸LÎ Æ`�¦Ç�«°�°�S¢��,¡µ¢D¡h¨��b�µ���°��² ���©¢��°� �h«nÆh�¤�Ð¬�ª���Æ±�­�­�Á¼�� �¦�§���®�Ï���©¢��¢���¥§½DÆ�¨©¢¤�¦�­¼h�����î¨©¥§½$¡°«n�§�DÈ���¡µ¾���¥�«�¸ þ?¡h¢��g�¦�Ú����¡ �]�*�]�`« �¦��¥��$����¥§����¨�¢��°��²��i�`Èt«n�Ú�*¬�¡¦»��¡h���¤������Ç¤¼h���°��²�����¥§½DÆ�¨©¢D���M¡°«n�§�DÈ��Õ¡h¾���¥�¡�«Ï��ª��nÆ���ªÂ�µÀh¢D����¥§���®¨©¢¤�¦�­¼h�A�,�Á¼`«6�0���©¢��°�]�h«°Æh�`��²¡µ��¥§¨��`�±�n��²��,¡¤�i�°ÇD���b¸m�µ¼h«n��¡�È±�¦ª�¨�¨©¡��g¨�Æ�¥��L� ��¡h����½���¡h¾�ÜÝ����¥§���®¨©¢¤¼Ï��¥§Ç�ÛÝ�,¡µ����¢D�D¢L¡µ�\��¥§½���¥§�«n¢D¥§��«n¢D¥§���=������¬�ª���Æµ�­�®¥�«n¡£Æµ¡��Á�
¡£� �¦Æ�¨��°� �¦�����­�Ä«]��ª�Èh¡µ¾���¥�����¡µ��¥§�D��¥Ú� \ ¸?Î��¦���©¡µ¾���¥�¬Éª���Æ±�­��¥�L�`ª�¨©¨����,¡h¢¤�L���°�W����¢D��«n¢D¥Ú�µ�Õ�D�W¨�¼��]�¦��«n¢D¡6� �±���µÀ°�i��¼`«n�©¡
« �¦�®���©�D¢Dªn�§���¦�����,¡h�©���g�����i�`�§���¢H��¼`«n�©�D�Ý0¯�]�`������²��D��¥§Æµ¡(Àµ�Ï¥�¨©�©¡µÇ�Æµ¡��g�°�/¸
Ù �°¨©ª���Æ�¥w³n¸óâ=¥w³n¸ôýQ����¢D��«n¨��b����¥Ú�¦��¼=¨����D��½���¡h��³n¸ô³h«n¨�¸�ÒK¾­�g¥������§�D��¥§���]� �®�°��² ���°¨©ª���Æ`�`��²�g�°�§¥���¢D¡h���&�®�D¨����®��«°�°�n¥��i�]�Ø�,¡°«n¨��b���g¥��i� �¦��¬�¡`��¡h�����
À��¦���Ï�n�©¢D��«n¨��b���g¥ÚÜH���µÇD��¥����Ä�*«n¢D¥Ú�±�Ó�û»��¥�ª����µÇD�±�n��²i��¼`«n�D��¸ Ù ��¨�ª��n�DÆÝ³�¸ó÷Ä����¢D��«n¨��b����¥Ú�H¨����D��½y��¡h��³n¸ô³h«n¨M¢&ª�Ç��n��¥§�D�P�£����¡�«°�Ý�,¡h���DÈ±�¤»��¼h�����y�]�6�,¡��Ó¼`��¢D�D��¥§ª.¡µ¾­�g¥������§�D��¥É�
�,�D¢��,¡µ¾©�©��«°��¥��DÈh¡��i�°�§¥Ú��¢D¡µ����Èµ¡Ï¢¤�6�,¡µ��¡���¼6���©¡h��¥�����¥�«n¡ÔD�©��«n�û�n¾­�g¥É�û���Ó�Ä¡h���¦¢&¡h¾­��¥§�����§�D��¥Ú�H�,¡h¾©�©��«n��¥§�DÈh¡H�g�°�§¥���¢D¡h���DÈµ¡i�]�Ä�,¡°«n¨��b���g¥��&� �¦���Ø¬É¡h�©¡µ�����6¸

Ù ��¨�ªn���DÆ=³n¸ôü����©¢D��«n¨����D�g¥É�
¨����D��½Ý�©¥§��Èµ³�¸ø³µ«n¨A�g���©�D� «n�D��¡¤�i�¦�]¼����©¢�� ª�Ç��n��¥§ª.�©�hÇD���n��²Ï�­¼h«n���«n¡£Ê �Ì����¡¤�i�¦��¥É�ÏÆ`�¦ª�¨��®�°Æ ¡�¡h¨������n��²�Æ������Ä½�«n¢D¥Ú�h��²�¸ùI�¦���§¥Ú����ân¸ó÷�¥wân¸øüQ�,¡hÆ`�`¢Dªh�­¼Q�,¡h�©���g�]�`��¥§�Ï¨©¢��°��Æµ¡h¾���¥¯���D� «n�D�©¥§��ÈhªÍ¡h�����¦¢D���c¢Ïª�Ç��n��¥§�D��©�hÇD���n��²£�­¼h«n�D�D¸úÝ�D�����D�§��¨��©¡µÇDÆh¡¤�i�±ÀyÈ±�¦ª�¨©¨�¡��g¨�Æ�¥H¡h���¦¢¸0w�]�¦������²n��¥�Æh¡�Àh� « �û��¼×� �`��«°¢D¡Í¢D���§¥§ÇD¡µ���.�©�D¢Dª�� »�b�û�®�±¸wþ?¡�«��g¢DÈµ�§½�«n�D��¨©¢��°�nÆµ¡h¾���¥,¥����¦Æµ¡h¾���¥\�]�¦��������¨�¢��6���D¨��ÄÆh�D�©���D��0¯�]�`���D��²���¥§Æµ¡(Àµ�°¸wúÝ�D�©�����0w�]�¦������²���¥§Æµ¡(Àh�nÀ��L�¦ª�¨©¨���¡µ���`¢A¨���¡hÇDÆµ¡��g�6�,¡��Ä¡°«nªh�­¼nÀhÇD�AÆ`�`ª�¨����°Æ�¥°¥°��¥§�D��¥��Ä¨�¼i�i�°���`ÔD��¥§���®¨©¢D���¥�ÇL����¢��Qª�Ç��n��¥§ª/����¡µ¨��©�DÈµ¡£Æµ�D�©�����É�°À�Æ����h���=�,¡¤�Ä¡�«nªh�®�Ý�g¥§½DÆ�¨©¢D����¡µ¢D�6�n��¥§�L¨©¢���¢D�DÈh�������
¸
�uS! ® <�E]; 5 7
@]U�7 T m¸½bEM:?3gZc7
8.C�GH5 @�TÄ76<	3iZe; 5 Z 7
8.C�5 7+´

@]U�7
@5o
¤z£@Ã´£q¢ a �Ä� { l�T ©Klnmy} { |
¹×�¦���Ø¬É¡h�©¡µ�����Yª��£¡µÇD�§¥ ��¥Ú�¦��¼H«n¡hÆµ¡h�]�`��¥§�&�D¨����°� �`�­�®¥h���`«n¥É�¦� �­�®¥

L(x, ωi)
«n�Ú�H« �¦���DÈµ¡i��ª���Æ±��ª�µÀ±Æ�¥����©ª���Æ�ª a ¸MÎ ������ª�¢��g¥�½DÆ�¨�¢��D��¥É�L«n¡µÆ��Ó�`«n��¡µ¾���¥]��¨©���°� �`�­�®¥ �§ª��£� ���D��ª�¢��g¥�½�Æ�¨©¢D�D��¥Ú�L¨�¢���»��Æµ¡h¾���¥]���D� «n�D�©¥§��Èhª���¥��D��¢D�g¨©¥�½i�,¡°«�ª±�i�`Èh½H�i�¦����¡h¾���¥

L(x, ωi)
«n�Ú�L¨�¼¦¨�¥§��«n��¥���²�Æ��Ú�¦�©�DÆ\À��®�DÇD�D�§¥

àµ³



��¼`«n�©¡�����¡µ¨���� ��¼`«n�©¡£¨©�©¡µÇDÆh¡��H�

�­¼h«n��¡�È±�¦ª�¨�¨©¡���¨©Æ�¥§� ��¼`«n�©¡y0w�]�¦������²���¥§Æµ¡(Àh�

Ù ��¨�ªn���DÆ*³n¸óâ"Y$þM¡µ���¤�g�]�`�n¥�� �D¬��DÆ±�����1«n¢D¥Ú�µ�Á�¦��¥Ú���,¡h¨©¢���¢D�DÈh�h�����°��²$��¼h«°�D��¸ CgÇ����©¡tÛ�%9%&%&%¬�¡h�©¡µ�n�¤�^«n�Ú�Ö� �¦���¿Èµ�§¡µ� �`�§������Àw³9%&%9%î«n�É�/� �¦���ÂÆ`�¦ª�¨��®�°Æ,À&âI%î¬�¡`��¡h�������e�D¨��®��� �h�®�®¥A«n�É�� �`�±�QÈh��¡h�]�¦�������A¥MâI%�«n�Ú�Ï� �¦���=Æh�¦ª�¨��®�°Æ,¸

àhà



��¼`«n�©¡�����¡µ¨���� ��¼`«n�©¡£¨©�©¡µÇDÆh¡��H�

�­¼h«n��¡�È±�¦ª�¨�¨©¡���¨©Æ�¥§� ��¼`«n�©¡y0w�]�¦������²���¥§Æµ¡(Àh�

Ù ��¨�ªn���DÆ*³n¸ôýBY$þM¡µ���¤�g�]�`�n¥�� �D¬��DÆ±�����1«n¢D¥Ú�µ�Á�¦��¥Ú���,¡h¨©¢���¢D�DÈh�h�����°��²$��¼h«°�D��¸ CgÇ����©¡0âI%9%&%&%¬�¡h�©¡µ�n�¤�·«n�Ú�=� �¦���ÖÈµ�§¡h�]�`�§�����bÀM³&%&%9%.«n�Ú�=� �¦���ÖÆh�¦ª�¨��®�°Æ,À	ÞµâI%Q¬É¡h�©¡µ�������c�D¨����°� �`�­�®¥¯«n�É�� �`�±�QÈh��¡h�]�¦�������A¥MâI%�«n�Ú�Ï� �¦���=Æh�¦ª�¨��®�°Æ,¸

Ù ��¨�ªn���DÆ¿³n¸ÿ÷�Y£þM¡��Á¼`��¢D�D��¥§� ¡µ¾­�g¥������§�D��¥Ú�/�,�D¢D�,¡µ¾©����«n��¥§�DÈµ¡î���©¢D��¢ ��ª���Æ±��¡��H��¾­��¥Ú�¦�b�Õ¡Ö¢��D¨­»�®�°� �`�­�­¼Q¡µ¾­�g¥������§�D��¥É�Q�,¡µ¾©�©��«°��¥��DÈh¡/¢£� �¦���×¬�¡`��¡h���¤�6¸yCgÇ����©¡ÖâI%9%&%9%.¬�¡`��¡h�����W«n�É�Q� �¦���Èµ�§¡h�]�`�§������À�³&%9%&%Ï«n�Ú�
� �¦��� Æ`�¦ª�¨©���°Æ\Ànâ&%&%�¬�¡`��¡h����� � �D¨����°� �`�­�®¥F«n�É�
� �¦����Èµ�§¡h�]�`�§������¥�â&%«n�É��� �`�±�QÆ`�`ª�¨����°Æ\¸
à±â



�­¼h«n��¡����©¡h¨���� �­¼h«n��¡�¨���¡hÇDÆµ¡��H�

�­¼h«n��¡�È±�`ª�¨©¨©¡���¨©Æ�¥§� ��¼`«n�©¡y0w�]�¦������²��n¥�Æh¡�Àh�

Ù ��¨�ªn���DÆË³�¸øü�YPþ?¡h�©���g�]�`��¥§���D¬É�DÆ������ «n¢D¥Ú�µ�Á�¦��¥É���,¡µ¨©¢���¢D�DÈµ�h�§���n��² ��¼`«n�D�Ö� Ê �Ì���©¡��i�`��¥§ªÆh�¦ª�¨��®��Æ.¡�¡h¨©�©���n��²ÖÆ����D�Ä½�«n¢D¥Ú�`��²�¸zCgÇ�����¡=âI%9%&%�¬É¡h�©¡µ�����ß«n�É�£� �¦���.Èµ�§¡h�]�`�§������À\âI%9%&%9%�«n�É�� �`�±�£Æ`�`ª�¨����°Æ\À,Û�%9%�¬É¡h�©¡µ������� �D¨����°� �`�­�®¥,«°�É�L� �¦���£Èh��¡h�]�¦���n���w¥MÛ�%9%6«n�Ú�L� �`�±�£Æ`�`ª�¨����°Æ\¸

àµý



¡µ¾­�g¥����©������¥��Ï��¥§�Ïªn���DÈ���¡.¢��]�h��¢�¼h������¢���¥Ú�`��¥§�µ¸�0¯¨©���°� �`�­���
L(x, ωi)

¢�ª�Ç��°��¥�����Ê��§�©�©¡��g�¦��¥Ú���¢¤�`¨©¡��Ä�DÈµ¡Ï�i�°���¦ÇD¡h�]�Ø�®�D¨��H�g¢D¡h�©�D�¸Y

L(x, ωi, 0) =
K∑

j=−M
wjL(x, ωi, j) ,

VÁ³n¸�ÛDü2X
È±«n¢D¥§�

L(x, ωi, 0)
��¡Y�i�¦����¡h¾�Ü

L(x, ωi)
�S��¥§�D�©¢¤¼`����� Æ��É�û�����hÀg�]�¦�©¡µ��¥Ú�¦¨��

L(x, ωi, j)
«n�Ú�

j 6= 0
��¡£�g�¦���©¡µ¾�Ü

L(x, ωi)
�ß�,¡h���©¢���«n��¥���²ðV �XÅ %�XH¥	�]�`¨��©½D�����n��² V � � %�XÄÆ��Ú�¦�©Æh�`��²�¸+Æ ��¡¥��§¡h¾�Ü6Ê �Ì���©¡��i�`�±�n��²×Æ��Ú�¦�©�DÆ.���®���­À���¼1�Ð�n�©¢D�°«F¸ØÎ��`�­��¡h¾���¥

wj
¨b¼£�g�¦È��¦��¥?¥I¨©ª���ª`��¼ ¨©¥§½«n¡ÍÛµ¸ Ù ¡µ¢D�£¥É�¦�©�D��Ê �Ì�����=� �`¢��±�g�¦�
�×�§¥���¢D�,½ K + M + 1

¸�Î��¦Èµ¥
wj
��¢��°�§¥¯Æ�¨©¢��b�µ���ÝÊ �Ì����ª¡µ���§¥���¢¤�¦��� �®�D¨��Ý¢Ï«n¡��H¡h�§������¬Éª���Æ±�­�®¥¯��¥É¼µÈ������ ��s ´�¢D¥§��«n¢D¥§�]�=¬�ª���Æµ�­�®¥ � �®�D¨��Ý¡hÈµ���`��¥���¢D¡h�]�Q«n¡¡µ��¨©¢¤�¦�©ª � »�ÛhÀ�Û­� ¸y¶��°¨����D�^ª�Ç����i�Ï�]�¦¨���½D��ªh�­¼h���°��²�Ê �Ì���©����Y

• '?¥§�§�©�i���©¡h¨©��� f(x) = 0.5

• '?¥§�§�©�H���©�h��Æh¼û���±� f(x) = −x+ 1
«n�Ú�

x ≥ 0
¡h���¦¢

f(x) = x+ 1
«n�É�

x < 0

• '?¥§�§�©�iÈ��¦ª�¨©¨�¡��g¨�Æ�¥ f(x) = 4√
2∗π exp(−8x2

X
• '?¥§�§�©��0w�]�¦������²���¥§Æµ¡(Àh� f(x) = 0.75 ∗ (x+ 1) ∗ (x− 1)Åg¥��D��²

N = 2 max(K,M) + 1
¸ÝÎ¿�°¢D�]�`��¢¤�`�±� �®�D¨��L¢D��¥§�h�K�i�`ÈQª�Ç��±�g�¦�­¼h���]�¦¨���½D��ªh�­¼h���DÈh¡��¢D¡h�©ªQ�P���D�§ª/ª�¢��°¨©Æ`�`�n¥É�
�g¨©�\���Õ��¢��°����¥§Æµ����Y

w∗j = f(
2j

N
)

2

N

wj =
w∗j∑K

k=−M wk

VÁ³n¸�Û � X
þM¡¤�i�°ÇD¨©¢D�Í�g¢D¡µ�­�t¨���¡h¨©ªh�®�Â¨©¥§½Y«n�Ú�

j ∈ [−M,K]
¸4Î �©�D�Ë¨©�,¡h¨��h��ÀLÈµ«°�t¢��®��«n�����¨©�©�©¡h���$���`�6�$Æ��©�h�©¨©¢��$����¢D��«n¢D¥Ú�±�ØÊ��§�©�©¡��g�¦��¥Ú�Í¨©�,¡¤�Ä¡°«n¡��i�`�±�$Æµ¡µõ����D� �§ª��0�,¡°��¢¤¼û��Æ�¥§�D��`��¥§� �`�­�®¥ÁÀ]�g¨©�,���Õ��¢��°�n��¥�Æ�¥I�,¡ ���b�H���H¥?�,¡ �������Ä���H¨©�©�©¡h��¥��6��¥����©¢¤¼`�����gÆ��É�û��Æ�¥M¨�¼£�b�¦Æ�¥§�
¨��`�£��]�Ï����¢D��«n¢D¥Ú�`�§� � » ��¥§��VÁ¹YÀøú�X�À ��¥��!Vá¹ÂÀôú�X�� ¸

¤z£@Ã´£ u ¥ §c�®|	���¢T4lnm&~<§c�®q&lÇ�È� { lnq
þw�©¢���¨©���±�É�°���©¡h¢D��¥Ú�`��¢D�KÊ �§�©���
È¦�i�±�É��¡��g���Ý¢D�£¥É�¦��� ¡h¾­��¥§�����§�D��¥Ú������¢D�D��¡h¨�¢�¼�¨©¥§½Ø�]�
¨�¼`¨©¥§��«�»��¥��ÏÆ��Ú�¦�©Æ�¥¯�,¡��Ä¡°«nªh�­¼h�Ï¢��g¥§½DÆ�¨©¢D�D��¥§���]�Õ½�«nª �D¨��®��� �h�­��¥á¸
´K¡h�]�¦¨�¡��i���i�`��¥§�£�©¡h¢D��¥Ú�¦�©ª×Ê �Ì������,¡µ�§�DÈ±���]���,¡���¢¤¼û��Æµ¡��i�°��ª�¨����D�g¥�����¥�ªî��¡µ¢D�£¥É�¦�©ª/Ê �Ì�����£�]�/Û VÕ���°�§Æµ¡ ��¥§�D��¢¤¼h����Æ��Ú�û��Æ`� �`��¥ »� �h�®�®¥:XÄ¥��]�Ï¨���¡h����¥§¡¤�i�°�4¢��g¥§½DÆ�¨©¢¤�`��¥§ª/�©¡h¢D��¥Ú�`��ª.�Ë���©¢D��«�¥\�Ë�®� �I«n�Ú�ÏÆ��Ú�¦�©�DÆ � ¨©�,�û����¥Ú�û»��¼h�b�n��²��]�`¨��©½D��ªh��¼`����Æ��­�����D��¥�ª��ñY

|L(x, ωi, j)− L(x, ωi, 0)| < α|L(x, ωi, 0)| VÁ³n¸óÞI%2X
Ù ¡h¢D��¥Ú�`�HÊ �Ì�����Ø�®�D¨���«n¡h�]�¦¨�¡��i���i�`���.«n�Ú�ÏÆ`�`Ç�«n��Èµ¡��©¡h¢D�]�û���­���g�¦���DÈh¡���ª���Æ���ª x �P¨�����»��¥��h¸&�Ý«°��Æ������©�D�©¥§ª��Ð³�¸ôÞ&%Ø��¥§�w���D¨��&¨©�,�û����¥�¡h���g«n�Ú�Ý«��`�����?Æ��É�û��Æ�¥ � ÀhÊ �Ì���¯��¥§�Hª����DÈ±�Ý« �¦��¨©¢D����ª�©¡h¢D¨�¢��D�©¢¤�¦��¥§ªY���b¼/¨�����¡µ��½µÀI¡µ���`¢ �©¡h¢D�]�û�������i�¦�]�ÖÆ��É�û��Æ`�/��¥��=��¥§�D��¢D�=ª «n¢D¥Ú�±��ªÂ�eÊ �Ì����¡��g�¤»��¥�ª�¸/þI�`���`�������

α > 0
��¡hÇD�]�/«n¡h��¥������`Ü=«n¡��Ä¡µ�§��¥§�µÀ\�®�D«n�]�`Æî�������¦Æ����n�����i�¦����¡h¾�Üu%n¸ô³h³µ³«n¡µ����¢D��¨©¥§½L¨������D��«n¢D¥É�Ó�n¸ � �`�©«n¢D¡�«nª�ÇD�Ø�i�`���©¡µ¾���¥F���DÈh¡��]�¦���¦��������ª��,¡µ¢��i�¦�É�¦�­¼£¢D¥§�§ª�¨©�©�©¡��g�`Ü�`�­���D¬Ó�¦Æ������,¡���¨��b�¦�­¼h���K���©¢�� «nª�ÇD�­�y¢D��¥§�D����¡h¾���¥\¡µ¾­�g¥����©������¥É�6¥\¢¤�
«nª�Ç������©¡µ¢���¥É�¦�©¢��KÊ �Ì�����n¸

à�÷



¤z£@Ã´£�¤ bÂ�Ä�®q { |�lnq��®��|t�È� { l«Tjo\~Fq&}�m	r¿|
'I¥§�Ì�����n¥��Ú�û���D���¦�§���$ª���¡hÇD��¥ �g¥É�Í�]�`« �¦��¥§�Ö����¥§���®¨©¢��°��²$�g�¦ÈÂ«n�Ú�Í���h«n¥Ú�¦� �­�®¥H�º��ª���Æµ��¥��¾���Æ��É�û��Æ`�`��²�À]Èµ«n¢D¥§�
¨�¼�«nª�ÇD�L�i�`²]�¦��¥Ú�����`«n¥Ú�`� �®�®¥áÀ,«n¢D¥§½DÆ�¥	�©�D��ª.�g�¦���©¡µ¾�ÜL¡µ���§¥���¢¤�`�n���i���`«n¥Ú�`� �®�®¥�®�D¨����]�¦��«n¢D¥§���=¡�«n�,¡h�©�]���]��È¦�g�µ���©¡������ ¢D��¥Ú�`�±� ¡h¾­��¥§���©���D��¥Ú�°¸O'?¥§�Ì���©¡��i�`��¥§�Í��¥§�Ú�¦�©�D���¦�§����,¡µ�§�DÈ±�£�]�6�g��¢D�]�h��¢��D��¥§ª��i�¦����¡h¾���¥óY

b∗j = wj[1−
d(j)

dmax
]

bj =
b∗j∑K

k=−M b∗k
,

VÁ³n¸óÞ°Û`X
È±«n¢D¥§�

d(j) = |L(x, ωi, j)−L(x, ωi, 0)| À°� dmax ��¡Ý�g�¦���©¡µ¾�Üi� �¦Æ�¨��°� �¦���]�Ý�©���¯�©�hÇD��¥������]�Ê �§�©�©¡��g�¦���°�^����¢D��«n¢D¥Ú�`�§�µ¸IÎ��¦����¡�Ü
d(j)

���D¨��g¡�«n����È���¡µ¾���¥Ú¼Ï�Dª�Æ��§¥Ú«n��¨�¡��i¼Ï��¥§½�«n¢��
L(x, ωi, j)¥

L(x, ωi, 0)
¸?Î��¦����¡h¾���¥�¨�¼
�Ä�DÆ��©¡µ���`�£¥	³ÏÆ`�`�]�µ�Õ��� Ù À]�ÏÀ � ¸ùM�D¡h�©���®�n��¢D�n¥��Ø��¡µÇ��]�
�n���hÜK�,¡�«=ª±�g�¦Èh½���¨©¢��°¨���Æ�¥��ØÆ��É�û��Æ�¥��¦��¥����h�­��¥,�Ë��¢¤�¦¨©¥§�ØÊ �Ì����¡��g�¤»��¥É�°À��`�§��«nª�ÇD�g��¡µ¢D�£¥É�¦���Ï� �¦��¬É¡h�©¡µ�����*¡h���¦¢�«nª�ÇD�g¥§�§¡µ¾���¥ Æ��Ú�¦����ÆÏ�,¡��H¡�«nªh��¼°À�ÇD�i��¥§�H�g�°¨����`�­»��¢¤�Ï�]�
��¡�� �`��¥§½���¥�¡h�,�D���`���¦��������À�¡µ���`¢���¢¤�¦¨�«n¢�¥É�µ�Á�¦��¥Ú�£�±� �����Q¡���¥§�D�§�6«]��ª�ÇD¨©¢��±¸

¤z£@Ã´£�` S m���|!©Ø}�~F|	���®|>¨±qBU&m���oF�É�È� { lnmMrÍqy�K��qWo\~Fqy}�mMr¿|£�&m
0wÆ�¨©�,�D�������D�����£�i�°Æ`�`¢��±�É�±À°Ç��K���©¢���«nª�Ç��°����¡µ¢D�£¥É�¦�©¢D��Ê��§�©�����\¡h�©ªn¨�¢¤�û��¼h���Ø¨©¥�½KÆ`�¦ª�¨��®�°Æ�¥\¨�¼¢D�����i��¡°���n¡��©¡h¢D�
���i�¦���µ¸ · �����i�±�D�§¥��£¥���¡��i�hÜØ���D���D¬É�DÆ��g¢¤�¦��¥Ú�`¨��H�g¢D¡h�©ª

b∗j = wj[1−
d(j)

dmax
]

VÁ³n¸óÞhÞ2X
¢¤�`¨���¡h¨©¡��g�¦��¡Ï�g¢D�µ�

b∗j = wj


1−

(
d(j)

dmax

)2

 VÁ³n¸óÞ`³�X

�,¡¤�Ä¡°«°ªh��¼h�b�����©¢��°��¥§¨����i�`�n¥����£��¥��­�®¨©¢��n��²L�i�`ÈK«°�É�Ä�g¥�½�Æ�¨©¢��n��²
���µÇD��¥��&¡°«n�§�DÈ��Õ¡h¾���¥á¸¯þ¯�©¡h�����D�¥��,¡h��������¥§�D��¥§��¥§��ª�¨��©�©ªh�®�L����¨�ª��n�DÆQ³�¸ � ¸
¤z£@Ã´£ x a �Ä� { lnmMr¿q&�K�®|Ëo\~Fqy}�m	r¿|Ë��§Ð| { mW±�qV�Ø��q��>�&q { ��|�l��­�7�
¹Ö¡hÇD�§¥ �H�M�®�D¨��I�,¡��Á¼`��¢D�D��¥§�A�����©¡°«°�LÊ �]�¦��È±�¦�©²��D�©¥§��ÈK¢yÊ �Ì���©¡��i�`��¥§�D�ß��¢��`¨©¡��g�°���]�i�]�¦¨©�©½D��ª°»��¼h����¨©�,¡h¨©¡µ���
Y
Ûh¸z'?¥§�§�©�©¡��g�¦��¥§�6��¢¤�¦¨�¡��Ä�L���`«n¥É�¦� �­�®¥�¡h���§¥Ú��¢D¡µ���­�H¢¤���,¡µ�£¡°��¼�Ê �]�¦��È±�û��²��D�©¥§��È�¸
Þ°¸z'?¥§�§�©�©¡��g�¦��¥§�Ä��¢��`¨©¡��H�y���`«n¥É�¦� �­�®¥��D¨��®�°��¡��i�`���­���,�D¢D�,¡h�©�D«n��¥�¡K¢����`���L¬É¡h�©¡µ�����6À`ª�Ç����©�«n�Ú�ÏÆh�¦Ç�«n���A�����µ��Æ�¥F�P�£����¡�«n¢D¥��ÝÊ �]�¦��È±�¦�©²��D�©¥§��È ¸
³n¸gþM¡��Ó¼h��¢��D��¥��L�,¡¤�i�°ÇD¨©¢��n��²/�����©¡°«�¸

þ?¡��Á¼`��¢D�D��¥§�KÊ �Ì����¡��g�¦��¥Ú�����D���,¡h���¦�§���DÈµ¡�¥]Ê �]�¦�\È��û��²��D��¥§��È�¨©�©¡µ¨©ªh���K¨�¥§½g� ���©¢��°�]�`«nÆ�ª=� �µ�Õ���¥��§¡h¾���¥w¬�¡h�©¡µ�����c�]������«n�]¼QÆ��Ú�û��Æµ½��¦��¥§� �`�­�®¥w¥¯���©¢��î�D¨��®��� �h�­��¥w¢Ïª�Ç��n��¥§�D�Ñ� �µ�Õ����¥§��¡h¾���¥w¬�¡¦»��¡h���¤�6¸·¹/���©¡°« �ÂÊ �]�¦�ØÈ��û��²��D��¥��nÈ��i�°� �¦È��Y�����`��¥Ú�Y�,¡°«*ª±�g�¦Èh½¿ÞI%9%û»�ÛG%&%&%������µ�,�DÆ�«n�É�
àµü



Vá�9X VÓ�5X VÁ�GX

Ù ��¨�ªn���DÆ=³�¸ � Y&þM¡µ�����D�g¥§�D��¥��H�­�`Æh¡µ¾���¥\Ê �§�©�©¡��g�¦��¥Ú�Ï��¢¤�`¨©¡��Ä�DÈµ¡£�,¡h���©¢D�D¢Ý¢¤�`¨��©¡µ¨©¡��g�¦��¥§�ÝÊ �Ì����ª³�¸ôÞh³n¸ Ù ��¨�ª��n�DÆ@VÁ�2XK��¥§����� �yÊ �§�©�©¡��g�¦��� ��¢¤�¦¨�¡��Ä¡ ¸ Ù �°¨©ª����DÆðVÓ�5X����D¨©�Ý�i�°�©�D� «°�D�©¡��g�¦���×¢ª�Ç��n��¥§�D�4Ê��§�©���£��¢¤�`¨©¡��H��Èµ¡�«n�Ú�
M = 0

À
K = 8

V��g¢D�h�g³�¸§Û�ü2XA¥�¡Ï�g�¦È±�h��²/« �¦���n��²Q��¢�¡µ���D�³�¸ôÞµÞ°¸ Ù �°¨©ª����DÆ VÓ��X\�®��¨©�¯�g���©�D� «n�D��¡¤�i�¦���Ï¢iª�Ç��°��¥����cÊ �Ì�����L��¢��`¨©¡��H�DÈh¡6«n�Ú� M = 0
À
K = 8¥�¡��i�¦È��`��²Ï« �¦���n��²���¢D¡h�©����³n¸óÞ`³�¸IÅK�g���°¨©ª���Æ�ª VÓ�5X�Æ`�¦ª�¨©���°Æ�¥�¢D¡µ¨��b�µ�É�6¢¤�g�]�¦��«n¢D¡K�©¡h¢D�
���©�µÀ�]�Ï�­�°¨©ª���Æ�ªÀVÁ��X�¨b¼�¡Ï�g¥§�D���Ø�g�����¦ÔD��¥��­�®¨©¢D�µ¸

�,¡¤�g¥§�D�©¢���²��n¥���¡µ¢D�����`¨©¢¤�¦�­¼h���°��²�¸?ú��`Ç�« �H�n�©�h��Æh���g�°���`È±�Ä¨��������K«n¢D�D��¥Ú�H���©¢�����¥�½D��¥É�H���©¡h��¥§��»��¥É�i¢D�A¨����D�]¼°Àh��¡g�����©¢��°�]�`«nÆ�ª
���D�L�����h��¥§��ÈhªÏ«°�É�g¨����D��«°�°�]�¦��¥���¢D���n��²��®��¨©�¯��¢D½D¨���¡K�]�¦��«n¢D¥§�����¢¤�`¨©¡���²,��¡µ�����Ý��¥§ÇÝ¢��g¥§½DÆ�¨©¢D�D��¥§�L�§¥���¢D��� ¬�¡`��¡µ�n�¤� �]������«n�]¼
Æ��É�û��Æh½Ý¥\¢���¥§½DÆ�¨©¢D�D�n¥��Ý�§¥Ú��¢D�±�=¬�¡¦»��¡h���¤� �P�D¨��®��� �h�®�®¥Á¸wÎ ¥§½DÆ�¨©¢��n��²/��¡µ¢D��¥Ú�¦�©���ËÊ �§�©�©���ß��¢¤�`¨©¡��g�°��²/¥	«nª�Ç��n��²�� �`��¬�¡`��¡h���¤���¡µÇ��Ø��¥§�Ø¨©���`�©��¢��nÜK�]�¦��¥§½���¥\¡µ�,�D���h���û�®������«n�É�L��¥§�D�§ªQ� �`�=¬�¡`��¡µ�n�¤�6¸?Î �b�¦Æ�¥§�e����¢��°�]�`«nÆ�ª��¡µÇ��]�=¨���¡h¨©¡��g�`Ü��£����¡°«°½�Ê �]�¦�¯È±�û��²��D�©¥§��ÈQ¢�Ê �Ì���©¡��i�`��¥§�D�S��¢¤�¦¨�¡��i�°�Ñ«n�Ú� ª�¢��°¨©Æh�¦��¥Ú�=�§��»��¨�¢��n��²��D¬��DÆ��©���
¸*ÒK��¥�¨����i�¦����¨©��¨©�©�D� �,¡h¢��i�`�Ú�Í¢��`¨���¡h¨©¡¤�i�`Ü������©¡°«n½ÀVáÞ9X�ÀyÈ±«°�°Ç�ª�Ç��n��¥§�������¡�«°�	V�Û�XÝ��¡hÇD�]��¢¤�¦¨��°��ª��§¡��g�`Ü��,¡h���©¢D��¢ ¢���¥§½DÆ�¨�¢D����¥�� �§¥Ú��¢����¿�����µ�,�DÆ\¸/¹/���©¡°«°�	V�Û�XÝ¥VÁ³2XÄ��¢¤�¦¨©�D�4�,½�« ¼Ï���©¢�����¥�¨����i�`ÜL� �µ�Õ�K�g�¦Èh¥	«n�É�����`«n¥É�¦� �­�®¥�¡h���§¥Ú��¢D¡h�����ÄÆµ¡h¨©¢���¡���� ¼Ï�����©¡°« ¼Ê �]�`��È��û��²��D��¥§��È À ��¡���¥§�H�®�D¨��g�D¬É�DÆ��®�±�������4��¡µ¢��g¥Ú¼`¢¤�¦��¥§�D�/¸
¤z£@Ã´£�Ê S m&l«Z	r$��qy���®|Ë�È� { l«ZMr o\~Fq&}�m	r^TgoX�
Ù ��¨�ªn��Æ�¥Ý³n¸�Û�%�¥Ø³n¸�ÛhÛ×����¢D��«n¨��b����¥Ú�Y¨����D��½ ���¦ª�¨���¥��¶ÌH��¬®¸ø³h«n¨.¢×����¢D�D¨©ª±�i�¦��¼`��¼Y¨�¥§½×¨©¢DÆ��Ú�¦�]¼Æ�ª��Ú¼Ö�=�����`¢�¢���¥Ú¼.Æh�¦ª�¨��®��Æh¼°¸.þw��¢��Í���D� «n�D�©¥§��ÈhªÂ�©���Ý¨����D��� ª�Ç����i�`��¡ÂÛ�ý&%9%&%/¬�¡`��¡h�����·�� �`�n¥��6Èh�§¡µ�]�¦���n����ÀFÞµÞI%�¬É¡h�©¡µ������«n¡��D¨��®�°���h�­��¥áÀ,³&%9%&%�¬É¡h�©¡µ�����P��� �¦��¥��6Æ`�¦ª�¨��®�°Æ,ÀMÛ�ý&% «n¡�D¨��®�°� �`�­�®¥Á¸
¤z£@Ã´£@Ã k ���®my}§UH�
þw�©¢���Æ��Á�`«n¡��Ä�/�`��¥§� �`�­�®�.¢D�]�¦�­«nª`��¼×¨�¥§½=�jÆ`�û�b�¦��¡hÈhª»ÍHÎ�Ï,Ð;Ñ�Ò!ÓÉÔ½Õ(Ö×ÍyØÚÙ+ÛXØÜÑÄÒ!Ö�ÏÞÝ�ßHÐ �]�×�,�É�n��¥§�ÃH´�«n¡��Á¼`��¢D¡h�����£«°¡Í�©�DÈµ¡¿«n¡hÆ�ª����D�±��ª�¸�Î ����¢��°�]�`«nÆ�ª��¦��¥����h�­��¥i¨���¡h¨�¡��i�`��¥§����¥§�Ú�¦�©�D���¦� »���n��²ÂÊ �Ì�����¤�W���D���,¡h���¦�§���n��²Y¢D�]�h��¢D��¥�� ¢D����¥§���®¨©¢¤�àF ª�Æ��©ª]�h�­���=¡h¾��g¥§�����§�D��¥Ú���e����¢��°�]�`«nÆ�ª�,�D¢D�,¡µ¾©����«n��¥§���i�D¨����°� �`�­�®¥	���h«n¥Ú�¦� �­�®¥	¢�� �`�±�.¬�¡h�©¡µ�����6¸Hþw��¢��°Æ��Ó�h«°¡¤�Ä�LÊ �§�
����¡h��Þ�ÌH��%n¸ó�áÀ°¥ÁÀ��¡(À±�D���D�±�âÌH��%n¸ó�áÀ°¥�VÕ�,�D¢ÝÊ �§�©�©¡��g�¦��¥Ú�����D�£�,¡µ���`�§���DÈh¡�XA¥	��¡h��Þ�ÌH�¤Ûh¸ó�áÀ°¥ÁÀ��¡(À°���D���áÌH�¤Û¶Ìi��Û³Ì�Þ°Ûh¸ó�áÀ°¥AVÕ¢w��¥§�É�û���D���`�§���°�tÊ �Ì����¡��g�¦��¥§�D�t���D���,¡h���¦���±�°� X,�,¡µÆ`�¦¢Dªh��¼Ä�©�hÇD��¥����µ¸'I�§ª�Æ��©ª]�h�®�®�¯�ÂÊ�����¥§�&��¡h��Þ�ÌH�¤Ûh¸ó�áÀ°¥ÁÀû�£¡�À°�£�D���âÌH��Û³Ìi��Û¶Ì�Þ°Ûµ¸ô�âÀ�¥µ¨�¼A�����¦Æ��®�n��¢D��¥��w��¥§�D¢¤�¦ª±�g�¦Ç¤�¦���n�µ¸

à �



����� ����� ��ã?�

Ù ��¨�ªn���DÆ ³�¸§ÛG%BY0þ?¡h�©���g�]�`��¥§� Ê �§�©�©������¢��`¨©¡��g�n��²�¸ '?¥§�Ì����¢��i�°Æ��É�ùVá�9X�ÀK¨©�©¡µÇ�Æµ¡��g�ùVÕ�5X=¥È��¦ª�¨©¨�¡��g¨©Æ�¥]VÁ�GX�¸

����� �����

Ù ��¨�ªn���DÆ�³�¸§ÛµÛ&Y�þM¡µ���¤�g�]�¦��¥��îÊ �§�©�©���(��¢¤�¦¨©¡¤�i�n��²�¸·ÒK�����¦¢î�i�°�©�D� «n���©¡��g�¦����¢ ª�Ç��n��¥§�D�¬�¡h�©¡µ�n�¤�P¢H����«n�����AÆ��Ú�¦�©Æ�¥]VÁ�2X�¡µ���`¢L¢Lª�Ç��°��¥����j��¥§�Ú�¦�©�D���¦�§���DÈµ¡£Ê �§�©�©¡��i�`��¥Ú�£��¢¤�¦¨©¡¤�Ä�DÈh¡�VÓ�5X�¸

Vá�9X VÓ�5X VÁ�GX

Ù ��¨�ªn���DÆ/³�¸§Û¤Þ"Yz'?¥§�§�©�©¡��g�¦��¥§�Ï��¢¤�¦¨©¡��H�
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ÎY¨©¢��°¨���Æ�¥��K¡µ�����`¢�� ¢D¡h¨��b�µ���£�g�°���D� «n�D�©¡��i�`�����t�©¡h¢�«n¢D¥§�D����¢D¡h¾���¥�Þµâ`ý`� Þµâ`ýnÀn����¢�� È��Õ½D�,¡hÆµ¡h¾���¥�©�DÆ�ª���¨Á�®¥I³ «n�Ú�����©¡h��¥§�D��¥?¡�«n��¥Ì�®�n��²Ö�ß¨��,¡h¨©�µ�î¥�«n�¤�¦����¥§��¢��g¥��D�©��¥Ú�h«n�Ú�`�±�±¸ÝÅg¥§����²

n
¡h¢D�]�`��¢¤�

ýµÞ



�]�¦¢��g�Ï¨�������� ¨©�]Þn¸ø³µ«°¨ �©¥§��Èµà�¸ô³h«n¨ �©��¬Õ³±�°¸ô³h«n¨¥§��¡h¾�ÜØ�g¥��D��¢���²�¡��ÕÆh�¤� âhâ`à ÛDýh³µü Û�âhýh³`à¥§��¡h¾�ÜÝ�����h�®Æ`¼¦�©��� Û�%hàµü ³µÞhâ`à ³nÛG% � ý¥§��¡h¾�ÜL¡h��¥���Æ������ à ý â¥§��¡h¾�ÜL¾­��¥Ú�û���û� Û Û Û��¢¤�¦¨ �©�D��«n�D�©¥§��ÈµªVÓ¨©�DÆ\¸ X Ûh¸óâhâ Þ°¸ôühü ÷�¸�Û�Þ
¥§��¡h¾�Ü ���©¢D����¥�½�Ü���©¡h��¥§�Dõ°»á�����h�®Æ`¼¦� �]�¨©�DÆ\¸

â`³�÷¦³ � %`à â`ý�Û�%µânÛDý ýhà9%9%h³ �9�

ùI�`���§¥�����ân¸§Û&Y&ùM�D¨��g¨©¢��°�nÆµ¡h¾���¥�«n�É��Æ��Ú�`¨��n��¢D�n���Ä�����©¡°«°�Q¾©�§��«n¢D�D��¥Ú�Ï���©¡h��¥§�D��¥Á¸

�]�¦¢��g�Ï¨�������� ��¡µ�����D�§�Úýn¸ô³h«n¨ ¨©¨�¸ô³h«n¨ ���áÀ±�µ¸ø³µ«n¨¥§��¡h¾�ÜØ�g¥��D��¢���²�¡��ÕÆh�¤� àhà Þµâ`ý±Þ ÛDünÛ¤â¦à¥§��¡h¾�ÜÝ�����h�®Æ`¼¦�©��� ³hü â&%hü±Þ ³h³nÛ�ühü¥§��¡h¾�ÜL¡h��¥���Æ������ � à �¥§��¡h¾�ÜL¾­��¥Ú�û���û� Û � Þ � Û¥§��¡h¾�Ü �����µ�,�DÆ �]�¾­��¥Ú�¦�b�Õ¡ ÞI% ÞI% Û
��¢¤�¦¨g�©��� «n�D�©¥§��Èhª>VÓ¨©�DÆ\¸ X ÛG%n¸ô³hý àµý�¸øý�÷ ýh³n¸ô³±÷¥§��¡h¾�Ü&����¢D����¥§½�Ü&����¡µ��¥§�Dõ°»�����h�®Æ`¼¦�i�]�Ï¨©�DÆ\¸ à�÷`ü&%h³hà±Þ ü�ÛhÛ�ü`àhà±ý à±³ � à�ÞhÞµâ

ùI�`���§¥����Íâ°¸óÞ"Y.ùM�D¨��£¨©¢��°��Æµ¡h¾���¥i«n�Ú�×Æ��Ú�¦¨��n��¢D�����
������¡�«°��¾©�§��«n¢D�D��¥Ú�×���©¡h��¥�����¥á¸$¶��°���,¡h� ��j�©ªn�����n�����®¥§��¡h¾�Ü.¾­�g¥É�û���û���Q¡µ¢��]�h��¢��nÀyÇD�=�j¨����D��¥§��¢D�]�¦�®«nªh��¼×¨©¥§½��,�Ó�`¨©¢���¢��°¢D��¡��H�.ÔD�©��«]�Ó�¾��g¥Ú�¦�b�Á�°¸

ýh³



�]�¦¢��g�Ï¨�������� ¨©�]Þn¸ø³µ«°¨ �©¥§��Èµà�¸ô³h«n¨ �©��¬Õ³±�°¸ô³h«n¨¥§��¡h¾�ÜØ�g¥��D��¢���²�¡��ÕÆh�¤� âhâ`à ÛDýh³µü Û�âhýh³`à¥§��¡h¾�ÜÝ�����h�®Æ`¼¦�©��� Û�%hàµü ³µÞhâ`à ³nÛG% � ý¥§��¡h¾�ÜL¡h��¥���Æ������ à ý â¥§��¡h¾�ÜL¾­��¥Ú�û���û� Û Û Û��¢¤�¦¨ �©�D��«n�D�©¥§��ÈµªVÓ¨©�DÆ\¸ X â°¸ÿ÷¦ý ýn¸ %h³ Û�ân¸ôÞ �
��¢¤�¦¨Ð��ª «n¡��i��� �¦�¬�¡`��¡h���¤� VÓ¨©�DÆ\¸ X Ûh¸ô³h³ Þ°¸óÞ � ÛDü�¸øühà
¥§��¡h¾�Ü ���©¢D����¥�½�Ü���©¡h��¥§�Dõ°»á�����h�®Æ`¼¦� �]�¨©�DÆ\¸

Û�àµàµý�Û�%h³ Þ`ý�÷ � ýhà � Þ � ü9%`àµ³hà

ùI�`���§¥���� â°¸ô³BY�ùM�D¨��Ï¨©¢��°��Æh¡µ¾���¥Ä«n�Ú�Ö������¡�«°�Y�,��¢D�,¡µ¾©�©�D«n��¥��­�
�D¨��®��� �h�®�®¥A���h«n¥Ú�¦� �­�®¥A¢Q� �¦���¬�¡h�©¡µ�n�¤�$¢�ª±��¢�Èµ�§½�«n��¥§�D��¥§�D��¡h¾­��¥§�����§�D��¥Ú���,�D¢D�,¡h¾©�©��«n��¥§�DÈh¡Ý¡h���§¥Ú��¢�¡µ���DÈh¡ØÆ��Ú�`¨��n��¢D�]¼g�����©¡°« ¼¾��§��«n¢D����¥É�Ï���©¡h��¥§�D��¥Á¸

ý`à



�]�¦¢��g�Ï¨�������� ��¡µ�©�n�D����ýn¸ô³h«n¨ ¨©¨¤¸ø³µ«n¨ ���áÀ±�µ¸ô³h«n¨¥§��¡h¾�ÜØ�g¥��D��¢���²�¡��ÕÆh�¤� àµà Þhâ`ý±Þ ÛDü�Û�â¦à¥§��¡h¾�ÜÝ�����h�®Æ`¼¦�©��� ³µü âI%hü±Þ ³h³�ÛDühü¥§��¡h¾�ÜL¡h��¥���Æ������ � à �¥§��¡h¾�ÜL¾­��¥Ú�û���û� Û � Þ � Û¥§��¡h¾�Ü �����µ�,�DÆ �]�¾­��¥Ú�¦�b�Õ¡ Þ&% ÞI% Û
��¢¤�¦¨ �©�D��«n�D�©¥§��ÈµªVÓ¨©�DÆ\¸ X Û�ân¸ à�÷ â`à�¸óÞI% ÷¦³�¸ à±³
��¢¤�¦¨Ð��ª «n¡��i��� �¦�¬�¡`��¡h���¤� VÓ¨©�DÆ\¸ X Ûh¸ô³h³ ý±Þ°¸óâhâ ÛD³±â°¸ôü
¥§��¡h¾�Ü ���©¢D����¥�½�Ü���©¡h��¥§�Dõ°»á�����h�®Æ`¼¦� �]�¨©�DÆ\¸

³µÞ&%nÛ�³nÛ�à ý �9� Û�Þh³µâ ³�÷ � ÞhÞ°ÛµÛ

ùI�`���§¥���� â°¸øà�Y�ùM�D¨��Ï¨©¢��°��Æh¡µ¾���¥Ä«n�Ú�Ö������¡�«°�Y�,��¢D�,¡µ¾©�©�D«n��¥��­�
�D¨��®��� �h�®�®¥A���h«n¥Ú�¦� �­�®¥A¢Q� �¦���¬�¡h�©¡µ�n�¤�$¢�ª±��¢�Èµ�§½�«n��¥§�D��¥§�D��¡h¾­��¥§�����§�D��¥Ú���,�D¢D�,¡h¾©�©��«n��¥§�DÈh¡Ý¡h���§¥Ú��¢�¡µ���DÈh¡ØÆ��Ú�`¨��n��¢D�]¼g�����©¡°« ¼¾��§��«n¢D����¥É�g���©¡h��¥§�D��¥á¸¯¶��°���,¡h� � �$��ª������n�����®¥§��¡h¾�Ü�¾­��¥Ú�û���û����¡h¢D�]�`��¢¤�°ÀhÇD�&�$¨����D��¥§�A¢D�]�¦�­«°ªh��¼¨�¥§½L�,�Á�¦¨©¢���¢��°¢���¡¤�Ä�LÔD�©�°« �Á�Ï¾­�g¥É�û���Ó�°¸

ýµâ



¥��§¡h¾�Ü.¬�¡`��¡h���¤�^�º� �¦��¥§�µÀÄ�
k
»6¥��§¡h¾�Ü�¬�¡`��¡h�����4�º�D¨����°� �`�­�®¥Á¸�´��Ú� Èµ�§¡h�]�`�§������� �`�±��¬�¡¦»��¡h���¤�

n = 30000
À
k = 300

¸Y´��Ú�îÆ`�¦ª�¨©���n��¢D���­�6� �¦���Y¬�¡`��¡h�����
n = 20000

À
k = 50

¸µ��§¡h¾�Ü��n�©�h�,�DÆ�«n�Ú�£Ê �]�¦�	È��û��²��D��¥��nÈ��g����¡µ¨©¥	à � «n�Ú�£�,¡¤�g¥����©¢���²���¥	�©¡µ¢������¦¨�¢��¦��¼`���n��²Ö¡µ���`¢6³±Þ«n�É���,¡��g¥��D��¢���²���¥y¢��,¡��É�°¨©Æ�¥§�D�/¸.ùI�`���§¥����Qâ°¸ô³/¥Aâ°¸øà/���©¢D��«°¨©���D�g¥Ú�¦��¼/��²]�¦���¦Æ����D�­�°¨��®�°Æ�¥y���D�°»«n�D�©¡��i�`���°��²�¨����D��¡µ���¦¢L¨©¢��°��Æµ¡h¾���¥����D� «n�D�©¥§��Èhª�¸
	�S�» ¼ GAEM3�OQ7j5 7 > _¦3LE?3
8�ggZ T�m�½�E?:?3iZc7
8�C�Gi5 > :?TÄGi<FEM:?TÄGi8Â´

8�; 5
ùI�`���§¥����Øân¸ó÷L¥,ân¸øü6����¢D�D¨��b����¥Ú�¦��¼L¨©¢��°��Æµ¡h¾���¥,���D� «n�D��¥���Èhª ¨����D�=��¡h��Þ°¸ô³h«n¨�¥,��¥§��È±³n¸ô³h«n¨�¢i�i�°Æµ¡¦»�©¢��°¨��b�¦��¥§�D�4�©�hÇD���°��²£��¼`«n�D�Ä�ËÊ �Ì����¡¤�i�¦��¥�ª�����¢D�D¨����©¢��D�����°�4���h«n¥Ú�¦� �­�®¥�¢L� �¦��¬�¡`��¡h�����
¸
	�S
	 ¼ GAEM3�OQ7 5 7 > _`3LEM3
8�ggZ Tlm¸½bEM:?3gZc7
8.C�GH5 @ATA7
<�3gZ�; 5
ùI�`���§¥����
ân¸§ÛG%6����¢D��«n¨��b����¥Ú��¨�¢�����Æµ¡h¾���¥,�©�D� «n�D��¥��nÈµª=¢i�g��Æµ¡h�©¢��°¨��b�¦��¥§�D����¢¤�¦¨�¡��i�n��²=��¥§�Ú�¦�©�D�­»�`�§���n��²=Ê �§�©�©¡��t¨©�©¡µÇ�Æµ¡��g�n��²Q¡�¢D��¥§�D�����°���©¡h¢D��¥Ú�`��¢D�µ¸ Ù ¡µ¢D�£¥É�¦�Ä¡h�����`¢Dª �i�°��¡h¨�¥IÛ�Þhü`��Û�ÞhünÀÈµ�§¡h�]�`�§�]� � �`� � ¬É¡h�©¡µ������Y

n = 8000
À
k = 150

ÀFÆ`�¦ª�¨��®�n��¢��]� � �¦�]��¬�¡h�©¡µ������Y
n = 2000

À
k = 32

¸yþ¯�¦���¦�������­�=¨�������¨b¼����©¢D�D«n¨©���D�g¥§¡µ���Ø�Ë�b�¦���§¥Ú�b�/â°¸ � ¸

ýhý



�]�¦¢��g�Ï¨�������� ¨©�]Þn¸ø³µ«°¨ �©¥§��Èµà�¸ô³h«n¨ �©��¬Õ³±�°¸ô³h«n¨¥§��¡h¾�ÜØ�g¥��D��¢���²�¡��ÕÆh�¤� âhâ`à ÛDýh³µü Û�âhýh³`à¥§��¡h¾�ÜÝ�����h�®Æ`¼¦�©��� Û�%hàµü ³µÞhâ`à ³nÛG% � ý¥§��¡h¾�ÜL¡h��¥���Æ������ à ý â¥§��¡h¾�ÜL¾­��¥Ú�û���û� Û Û Û��¢¤�¦¨ �©�D��«n�D�©¥§��ÈµªVÓ¨©�DÆ\¸ X Ûû÷ûà�¸ � ÷ ÞhÞhün¸ôýhü à±ÞhÞn¸§ÛDà
��¢¤�¦¨Ð��ª «n¡��i��� �¦�¬�¡`��¡h���¤� VÓ¨©�DÆ\¸ X %n¸ � à Ûh¸ôü`à ÛDü�¸ôÞh³
¥§��¡h¾�Ü ���©¢D����¥�½�Ü���©¡h��¥§�Dõ°»á�����h�®Æ`¼¦� �]�¨©�DÆ\¸

� ÷`Þ � à±â Û¤÷hâI%hý±Þ � ÞnÛD³9%hýhü�÷

ùI�`���§¥����£â°¸óâ"YwùM�D¨��H¨©¢��°��Æh¡µ¾���¥�«n�Ú���£����¡�«°� 'I¥§�]�¦�M�L�û��²��D��¥��nÈ£¢Øª±�g¢DÈµ�§½�«n��¥§�D��¥§�D�4¡h¾­��¥§���©����»��¥É���,�D¢D�,¡µ¾©����«n��¥§�DÈµ¡�¡h����¥���¢D¡h���DÈh¡�Æ��Ú�¦¨©�°��¢D�]¼Ï������¡�« ¼Ï¾©�§��«n¢D�D��¥Ú�£�n�©¡µ�£¥�����¥á¸

ý±÷



�]�¦¢��g�Ï¨�������� ��¡µ�©�n�D����ýn¸ô³h«n¨ ¨©¨¤¸ø³µ«n¨ ���áÀ±�µ¸ô³h«n¨¥§��¡h¾�ÜØ�g¥��D��¢���²�¡��ÕÆh�¤� àµà Þhâ`ý±Þ ÛDü�Û�â¦à¥§��¡h¾�ÜÝ�����h�®Æ`¼¦�©��� ³µü âI%hü±Þ ³h³�ÛDühü¥§��¡h¾�ÜL¡h��¥���Æ������ � à �¥§��¡h¾�ÜL¾­��¥Ú�û���û� Û � Þ � Û¥§��¡h¾�Ü �����µ�,�DÆ �]�¾­��¥Ú�¦�b�Õ¡ Þ&% ÞI% Û
��¢¤�¦¨ �©�D��«n�D�©¥§��ÈµªVÓ¨©�DÆ\¸ X Û¤ÞI%n¸øà±Þ Û�%�Ûh¸óÞ°Û ÛG%h³µün¸óÞhÞ
��¢¤�¦¨Ð��ª «n¡��i��� �¦�¬�¡`��¡h���¤� VÓ¨©�DÆ\¸ X %n¸óÞ`ü %n¸ô³`à ³hý�¸ôÞ±÷
¥§��¡h¾�Ü ���©¢D����¥�½�Ü���©¡h��¥§�Dõ°»á�����h�®Æ`¼¦� �]�¨©�DÆ\¸

ÛD³�÷l%µüµâ`ü ÷¦³�÷¦ý � %±÷ ³�÷`ÞnÛ � ³µ³

ùI�`���§¥���� â°¸ôýBY ùM��¨©�Ï¨©¢�����Æµ¡h¾���¥Ä«n�Ú�Ö������¡�«°�>'I¥§�]�¦�g�L�û��²����©¥§��È ¢=ª±��¢�Èµ�§½�«n��¥§�D��¥§�D� ¡h¾­��¥§��»���§�D��¥Ú� �,�D¢D�,¡h¾©�©��«n��¥§�DÈh¡.¡h���§¥Ú��¢D¡h���DÈh¡.Æ��Ú�¦¨��n��¢D�]¼ �£����¡�« ¼ ¾©�§��«n¢D�D��¥Ú� ����¡µ��¥§�D��¥Á¸�¶������,¡h� ��j�©ªn�����n�����®¥§��¡h¾�Ü.¾­�g¥É�û���û���Q¡µ¢��]�h��¢��nÀyÇD�=�j¨����D��¥§��¢D�]�¦�®«nªh��¼×¨©¥§½��,�Ó�`¨©¢���¢��°¢D��¡��H�.ÔD�©��«]�Ó�¾��g¥Ú�¦�b�Á�°¸

�µ¼`«n�©¡ Ã�¢¤�¦¨g���D� «n�D��¥���Èhª/¡h�����¦¢DªÀVÓ¨©�DÆ\¸ X µ ��¡h¾�ÜÝ���©¢D����¥§½�Ü����¡µ�£¥��Dõ�» �©�©�h�®Æ`¼û��]�Ï¨©�DÆ�ª�� «n�
����¡µ¨���� â°¸�ÛDý Þ¦à � ÛD³µý �¨���¡hÇDÆµ¡��Ä� â°¸óâI% Þ`³µ³±÷¦³±âµ÷È±�`ª�¨©¨©¡���¨©Æ�¥§� ýn¸óÞ`³ ÞI%µýh³`à�÷¦ü0¯�]�`������²���¥§Æµ¡(Àµ� â°¸øà�÷ Þ`³±âI%nÛû÷h÷

ùI�`���§¥�����â°¸ÿ÷�Y�þM¡µ���¤�g�]�¦��¥���¨©¢��°�nÆµ¡µ¾���¥Á¸A¶°���D�]�£��¡µ�©³�¸ø³µ«°¨¤À��©¡h¢D��¥Ú�¦�g¡h�����¦¢DªîÞhâhý`� ÞhâhýnÀ,Þhâ&%&%&%¬�¡h�©¡µ�n�¤�·�e� �¦��¥§�=Èh�§¡µ�]�¦�§������À&âI%&%9%Ö¬É¡h�©¡µ�����W��� �`�n¥�� Æ`�`ªn¨©���°Æ\ÀI��¨©���°� �`�­�����]�ÖÞ&%&%Ö¬�¡¦»��¡h�]�h��²Ö«n�Ú�Ï� �¦���=Èµ�§¡µ� �`�§������À]â&%£«n�É��� �`�±�QÆ`�`ª�¨����°Æ\¸

ýhü



�µ¼`«n�©¡ Ã�¢¤�¦¨g���D� «n�D��¥���Èhª/¡h�����¦¢DªÀVÓ¨©�DÆ\¸ X µ ��¡h¾�ÜÝ���©¢D����¥§½�Ü����¡µ�£¥��Dõ�» �©�©�h�®Æ`¼û��]�Ï¨©�DÆ�ª�� «n�
����¡µ¨���� � ¸øà±Þ ÞhâµÞI%&%�Û¤÷¨���¡hÇDÆµ¡��Ä� � ¸ÿ÷¦ü Þ¦à�Þµ÷`Þµâ`ýÈ±�`ª�¨©¨©¡���¨©Æ�¥§� Û�%n¸ÿ÷�Û ÞhÞnÛDý`à±ühý0¯�]�`������²���¥§Æµ¡(Àµ� � ¸ôünÛ Þ¦à Û � ü±Þ`³

ùI�`���§¥���� â°¸ôüBYÄþM¡µ���¤�g�]�¦��¥��6¨©¢�����Æµ¡h¾���¥Á¸i¶°���D�]����¥§��È±³n¸ô³h«n¨�À]�©¡h¢D��¥Ú�`�g¡h�����¦¢Dª×Þhâhý`� ÞhâhýnÀ\â&%&%&%¬�¡h�©¡µ�n�¤�ß�Ð���`��¥§�ÏÈh�§¡µ�]�¦�§������À	âI%9%&%&%Q¬É¡h�©¡µ�����ß�Ð� �¦��¥§�ÏÆ`�`ª�¨����°Æ\À\�D¨��®�°� �`�­�����]�îÛG%&%=¬�¡¦»��¡h�]�h��²Ö«n�Ú�Ï� �¦���=Èµ�§¡µ� �`�§������À�ÛG%&%�«n�Ú�Ï� �¦���=Æh�¦ª�¨��®�°Æ,¸

�]�`¢b�g�Ï�n��¥§Æ�ª ��¡h��Þ°¸ô³h«n¨ ���¦ª�¨���¥��¶ÌH��¬�¸ô³h«n¨ ��¡(Àµ�µ¸ô³h«n¨
¥��§¡h¾�ÜÝ�©�©�h�®Æ`¼û����� ³µý&% Þ`àµü Þ`ü±÷hÞ¥§��¡h¾�ÜL¡h��¥§�DÆ������ ý ³ ÛhÛ¥��§¡h¾�ÜL¾­��¥Ú�û���û� Û Û Þ

ùI�¦���§¥Ú�D��â°¸ � YyþI�`���¦�����©���=¨����D��¸

ý �



¨������]� ú ÃA¢¤�¦¨g���D� «n�D��¥���Èhª>VÓ¨©�DÆ,¸ X µ �§¡µ¾�Ü ����¢D����¥§½�Ü����¡µ��¥§�Dõ°»á�����h�®Æ`¼û��]��¨���Æ�ª�� «n�µ¸
��¡h��Þ°¸ô³h«n¨ % %n¸ôünÛ Û � ü&%±âµ÷`âÛ Ûh¸øà9% ÛhÛDà±â � %`àÞ Ûh¸ �&� ü&%µýnÛ�ý`àà ³n¸ % � â°Û � Û�ü&%ü à�¸ � ÷ ³µÞµÞµ÷ � %ÛDý � ¸øà±â ÛDý � ÷`ý`à
��¡(À±�µ¸ô³h«n¨ % Þ°¸óÞ`³ âhÞ±÷¦ýµü`àhàÛ Þ°¸ôü � à9%�÷�Ûû÷`â°ÛÞ ³n¸ô³ � ³`à�÷�ÛµÛ �&�à à�¸óÞ`ü Þµ÷¦à � ³hüh³ü ýn¸óÞhâ ÛDüµüµÞ±÷h÷h÷ÛDý � ¸ôý � Û�ÞnÛ�à±³hüµÞ
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