Algebra — Lista 12

Zadanie 1 (Sprzezenie) Rozwazmy grupe G i zdefiniujmy jej sprzezenie:

pg(x) = gzg™".

Pokaz, ze

® Vab = PaPbs
® , jest izomorfizmem z G w G.

Zadanie 2 W grupie obrotéw kwadratu opisz warstwy (prawostronne i lewostronne) podgrupy generowanej przez
obrét o 180°.
W grupie obrotéw i symetrii kwadratu opisz warstwy (prawostronne i lewostronne) podgrupy generowanej przez
e obrét o 180°.
e obrét o 90°.
e symetrie wzdluz przekatnej (wybierz dowolna).

Zadanie 3 Rozpatrzmy kwadraty, w ktérych malujemy wierzchotki na biato lub czerwono. Dwa kwadraty uznajemy
za identyczne, jedli mozna je przeksztalci¢ na siebie przez obroét. Ile jest rozréznialnych kwadratéw majacych
o (
o1
2
3
4

wierzchotkéw biatych? Jak zmieni sie odpowiedz, jedli dopuscimy tez symetrie kwadratu?
Wskazowka: Lemat Burnside’a.

Zadanie 4 Niech grupa G dziala na zbiorze X. Rozpatrzmy dwa elementy X: z,y z tej samej orbity. Udowodnij,
ze zbiér elementéw przeksztatcajacych x na y, tj.:

{9 g9(z) =y}
jest
e warstwg lewostronng G, w G;
e warstwg prawostronng Gy, w G.

Zadanie 5 Niech grupa G dziala na zbiorze S. Przez G oznaczmy stabilizator elementu s, tj. {g € G : g(s) = s}.
Pokaz, ze przecigcie wszystkich stabilizatoréw (), g G's jest podgrupa normalng w G.
(Na wykladzie powiedzialem, ze G jest podgrupa normalna, co nie jest prawda — przepraszam).

Zadanie 6 Znajdz wszystkie podgrupy normalne w grupie obrotéw i odbi¢ kwadratu. Dla najmniej licznej z nich
podaj tabele dzialan w grupie ilorazowej.
Zadanie 7 Zalézmy, ze H jest podgrupa G, a N podgrupa normalna G. Pokaz, ze wtedy
HN={hn : he Hyne N}
jest podgrupa G.

Zadanie 8 Zal6ézmy, ze grupy Ni, N» sa normalne w G. Pokaz, ze N1Ny jest podgrupa normalna. Mozesz
skorzysta¢ z poprzedniego zadania, w ktérym pokazalidémy, ze jest to podgrupa.

Zadanie 9 Pokaz, ze podgrupa {e, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} < Sy jest podgrupa normalna. Wybierz dwie
nietrywialne warstwy i wymnéz je jako elementy grupy ilorazowej.

Zadanie 10 Opisz warstwy lewostronne i prawostronne podgrupy Sz w Ss. Czy potrafisz uogélni¢ te obserwacje
na dowolne S,_1 < S,,?
Wskazéwka: Mozna na palcach, ale zastandw sie, co sie dzieje z obrazem/przeciwobrazem 47?



