Algebra - Lista 8

Zadanie 1 Udowodnij, ze dla macierzy kwadratowych A, B wielomiany charakterystyczne macierzy AB oraz BA
s takie same.

Wskazowka:Pokaz teze najpierw dla B odwracalnego. Nastepnie dla B, ktére ma na przekatnej najpierw same 1
a potem same 0. Nastepnie udowodnij (eliminacja Gaussa), ze kazda macierz M jest iloczynem macierzy elemen-
tarnych oraz macierzy ww. postaci.

Zadanie 2 Sprawdz, ktore z podanych macierzy mozna sprowadzi¢ do postaci diagonalnej.

7T —-12 6 0 1 0
10 —-19 10{, -4 4 0
12 —-24 13 -2 1 2

Zadanie 3 Znajdz wartosci wlasne i odpowiadajace im wektory wtasne dla podanych przeksztatcen liniowych:
° L((.’E, y,Z)) = (2$ - Y an + Z)
o L((z,y,2)) = (0,0,y)

Zadanie 4 (Klatka Jordana) Klatka Jordana wymiaru n X n to macierz postaci

A1 0 0 - 0
00X 1 0 - 0
00 A 1 - 0
00 0 - A 1
00 0 - 0 A

Pokaz, ze ma ona dokladnie jedna warto$¢ wlasna A\ o krotnosci algebraicznej n oraz krotnosci geometrycznej 1.

Zadanie 5 ZnajdZ wartosci wlasne i odpowiadajace wektory wlasne macierzy (nad R):

2 -1 2 0 10 4 -5 7
5 -3 3|, |-4 40|, |1 -4 09
1 0 -2 2 1 2 —4 0 5

Znajdz wartosci wlasne i odpowiadajace wektory wlasne (nad C):
0 -1
1 0]
Zadanie 6 Rozwazmy macierz kwadratowa M wymiaru n x n oraz jej wielomian charakterystyczny ¢ (z) =
det(M — 21Id). Udowodnij, ze:
e wspOlczynnik ppr(x) przy =™ wynosi (—1);
o wspélezynnik ¢ (z) przy 2"~ wynosi (—1)""1 - tr(M);

e wspotezynnik ¢y (z) przy z° wynosi det(M).
Dla przypomnienia: tr(M) to suma elementéw na przekatnej macierzy M.

Zadanie 7 Pokaz, ze jesli A2 jest wartoécia wlasna macierzy M2, to M wa wartos¢ wlasna A lub —\.
Wskazéwka: a*> — b* = (a — b)(a + b)

Zadanie 8 Niech (-,-) bedzie standardowym iloczynem skalarnym na R™, tj. dla wektoréw v = [vy,va, ..., v,]T,
u = [ug,us, ..., up|"
n
(v,u) = Zuivi .
i=1
Pokaz, ze
T

[(u,v)] =u"v .

(zwrdé uwage, ze (u,v) jest liczba, a u”v macierzy).

Wywnioskuj z tego, ze dla dowolnej macierzy M zachodzi
(u, Mv) = (M"u,v)



Zadanie 9 Niech M bedzie macierza symetryczng (tj. M = M7T) wymiaru n x n a {-,-) bedzie standardowym
iloczynem skalarnym na R". Pokaz, ze
(u, Mv) = (Mu,v)
(mozesz skorzystaé z poprzedniego zadanie).
Wywnioskuj z tego, ze jesli A # X sg réznymi warto$ciami wlasnymi macierzy symetrycznej M o wektorach
wlasnych v oraz v, to (v,v") =0, tj. v i v’ sa prostopadte.

Zadanie 10 (Nieré6wnosé Bessela; réwnos$é Parsevala) Niech {ey,..., e} beda uktadem ortonormalnym, tj.:
o Vi(e;,e) =1;
o Vi 75 j <6i,€j> =0.
(Nie zakladamy, ze jest baza).
Pokaz, ze dla dowolnego wektora v:

k
D e o) [P <ol
=1

7
i réwnosé zachodzi tylko wtedy, gdy {e1,...,ex} jest baza.



