Algebra - Lista 2
Zadanie 1 Niech S, T beda skoficzenie-wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni V. Pokaz, ze

dim(S) + dim(7T) = dim(SNT) + dim(S + T).

Wskazowka: rozszerz baze S NT.
7 tego Twierdzenia mozesz korzystaé¢ nawet, jesli nie umiesz go udowodnic.

Zadanie 2 Pokaz réwnowazno$é¢ nastepujacych warunkéw (dla B = {vq,va, ..., vk }):

Zbiér B jest liniowo niezalezny.

Wektor 0 ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw ze zbioru B.

Pewien wektor z LIN(B) ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw ze
zbioru B.

Kazdy wektor z LIN(B) ma najwyzej jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw ze zbioru
B.

Zadanie 3 Rozwazamy przestrzenie nad R. Niech vy, vs,...,v, beda liniowo niezalezne. Dla jakich wartosci a
zbiory wektoréw

o {avy +v9,v1 + aua}
o {v1 +v2,v2 +U3,U3+ V4. .., Un_1 + Vp,Vp + v}

s liniowo niezalezne?

Zadanie 4 Jak na poprzedniej liScie, niech M bedzie zbiorem skoficzonym, na zbiorze jego podzbioréw 2M
okreslamy operacje:
U+V:=VAU, 1-U=U, 0-U-=1,
gdzie A oznacza réznice symetryczna, tj. UAV = (U\V)U (V\ U).
Dla zbioru okreslonego powyzej, niech Vi, Vo, ..., Vi C M sa takie, ze dla kazdego i zbiér V; nie jest podzbiorem
sumy pozostatych zbioréw, tj. V; £ Uj# V;. Pokaz, ze V1, Vs, ..., Vi sa liniowo niezalezne.

Zadanie 5 Wyznacz wymiary LIN(S) N LIN(T') oraz LIN(S) + LIN(T') dla
b S = {(17 2? 0? 1)7 (17 ]‘? 1? 0)}7 T = {(170? 1? 0)7 (17 3? 0? 1)}5
d S = {(17 ]-7 13 1), (17 *17 1, 71)) (1a37 ]-7 3)}a T = {(17 2707 2)a (1, 27 ]-7 2)a (37 17 Sa 1)}7
e S=1{(2,-1,0,-2),(3,-2,1,0),(1,-1,1,-1)}, T = {(3,-1,-1,0), (0, -1, 2,3), (5,—2,—1,0)}.

Zadanie 6 Niech V' <V bedzie podprzestrzenig liniowa, za$ U i U’ jej warstwami. Pokaz, ze

U=U"lubUnU =0.

Zadanie 7 Uzywajac podobnych technik, jak na wykladzie, pokaz, ze ciagi (o wyrazach w R) spelniajace réwnanie:
(1) b =bp_1+bp_o—1
sa warstwa, przestrzeni ciagéw spelniajacych réwnanie
bp =bp—1 + bp_s.
Wskazdéwka: zadany wektor u ma wszystkie wyrazy stale. Podaj ogdlna postaé (wszystkich) ciagéw spelniajacych

réwnanie (1).

Zadanie 8 Zalézmy, ze V jest przestrzenia skoficzenie-wymiarowa. Niech U-zbiér liniowo niezalezny a {v1,va, ..., vx}
spelia LIN(vy,...,v;) = V. Pokaz, ze albo U jest baza, albo istnieje v; € {v1,..., v}, taki ze {v;} UU jest liniowo
niezalezny.

Zadanie 9 Dla ponizszych zbioréw wektoréw sprawdz, czy sa one bazg przestrzeni R*. Jedli nie, to wybierz z nich
maksymalny zbiér liniowo niezalezny X i podaj dowolny zbiér wektorow Y, taki ze X UY jest baza.

e {(1,0,-1,2),(2,3,4,1),(0,0,1,0)}

e {(1,1,0,0),(1,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,0,1)}

e {(1,1,0,0),(1,0,1,0),(0,0,1,1),(0,0,0,1)}

e {(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)}

b {(1’07170)a(170703 1)’(27071a1)’(*1a071’*2)}



Zadanie 10 Uzasadnij, ze ponizsze zbiory wektoréw sa liniowo niezalezne (w odpowiednim R™), rozszerz je do
bazy (odpowiedniego) R™:

hd (272a 77_1)7(37_17274)3(17173a 1)5

b (2733 74771)3(1’727133);

hd (47 37 _]-7 ]-7 1)7 (27 ]-v _33 2; _5)7 (1a _3707 13 _2)7 (13 57 27 _23 G)a
o (2,3,5,—4,1),(1,-1,2,3,5).



