Algebra - Lista 7

Zadanie 1 W podanych zbiorach wektoréw znajdz maksymalny podzbiér niezalezny i uzupeinij go do bazy
odpowiedniej przestrzeni R”:
o (4,3,-1,1,1),(2,1,-3,2,-5),(1,-3,0,1,—2),(1,5,2,—2,6)
e (2,3,5,—4,1),(1,-1,2,3,5)
e (1,2,1),(2,3,3), (3,8,2)

Zadanie 2 Pokaz, ze C jest przestrzenia liniowa nad Q. Pokaz, ze wektory 1,v/2,v/5,i sa w niej liniowo
niezalezne.

Zadanie 3 Wyznacz wymiary LIN(S NT') oraz LIN(S + T') dla przestrzeni liniowych S oraz T okreslonych jako
b S_LIN((1a2»1)7(1a1 - )7(1a3a3)) T= LIN(( ) (2 3, 1) (1 1 3))
o S =LIN((—1,6,4,7,~2),(~2,3,0,5,—2), (-3, 6 6,-5)), T = LIN((1,1,2,1, -1, (0, ~2,0,—1,—5), (2,0,2, 1, —3))
o §=LIN(1,2,1,0), (—1,1,1,1)), T = LIN((2, —1,0, 1, (1, ~1,3,7)).

Zadanie 4 (Slad macierzy) Sladem macierzy kwadratowej jest suma elementéw na jej przekatnej, tj.

tr ((a’lj i,j=1,.. ,n Zau

Pokaz, ze:
o tr(A) = tr(AT);
o tr(AB) = tr(BA);
e dla macierzy podobnych A, B zachodzi tr(A) = tr(B) (dla przypomnienia: macierze M, N sa podobne, gdy
istnieje A-odwracalna, taka ze M = AN A).
Z ostatniego punktu wywnioskuj, ze $lad jest tez dobrze okredlony dla przeksztalcen liniowych.

Zadanie 5 Podaje macierze odwrotne do (sugerowane rozwiazanie za pomoca operacji elementarnych):

1000 3 -4 5 1 2 2
0010
o2 =3 1], |2 1 =2
00 01 3 -5 —1 2 —2 1
0100
Zadanie 6 Oblicz wyznaczniki:
—+ 0 0 0 ... 0 a 1 1 ... 1 -n
as —t 0 0 ... 0 0 1001 1002 1003 1004 1 1 ... -n 1
0 as —t 0 ... 0 0 1002 1003 1001 1002
, * (1001 1001 1001 999 |’ S : :
: 1001 1000 998 999 I = ... 1 1
0 0 0 0 a, —t -n 1 11

Zadanie 7 Zbadaj ilos¢ rozwiazan podanych uktadéw réownan w zaleznosci od parametru A:

1+x 1 1 1 A2 43\ i 2 é g il i
1 1+Xx 1 zo| = | N3 4+3A%] 114 1 7 xz =14
1 1 14+ M| |3 A 33 3

2 =3 3 A |xa 7

Zadanie 8 Opisz przestrzen rozwiazan ponizszych ukladéw réwnan (np. poprzez podanie bazy odpowiedniej

przestrzeni liniowej)

1 —z3 = 0 xr1 +xo = 0

X2 —x4 = 0 L1 +x2 trz = 0 X1 +xo —2x3 +2x, = 0
—T1+ T3 —x5 = 0 T2 +x3 +ry = 0 3x1 +bry +6x3 —4xy, = 0
—To+ T4 —xg = 0’ : : ’ 4r1 45z —2x3 +3x4 = 0

—X3 +CE5 = 0 T2 +$n—1 _’_xn — 0 31’1 +8£L'2 +24I£3 719%4 = 0

—x4 +x6 = 0 Tho1 tz, = 0




Zadanie 9 Zauwazmy, ze potegi macierzy A kwadratowej (dla ustalenia uwagi: nad cialem K') sa przemienne,
tzn. AFAY = AAF i tym samym dla wielomianu p(z) = Zf:o a;x* o wspoétezynnikach z ciala K wartosé p(A) =
Zf:o a; A’ jest dobrze zdefiniowana.

Udowodnij, ze dla kazdej macierzy kwadratowej A istnieje (niezerowy) wielomian p4, taki ze p4(A) jest macierza
zerowa. (Tak naprawde, to stopief tego wielomianu jest nie wiekszy, niz wymiar macierzy, ale nie musisz tego
pokazywad).

Wskazowka: Rozwaz kolejne potegi A i potraktuj je jako wektory w odpowiedniej przestrzeni liniowej. Co mozesz
powiedzieé¢ o ich niezalezno$ci?

Zadanie 10 Niech D = D(ay,ag,. .., a,) bedzie macierza przekatniowa o elementach a1, as, . . ., a, na przekatnej
a pp(z) jej wielomianem charakterystycznym. Pokaza, ze ¢p(D) jest macierza zerowa.
Niech M bedzie macierza podobna do D. Wykaz, ze ¢p(M) réwniez jest macierza zerowa.



