Algebra - Lista 3

Niestety nie udalo mi sie powiedzie¢ na wykladzie, jak dodawac¢ i mnozy¢ przez skalar macierze. Dodajemy po
wspoélrzednych, mnozymy kazda wspdlrzedna z osobna, to znaczy:

(aij)iZI Ln + (b )’L 1,....n — (alj + bzg)z:l, n
j=1,....m J:Lm,m j=1,...,m
a(azj)zzl ..... n = (aaz])izl ..... n
j=1,im j=1,m

Latwo tez sprawdzi¢, ze mnozenie macierzy jest laczne, tj.: (A-B)-C = A-(B-C), gdy tylko takie mnozenie ma
sens (ze wzgledu na wymiary).

Zadanie 1 Wyznacz jadro i obraz (np. poprzez podanie generujacych je wektoréw) dla nastepujacych przeksztal-
cett liniowych (z R?)

o F(z,y,2) = 2z +y,3z — 2,5 +y — 2z, =2z + 2y — 22);
o F(r,y,2) = (x+y,y— 22,32, — y);

o Flz,y,2) = (x+y,y+2);

o F(z,y,2) = (z+y,2y + 2y —2);

o F(x,y,2) = (z +y,2x + 2y, 3z + 3y).

Zadanie 2 Rozwazmy przestrzen wielomianéw o stopniu najwyzej 7 nad cialem Zs oraz przeksztalcenie liniowe
zdefiniowane jako suma pierwszej i drugiej pochodnej, tj.: F(z%) = ix?~! +i(i — 1)2* =2, gdzie i(i — 1)z* "2 dla i < 2
oznacza 0.

Wyznacz jadro ker F' i obraz Im F' tego przeksztalcenia (np. podaj ich bazy). Podaj ich wymiary.

Zadanie 3 Dane jest przeksztalcenie liniowe F' : V +— W. Udowodnij, nastepujace warunki sg réwnowazne:
e F' jest roznowartosciowe;

dim(ker(F)) = 0;

ker(F') sklada sie z jednego wektora;

rk(F) = dim(V).

Zadanie 4 Zalézmy, ze dla przeksztalcenia liniowego L : R? — R? zachodzi L?(v) = 0, dla kazdego wektora
v € R2. Pokaz, ze wtedy réwniez L2(v) = 0, dla kazdego wektora v.

Udowodnij takze uogdlnienie tego twierdzenia: jesli dla L : R™ — R™ oraz pewnego k > n zachodzi LF(v) = 0
dla dowolnego v, to zachodzi réwniez L™ (v) = 0.

Wskazéwka: rozwaz wektory v, L(v), L?(v),..., L™ (v). Sa one liniowo zaleine.

Zadanie 5(Nieréwnosé¢ Frobeniusa) Udowodnij, ze dla dowolnych przeksztalcen liniowych F, G, H (o odpo-
wiednich dziedzinach i przeciwdzinach) zachodzi:

tk(FG) + 1k(GH) < 1k(G) + tk(FGH).

Zadanie 6 Pokaz, ze dla macierzy A, B, C' odpowiednich wymiaréw oraz skalara « (Id oznacza macierze iden-
tyczno$ciowa/jednostkowa odpowiedniego wymiaru, tj. majaca na przekatnej jedynke oraz zera w innych miejscach):

Id-A=A-1d

A- (B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C
a(A-B)=(aA) -B=A-(aB)

Wywnioskuj z tego, ze zbiér macierzy n x m nad K jest przestrzenia liniowa nad K.

Zadanie 7 Definiujemy transpozycje macierzy jako ,,obrécenie” jej wokdl przekatnej lewy-gérny rég—prawy-dolny

rég.
Formalnie:
(0’7])171, n (a]z)jzl ..... m
1,...,m =1l,...,n
Pokaz, ze



Zadanie 8 Zdefiniujmy fy =0, f1 = 1 oraz fr12 = fu+1 + fn. Rozwazmy macierz M = [

k > 1 zachodzi

k| fe=1 S k0] | fx
M= [ fr fk+1} oraz M- {1] N {fkﬂ]'

Rozwazajac réwnosé Mk = MF . M™ wyprowadz zaleznosé:

Joak = fe—1fo + foforr = fefno1 + fesifu

n |1
Zadanie 9 Oblicz (macierze sa nad R) [? ;] 12 1 =2 ;
2

OO W
—= N = O
OO W N

0 1

1 J. Pokaz, ze dla

Zadanie 10 Ustalmy macierz A wymiaru nxn. Pokaz, ze zbiér macierzy B, takich ze AB = BA, jest przestrzenia

liniowa.

gy . . . . 11
Znajdz wszystkie macierze B wymiaru 2 x 2 spelniajace warunek B - [2 1} =



