Algebra — Egzamin, I termin
Czas: 200 minut.

W rozwiazaniach zaleca si¢ podawanie krokdéw posrednich obliczen, tak aby byly one weryfikowalna nawet w
przypadku btedu rachunkowego.
Prosze podpisaé¢ wszystkie kartki! (Ta kartka jest przeznaczona na brudnopis).



Zadanie 1 Dla przestrzeni liniowych S = LIN({(1, 6,5, 5,3),(1,2,3,2,2)}) oraz T = LIN({(3,4,5,3,3),(2,1,3,1,2)})
oblicz dim(S + T) oraz dim(S NT). Podaj dowolna baze S+ T.



Zadanie 2 Rozwazmy grupe G oraz jej dwie podgrupy H oraz K; niech g € G. Pokaz, ze warstwa lewostronna g
podgrupy H N K jest przecigciem warstw lewostronnych elementu g dla H oraz dla K, innymi slowy:

gHNK)=gHNgK .
Wywnioskuj z tego, ze przecigcie dwéch podgrup normalnych G jest podgrupa normalna G.



Zadanie 3 Niech M, N beda macierzami symetrycznymi rozmiaru n x n. Pokaz, ze:
e M + N jest macierza symetryczna;
e MN jest macierza symetryczna wtedy i tylko wtedy gdy M, N komutuja (tj. MN = NM);
e jesli M jest odwracalna, to réwniez M ! jest macierzg symetryczna.



Zadanie 4 Ile rozwigzan, w zaleznosci od parametry A, ma podany uktad réwnan?
3z —T2 +4x3 1
5.%1 —2I2 +6JC3 =1 + A
6+ X2y —3z0 +(9— N2z = 3



Zadanie 5 Rozwazmy wielomian p oraz macierz kwadratowa M. Pokaz, ze
e jesli M jest diagonalizowalna, to réwniez p(M) jest;
o jesli A jest wartoscia wlasna M, to p(\) jest wartoScia wlasna p(M).



Zadanie 6 Dla wielomianéw f = 2° — 32* — 23 + 722 — 4,9 = 2% — 32% + 22 z R[X] podziel (z reszta) f przez g.
Oblicz tez ged(f, g) i przedstaw je w postaci af + bg dla odpowiednich wielomianéw a,b € R[X].



Zadanie 7 Dla standardowego iloczynu skalarnego w R* zortonormalizuj podany uktad wektoréw. Uzupeknij go
do bazy ortonormalnej.

{(4,4,-2,0);(1,4,1,0); (5,—4,-7,1)} .
Wskazowka: Dla dobra Nas wszystkich: nie zmieniaj kolejnoéci wektorow.



Zadanie 8 Rozwazmy grupe obrotéw i symetrii (odbi¢) szesciokata foremnego. Ile ma ona elementéw?
Malujemy kazdy bok sze$ciokata foremnego na jeden z sze$ciu kolorow; szeéciokaty uznajemy za nierozroznialne,
jesli mozna jeden przeksztalci¢ na drugi przez obrét lub symetrie. Ile jest takich rozréznialnych szesciokatéw?



Zadanie 9 Rozwazmy grupe permutacji S,,. Pokaz, ze jesli g i h sa rozlacznymi cyklami, to rzad gh jest najmniejsza
wspélng wielokrotnoscig rzedéw f oraz g.
Rozwazmy permutacje:
(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
7\ 7 3101 13 14 96 4 12 5 2 11 8

1

Podaj permutacje odwrotna o ~!. Rozléz o oraz o~ ! na cykle. Jakie sg rzedy permutacji o oraz o~1?



