Egzamin licencjacki/inzynierski

21 lutego 2022

Informacja dla zdajacych

Z szesciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Matematyka II, Metody programowania,
Matematyka dyskretna, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne) nalezy wybraé
i przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwigzania trzech zestawow.

Za brakujace (do trzech) zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu.
Egzamin uwaza sie za zaliczony, jesli student rozwiaze z ocena dostateczng co najmniej 2 ze-
stawy. Wtedy ocena z egzaminu jest Srednia arytmetyczng ocen z trzech wybranych zestawéw.
Na rozwiazanie przeznacza sie czas 3x40+30=150 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w
czasie egzaminu nie ma mozliwoéci powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.






Matematyka I — Logika dla informatykéw

Udowodnij, ze dla kazdego n > 2 istnieje taki n-gumentowy spéjnik logiczny ®, ze {®} jest
zupelnym zbiorem spdjnikow.

Matematyka II — Algebra

Zadanie 1. (4 punkty)
Przeksztalcenie liniowe ¢ : R® — R” jest bijekcja. Wykazaé, ze przeksztalcenie odwrotne
¢! jest (tez) przeksztatceniem liniowym.

Zadanie 2. (4 punkty)
Niech A,B € R™". A=ci:¢c2:...:¢y) (czyli ¢; to i-ta kolumna macierzy A) oraz B = (b;;).
W jaki sposéb elementy b;; opisuja operacje na kolumnach macierzy A?

Zadanie 3. (6 punktéw)

al b2
bg a9 bg
b3 as b4

bp—1 apn—1 by
by, an

Udowodnié, ze Dy = ay, Dg_1 — b3 D2 (k =3,4,...).

Progi punktowe: 4, 6, 8, 10, 12 punktéw.



Metody Programowania

Ponizsze zadania nalezy rozwiazaé uzywajac jezyka funkcyjnego. Do wyboru: Racket, OCaml
i Haskell.

Zadanie 1 Zdefiniuj dwa typy danych: jeden do reprezentowania list parzystej dlugosci,
a drugi do reprezentowania list nieparzystej dtugosci. Mozesz ustali¢ typ elementow listy lub
uczyni¢ go parametrem swoich definicji.

Zadanie 2 Dla swoich definicji z zadania 1, napisz funkcje odwracajaca liste dlugosci pa-
rzystej, a takze funkcje odwracajaca liste dtugoéci nieparzystej.

Zadanie 3 Zaproponuj odpowiednie struktury danych, ktére wykorzystasz do napisania
funkeji, ktéra przyjmie jako argument stownik (zawierajacy wiedze o odmianie czasownikéw
w jezyku angielskim), osobe (pierwsza, druga lub trzecia), liczbe (pojedyncza lub mnoga) oraz
czasownik w bezokoliczniku (np. be) i zwréci jego poprawna forme w zadanej osobie zadanej
liczby, o ile zadany czasownik znajduje si¢ w slowniku. Napisz te¢ funkcje. Nie musisz im-
plementowaé ani przejmowacé sie wydajnoscia operacji wyszukiwania czasownika w stowniku.
Nalezy natomiast okresli¢ jej sygnature zaktadajac, ze jej jedynym argumentem jest czasownik
w bezokoliczniku.

Uwaga! Jakos$¢ kodu, a zwlaszcza struktura definicji, ma znaczenie i bedzie punktowana.

Matematyka dyskretna

Niech ciecie w grafie to zbior wszystkich krawedzi taczacych pewne zbiory V' C Vi V \ V.
Odpowiedz na nastepujace pytania i uzadadnij te odpowiedzi.

e Czy w grafie o wszystkich wierzchotkach stopnia parzystego wszystkie cigcia maja moc
parzysta?

e Czy w grafie o wszystkich wierzchotkach stopnia nieparzystego wszystkie ciecia maja
moc nieparzysta?



Metody numeryczne

Za rozwiazanie zadan mozna otrzymaé lacznie 12 punktéw. Otrzymanie 4 pkt. gwarantuje
ocene dostateczna, prog dla dst+ to 5.5 pkt., dla db — 7 pkt., dla db+ 8.5 pkt., a dla bdb —
10 pkt.

1. |4 punkty | Niech dane bedzie n € N. W jezyku PW0O++ procedura Power2Chebyshev(n)
[ (N)j agn) ‘ (n)

znajduje taki wektor liczb rzeczywistych [a, Lap, |, ze

Zak Ty (x

gdzie Ty, oznacza k-ty wielomian Czebyszewa. Krétko mowiac: procedura ta wyznacza
wspotczynniki postaci Czebyszewa jednomianu z”. Niestety ma ona pewng wade,
a mianowicie — stopien n nie moze by¢ wiekszy niz 2021. Wykorzystujac procedure
Power2Chebyshev, zaproponuj efektywng metode znajdowania postaci Czebyszewa jed-

nomianu 22923, tj. obliczania wspélczynnikow a(2023) (0 < k <2023).

2. |4 punkty | Opisz wybrana metode iteracyjna przyblizonego rozwiazywania réwnania
nieliniowego (przedstaw idee i interpretacje geometryczna, podaj potrzebne zalozenia,
sformutuj warunek STOPu, okresl rzad zbieznosci, ... ).

3. |4 punkty | Zal6zmy, ze dane sa: funkcja ciagla f, liczby a < b oraz parami rézne wezty
0, X1, ..., ZTn. Niech Qn(f) bedzie kwadratura interpolacyjna z weztami xg, x1,..., 2,
przyblizajaca wartos¢ calki

/ fla

Jak wiadomo, wspo6tczynniki Ay (0 < k < n) kwadratury @,

£) =Y Apf(ar),
k=0

wyrazajq sie wzorem:

b

L r — Iy
Ak:/ ka_xi dx (k=0,1,...,n).
=0

a ik

Podaj efektywny algorytm obliczania wartosci wspétczynnikéw Ag, Aq, ..., A, iokresl
jego zlozonosé.



Algorytmy i struktury danych

Za rozwigzanie obydwu zadan z tej czesci mozna otrzymaé w sumie do 9 punktéw. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczna, 4 — dostateczna z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 albo wiecej punktow
daje ocene bardzo dobrg.

Zadanie 1: podciag palindromiczny (4 punkty)

Dany jest n-literowy ciag X = (x1,x9,...,2,). Nalezy wyznaczy¢ najdluzszy podciag
w tym ciagu, ktéry jest palindromem (palindrom to slowo brzmiace tak samo czytane od
strony lewej do prawej i od prawej do lewej). Zaprojektuj efektywny algorytm rozwiazujacy
to zadanie. Opisz ide¢ algorytmu a potem zapisz go w pseudokodzie (wraz z niezbednymi
komentarzami). Uzasadnij, ze opisany algorytm dziala poprawnie. Oszacuj tez zlozonos$é ob-
liczeniowa (czasowa i pamieciowa) przedstawionego rozwiazania.

Wskazowka: jedli pierwsza i ostatnia litera w tym ciagu bedzie taka sama, to czy litery te
wejda w sktad optymalnego rozwigzania?

Przyklad: Dla ciagu (a,b,c,a,b,a,c) rozwiazaniem moze byé 5-literowy podciag abcba,
ababa albo cabac.

Zadanie 2: ciag elementéw z operacjami insert oraz remove (5 punktéw)
Niech S = (so, $1,.-.,5n—1) bedzie n-elementowym ciagiem elementéw. Na ciggu takim
chcemy wykonywaé nastepujace operacje:

1. S =new(): S+ () utworzenie pustego ciagu;
2. z = S.select(i) : odczytanie i—tego elementu s; w ciagu S (dla 0 <i <n —1);

3. S.insert(i, ) : S < (S0,...,8i—1,%,Si,...,Sn—1) wstawienie nowego elementu = do
ciagu S na pozycje i-ta (dla 0 < i < n); elementy znajdujace sie dotychczas na pozycjach
od ¢ do n — 1 beda przesuniete o jedna pozycje wyzej;

4. S.remove(i) : S < (S0,...,8i—1,Si+1,---,Sn—1) Usuniecie elementu s; z pozycji i-tej w
ciggu S (dla 0 < i < n — 1); elementy znajdujace sie dotychczas na pozycjach od 7 + 1
do n — 1 beda przesuniete o jedna pozycje nizej.

Zaprojektuj taka strukture danych dla ciggu S, ktéra umozliwi wykonywanie wymienio-
nych operacji w czasie logarytmicznym O(logn), gdzie n = |S| (liczba elementéw w ciagu S).
Wykorzystaj jakas znang strukture danych, ktéra efektywnie realizuje operacje wstawiania
i usuwania elementéw. Opisz jak zaadoptowaé te strukture na potrzeby zadania. Szczegoto-
wo opisz dzialanie funkcji select(), insert() i remove (moze by¢ pseudokod z komentarzami).
Przeanalizuj ztozonos¢é czasows wszystkich operacji na tej strukturze.



