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Streszczenie

Problem determinacji zapytan jest jednym z podstawowych zagadnien teorii baz
danych. Przez ostatnie dwie dekady ukazalo sie wiele prac opisujacych ztozonosé ob-
liczeniowa (gléwnie (nie)rozstrzygalnosé) tego problemu dla réznych klas zapytan.
Wszystkie one dotyczyly jednak semantyki zbiorowej, tj. sytuacji, w ktérej znaczenie
ma jedynie fakt znalezienia odpowiedzi na zapytanie, a nie liczby sposobéw, na jakie
mozna te odpowiedz znalezé. Jednak to ten drugi przypadek, nazywany semantyka
multizbiorowa, jest blizszy praktycznym zastosowaniom. W niniejszej pracy prezen-
tujemy nowe wyniki dotyczace ztozonosci obliczeniowej problemu determinacji za-
pytan koniunkcyjnych, éciezkowych oraz unii zapytan koniunkcyjnych w semantyce

multizbiorowe;j.

The problem of query determinacy is one of the fundamental aspects of the database
theory. Over the last two decades there have been a lot of papers describing the com-
putational complexity (mostly (un)decidability) of this problem for various classes
of queries. However, they all concerned set semantics, i.e. a situation in which only
the fact of finding an answer to a query matters, not the number of ways in which
that answer can be found. However, it is the latter case, called multiset (or bag)
semantics, that is closer to practical applications. In this paper, we present new re-
sults on the computational complexity of the determinacy problem for conjunctive

queries, path queries and unions of conjunctive queries under multi-set semantics.
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Rozdziatl 1

Wprowadzenie

1.1 Wstep

Zapewne kazdy z czytelnikow tej pracy sltyszal o bazach danych. Sa wszech-
obecne i przechowuja informacje o niemal kazdym aspekcie naszego zycia - od zna-
jomodci i zainteresowan po stan zdrowia, czy finanséw. Dostep do tych informacji
realizowany jest przez zapytania sformutowane w pewnym jezyku formalnym, dla
ktorych silnik bazodanowy zwraca zbiér (lub multizbiér) krotek sktadajacych sie z
elementéw bazy spelniajacych zadane zapytanie.

Ze wzgledu na swoja kluczowa role w funkcjonowaniu wspotczesnych systemévﬂ
bazy danych sa przedmiotem intensywnych badan od dziesigcioleci. Jednym z natu-
ralnych problemdéw pojawiajacych sie w tej tematyce jest: ,,Czy znajac odpowiedzi
na zapytania vy, ve, ..., v, mam juz wszystkie informacje potrzebne, by przewidzieé
odpowiedzZ na zapytanie ¢” 7 Nietrudno wyobrazi¢ sobie zastosowania tego problemu
w takich dziedzinach, jak bezpieczenstwo informacji czy optymalizacja silnikéw ba-
zodanowych.

Problem ten, nazwany problemem determinacji zapytan byl poruszany w wielu
pracach w réznych wariantach - w zaleznosci od przyjetych zalozen (przede wszyst-
kim tych dotyczacych klasy rozwazanych zapytan) dowodzono jego rozstrzygalnosci
(18], [2]) lub nierozstrzygalnosci ([16], [9], [10]). W wyniku tych prac, powstala dosé
dokladna klasyfikacja, podsumowana w pracy [14], gdzie przedstawione sa eleganc-
kie techniki badania determinacji przy uzyciu takich narzedzi teorii baz danych, jak
Tuple Generating Dependencies i Chase.

Wszystkie te odkrycia dziataja jednak przy zalozeniu, ze odpowiedzig na za-
pytania jest pewien zbidr krotek (méwimy wtedy o semantyce zbiorowej, ang. set
semantics). Jednak modelem lepiej opisujacym dzialanie prawdziwych baz danych
jest taki, w ktorym dla zapytan zwracane sa multizbiory krotek (semantyka mul-

lz pewnoscia tez ze wzgledu na prosty, elegancki model matematyczny, ktory je opisuje
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tizbiorowa, ang. bag semantics). Na ta luke pomiedzy teoria a praktyka zwrdcono
uwage w pracy [6] wykazujac tez, ze techniki dowodzenia uzywane w semantyce
zbiorowej nie przenosza sie na semantyke multizbiorowa. Co wiecej, okazuje sie, ze
problemy dotyczace semantyki multizbiorowej sg znacznie trudniejsze i wiele z nich
wcigz pozostaje otwartych. Flagowym przykladem jest tu problem zawierania zapy-
tan koniunkcyjnych - podstawowy problem zwiazany z optymalizacja zapytan. Juz w
latach 70-tych udowodniono, ze w semantyce zbiorowej jest to problem NP-zupelny.
7 kolei w semantyce multizbiorowej wciaz nie wiadomo, czy jest on rozstrzygalny, a
jedna z ostatnich prac [1] pokazala jego réwnowaznosé z pewnym problemem z teorii
informacji, ktorego rozstrzygalnosé réwniez jest otwartym pytaniem od wielu lat.

W niniejszej pracy opisujemy podjeta przez nas pierwsza znang nam probe
zbadania rozstrzygalnosci problemu determinacji w semantyce multizbiorowej. Wy-
kazemy nierozstrzygalno$¢ tego problemu dla unii zapytan koniunkcyjnych, a takze
jego rozstrzygalnosé w przypadku zapytan sciezkowych oraz boole’owskich zapytan
koniunkcyjnych. Ten ostatni przypadek jest szczegdlnie ciekawy, poniewaz okazuje
sie by¢ bezposrednio zwigzany z zagadnieniem teorii graféw dotyczacej zliczania ho-
momorfizméw. Nasz wynik dowodzi tezy postawionej w pracy [7] z 1979 roku, a
péZniej przytaczanej wielokrotnie w kolejnych publikacjach Lovasza ([13], [4]), ktéra
moéwila, ze dla dla zbioru parami nieizomorficznych graféw, funkcje zliczajace ho-
momorfizmy z tych graféw w pewien zadany graf sa od siebie niezalezne. Dokladnie
opisujemy to w rozdziale [4]

W ostatnim rozdziale przedstawiamy nierozwiazane przez nas problemy doty-
czace determinacji zapytan w semantyce multizbiorowej i opisujemy nasze przemysle-
nia dotyczace przypadku zapytan unarnych, wskazujac potencjalne kierunki rozwoju

W tym temacie.

Wyniki przedstawione w tej pracy sa efektem wspolnych dziatan autora z prof.
Jerzym Marcinkowskim oraz Piotrem Ostropolskim-Nalewaja. Zostaly one réwniez
opublikowane w artykule [I1], ktéry zostanie zaprezentowany podczas miedzynaro-
dowej konferencji ACM SIGMOD/PODS 2022.

1.2 Preliminaria

Konwencje

Dla multizbioru A oraz elementu x napis A[x] oznacza krotno$¢ wystepowania x
w A. W szczegblnosei Alx] > 0 <= x € A. Gdy piszemy Z, zawsze mamy na mysli
krotke (ktorej liczba elementéw zazwyczaj wynika z kontekstu). Np. piszac ¢(Z)
mamy na mysli formule/funkcje pewnej arnoéci, niekoniecznie réwnej 1 (Z jest tu
krotka zmiennych). R>¢ oznacza zbior nieujemnych liczb rzeczywistych (analogicznie
dla @, N itd.). Przyjmujemy, ze 0° = 1.
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Sygnatura

W niniejszej pracy bedziemy rozwazaé jedynie skonczone relacyjne sygnatury
(to znaczy skonczone zbiory symboli relacyjnych dowolnej arnosci), z wyjatkiem

miejsc w ktérych zaznaczono, ze jest inaczej.

Baza danych

Niech ¥ = {Ry, Rs, ..., R, } bedzie sygnatura. Wtedy bazg danych nad sygnatura
Y nazywamy dowolng skonczona strukture nad ta sygnatura, to znaczy strukture
postaci D = (D, RP RP .. .RP) gdzie D jest skoficzonym zbiorem - uniwersum
struktury D (oznaczanym réwniez jako |D|), a RP, ..., RP s relacjami nad zbiorem
D - o arnoéciach odpowiadajacych arnosciom symboli Ry, ..., R,. Czasem, gdy nie
bedzie to prowadzilo do niejednoznacznosci, bedziemy utozsamia¢ baze danych D
z jej uniwersum |D| (piszac na przyklad ,z € D”). W niniejszej pracy wszystkie
rozwazane struktury beda skonczone, zatem okreslenia struktura i baza danych sa
traktowane jak synonimy.

Dla zdania logicznego ¢ oznaczenie D = ¢ méwi ,p jest prawdziwe w bazie
danych D”. W szczegdlnosci, dla atomu R(z), D = R(a) <= a < RP.

Homomorfizm

Niech D1, Dy beda bazami danych nad sygnatura 3. Odwzorowanie f : |Dp| —
|Ds| jest homomorfizmem struktur D; i Dy, gdy zachodzi

VR € ¥ VZ € RP' f(z) € RP?

gdzie dla z = (1, ..., xg) przez f(Z) rozumiemy krotke (f(x1), ..., f(zk)).

Zbiér wszystkich homomorfizméw Dy — Djy oznaczamy przez hom (D1, Da).

Zapytanie koniunkcyjne

Zapytaniami koniunkcyjnymi (ang. Conjunctive Query, CQ), dla pewnej sygna-
tury X, nazywamy formuly logiki pierwszego rzedu postaci ¢(z) = 3y ¥(z, y), gdzie
¥(Z,y) jest koniunkcja atoméw. T = (1, ..., x) nazywamy zmiennymi wolnymi za-
pytania, a § = (Y1, ..., Ym) - 2zmiennymi skwantyfikowanymi. Liczba zmiennych wol-

nych wyznacza arno$é zapytania. Np. gdy & = (x1, z2), to zapytanie ¢ jest binarne.

Z kazdym zapytaniem koniunkcyjnym ¢(z) = 3y ¥(Z,y) zwiazana jest pewna
struktura F,, nazywana frozen body, zdefiniowana w nastepujacy sposéb: uniwersum
F, stanowi zbiér zmiennych wystepujacych w krotkach z, 3. Ponadto, dla dowolnego
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n, dowolnej n—arnej relacji R oraz krotki z € |F,|",

F, = R(z) <= R(3) € v

Sformulowanie R(Z) € 1 nalezy tu rozumieé¢ jako ,,R(Z) jest jednym ze sklad-

nikéw koniunkcji ¢”

Dla zapytania koniunkcyjnego ¢ zdefiniowanego jak wyzej, wynikiem zapytania
w bazie D jest multizbiér ¢(D) zdefiniowany nastepujaco:

p(D)[z] =y | D= v(z,9)}]

W wielu pracach dotyczacych baz danych ¢(D) bylby zbiorem, a nie multizbio-
rem. W takiej sytuacji mowimy o semantyce zbiorowe;.

Problemy zwigzane z zapytaniami koniunkcyjnymi moga by¢ rozwazane w obu
tych wersjach, przy czym przewaznie wersja zbiorowa jest znacznie prostsza od mul-
tizbiorowej. Dlatego my zajmujemy sie semantyka multizbiorowq.

Zapytanie Sciezkowe

Zapytanie Sciezkowe (ang. Path Query, P@Q), nad binarna sygnatura X, to bi-
narne zapytania koniunkcyjne postaci

o(x1,22) = Y1, ..oy Yn Ri(x1,y1) A Ra(y1,92) A oo A Rp(Yn—1,Yn) A Ru1 (Yn, 22)

Innymi stowy, jest to zapytanie ,Ile jest Sciezek z x1 do z9 skladajacych sie z
n + 1 krawedzi o etykietach, kolejno: Ry, Ra, ..., Ry4+1”. Takie zapytania bedziemy
identyfikowaé ze stowami nad alfabetem Y. Np. zapytanie napisane powyzej iden-
tyfikujemy ze stowem R;...R,y1. Szczegblny przypadek stanowi tu stowo puste, z
ktorym identyfikujemy zapytanie ¢(x1,x2) = "x1 = x2”, choé¢ zgodnie z definicja
powyzej nie jest to zapytanie Sciezkowe.

Zapytanie koniunkcyjne boole’owskie

Zapytanie boole’owskie (ang. Boolean Conjunctive Query, BCQ) to zapytanie
koniunkcyjne bez zmiennych wolnych. Takie zapytanie bedziemy identyfikowaé z jego
frozen body piszac po prostu ¢ zamiast I, tam, gdzie z kontekstu bedzie wynikato,
ze chodzi o strukture (np. gdy bedziemy méwili o homomorfizmach).

Dla zapytania boole’owskiego ¢, jego wynik w strukturze D to multizbior za-
wierajacy pusta krotke pewna skonczong liczbe razy. Doktadniej:

Obserwacja 1.1. ¢(D)[()] = |hom(q, D)|
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Dla uproszczenia bedziemy pisaé¢ ¢(D) zamiast q(D)[()].

Unig boole’owskich zapytan koniunkcyjnych nazywamy logiczng alternatywe skon-
czonej liczby boole’owskich zapytan koniunkcyjnch. Wynikiem zapytania postaci

Q=qaVag@V..Vgjest QD) =>",q¢D).

Determinacja zapytan

Niech V' = {wy,...,v,} bedzie pewnym skonczonym zbiorem zapytan (w tym
przypadku: zapytan koniunkcyjnch lub unii zapytan koniunkcyjnych). Bedziemy na-
zywaé go zbiorem widokéw. Takze niech ¢ bedzie zapytaniem. Méwimy, ze V' deter-
mianje q, gdy dla kazdej pary baz danych D, D’ zachodzi nastepujaca implikacja:

(Vv € V o(D) = v(D")) = ¢(D) = q(D')

Oznaczenie: V. —% qlub V —" ¢, w zaleznosci od tego, czy napisy v(D), q(D)
traktujemy jako zbiory, czy multizbiory.

Obserwacja 1.2. Warunek V SLLEN q jest rownowazny nastepujgcemu warunkowi:

Istnieje funkcja f taka, Ze dla kazdej bazy danych D zachodzi

Q(D) - f(UI(D)? UQ(D)7 ,’l}n(D))

Zawieranie zapytan koniunkcyjnych

Zapytanie q zawiera sie w zapytaniu ¢’ (¢ C ¢'), gdy dla kazdej bazy danych D,
q(D) C ¢'(D). Zawieranie q(D) C ¢'(D) mozemy traktowaé jako zawieranie zbioréw
lub multizbioréwﬂ W tej pracy bedziemy, o dziwo, bedziemy odwolywaé sie do

zawierania zapytan w wersji zbiorowej, dla jasnosci oznaczajac je jako ¢ Cget ¢’

Fakt 1.3. Dla boole’owskich zapytan koniunkcyjych, q Cset ¢ <= hom(q',q) # 0

Dowdd opisany jest w klasycznej pracy [5]

Operacje na strukturach

Bedziemy uzywaé pewnych standardowych operacji na strukturach, opisanych
miedzy innymi w [I2]. Niech A, B beda strukturami nad ta sama sygnatura X.
Witedy:

o A+ B jest suma rozlqcznaﬂ AiB

*Multizbiér A zawiera sie w B, gdy Vz Afz] < B[]
3to znaczy, ze zastepujemy B przez izomorficzng strukture B’ taka, ze |A| N |B’| = 0 i bierzemy
AUB
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e A x B to produkt struktur A i B, tzn. |A x B| = |A| x |B| i dla kazdej R € ¥

(pewnej arnosci n) oraz (ai,...,an) € A", (b1, ...,by) € B™,
A x B E R({a1,b1), ..., (an, b)) <= A E R(ai,...,a,) N B E= R(by,...,by)
e Symbole ), [] oznaczaja standardowe uogdlnienie symboli +, x

e Dlat e N, tA = 2521 Aoraz A = H§:1 A. Ponadto, 0A jest strukturg pusta
oraz A jest jednoelementowa struktura {a} taka, ze VR € ¥ A° = R(a, ..., ).
Zauwazmy, ze 0A jest elementem neutralnym + oraz A° jest elementem neu-
tralnym X.

Ponizszy lemat jest znanym faktem dotyczacym zliczania homomorfizméw dla

sum i produktéw struktur, przytaczanym m. in. w [12].

Lemat 1.4. Niech A, B, C bedg strukturami i niech t € N. Witedy:

1. Jesli A jest spojne, to |hom(A, B+ C)| = |hom(A, B)| + |hom(A, C)|
2. |hom(A, B x C)| = |hom(A, B)| - |hom(A,C)]

3. |hom(A, BY)| = |hom(A, B)|*

4. |hom(A+ B,C)| = |hom(A,C)| - |hom(B,C)|

Graf Gaifmana

Graf Gaifmana struktury D to graf nieskierowany Gp zdefiniowany nastepujaco:

e wierzcholki: V(Gp) = |D|
e krawedzie: a,b € V(Gp) sa polaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje relacja R oraz krotka a taka, ze a,b € a oraz a € RP

W przypadku zapytania koniunkcyjnego oczywiscie tez mozemy méowic¢ o jego
grafie Gaifmana - jest to graf Gaifmana jego frozen body.

Konwencje dotyczace algebry liniowej

W naszej pracy bedziemy korzysta¢ z oznaczen i faktéw pochodzacych z algebry
liniowej. Wigkszos¢ z nich jest standardowych, ponizej wyjasniamy kilka nieoczywi-

stych zapiséw:
e Dla A C R¥, span(A) oznacza domkniecie liniowe A (najmniejsza przestrzen
liniowa zawierajaca A). Ponadto, dla zbioru B C R, definiujemy
spanB(A) = {bi@; + ... + bpdyn | n € N,by,....,b, € B, dy,...,d, € A}

Zatem span(A) = span(A).
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e Dla wektoréw @, 7 € R¥, (u,v) oznacza iloczyn skalarny i, 7. Wektor i jest
prostopadty do ¥, gdy (@, ¥) = 0.

e Dla wektora @ € RF,i € {1,...,k}, (i) oznacza warto$¢ wektora @ na i-tej
wspoélrzedne;j.
e Dla macierzy M € R*** 4 j € {1,...,k}, M(i,j) oznacza wartoé¢ elementu

w i-tym rzedzie i j-tej kolumnie M.

e Dla macierzy M € R*** i zhioru A C R¥, M(A) = {MZ | & € A}.

Bedziemy wykorzystywaé pare znanych podstawowych faktéw z algebry liniowej
i topologii:

Fakt 1.5. Niech iy, ..., iy, @ € QF bedq takie, Ze i ¢ span{iy, ..., U, }. Wtedy istnieje
7 € QF takie, Ze 7 jest prostopadly do i1, ..., 1, ale nie jest prostopadly do 1.

Fakt 1.6. Jesli macierz M € R¥*F jest nieosobliwa, to odwzorowanie & — MZ jest

homeomorfizmem (ciqglq bijekcja, ktorej funkcja odwrotna réowniez jest ciggla).

Fakt 1.7. QF jest gestym podzbiorem RF, tzn., dla kazdego & € RF ir > 0 istnieje
7€ QF takie, Ze |7 — || < r.

Whiosek 1.8. Zaléimy, ze M € RF*F jest nieosobliwa. Wtedy istnieje p € M(Réo)ﬁ
QF takie, ze
Ir>0vVEeR" ||#-pl <r=7eMRE) (%)

Dowdod. 7 faktu E wiemy, ze zbiér M (Rgo) ma niepuste wnetrze (tzn. zbiér punk-
téw spelniajacych E[), poniewaz jest homeomorficznym obrazem zbioru o niepustym
wnetrzu. Z faktu [I.7] wiemy, ze ten zbiér musi zawieraé¢ punkt o wspélrzednych

wymiernych. O






Rozdzial 2
Zapytania Sciezkowe

Zawieranie zapytan $ciezkowych w semantyce zbiorowej zostato zbadane w pracy
[2], gdzie wykazano, ze determinacja ma dosé¢ elegancka charakteryzacje w jezyku teo-
rii graféw - dla pewnego grafu, w naturalny sposob reprezentujacego widoki vy, ..., v,
na zapytaniu ¢ (ktérego definicje przytoczymy w dalszej czesci pracy), zawieranie
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wierzcholki reprezentujace zmienne wolne zapyta-
nia ¢ sa polaczone Sciezka. W zwiazku z czym problem ten mozna rozwiazaé¢ w czasie
wielomanowym. Okazuje si¢, ze ta sama charakteryzacja ”dziata’tez w przypadku

multizbiorowym!

Twierdzenie 1. Dla zbioru zapytan Sciezkowych V i zapytania Sciekowego q,

V set q V bag q

To twierdzenie moze by¢ troche zaskakujace, poniewaz inne rozwazane przez nas
klasy zapytan pokazuja, ze determinacja zachowuje si¢ istotnie réznie w zaleznosci
od wyboru semantyki. Dow6d (réwnowaznosci determinacji ze wspomniang grafowa

wlasnoscia) przebiega jednak zupelnie inaczej.
Definicja 2.1. Dla zbioru zapytarn $ciezkowych V i zapytania Scieikowego q defi-

niujemy nieskierowany graf Gy v w nastgpujgcy sposob:

o Zbior wierzchotkow Ggy, to {w € ¥* | w jest preﬁkserrﬂ q}. W szczegolnosci,

nalezy do niego stowo puste € i cale stowo q

e Pomiedzy wierzchotkami w i w' istnieje krawedz, gdy w = w'v lub w' = wv dla

pewnego v € V

Nastepujacy fakt pochodzi z pracy [2]

Lprzypomnijmy, ze zapytania $ciezkowe identyfikujemy ze stowami

15
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Fakt 2.2. V = q <= istnieje Sciezka z € do q w Gqyv

Zeby udowodni¢ twierdzenie |1, wystarczy pokazaé¢ nastepujaca réwnowazno$é:

Lemat 2.3. V —2 q <= istnieje Sciezka z € do q w Gy

Reszte tego rozdzialu poswiecimy dowodzeniu lematu 2.3

2.1 Dowdd implikacji <

Zalozmy, ze q 1 V sg takie, ze w Gy istnieje Sciezka z € do ¢. Niech m bedzie
dhugoscia takiej $ciezki. Zatem istnieje:
e ciag wop, wy, ..., Wy bedacych prefiksami g, przy czym wo = €, wy, = q
e ciag liczb €1, ...,ey, € {—1,1}

® Cigg Vp,, .y Up, €V
takie, ze dla kazdego j € {1,...,m} jeden z ponizszych warunkéw jest spelniony:

a) ¢ =1 Awj =w;j_1vp,
b) € = —1A Wjivp; = Wj—1
Pokazemy, ze q(D) mozna przedstawié¢ jako wynik pewnej funkcji f (niezaleznej

od wyboru D) o argumentach vy (D), va(D), ..., vg(D). Stad juz wynika, ze V SLLEN q

(obserwacja [L.1)).

2.1.1 ¢-spacery i ich redukcje
Niech ¥ = ¥ U X! bedzie naszym nowym alfabetem, przy czym X! = {R™! |

R e ¥}
Definicja 2.4. Niech w € ¥* i w = AT LAY dla pewnych Ay, ..., A € X oraz
L,y bk € {1, —1}. Wtedy w nazywamy g-spacerem gdy:

(1) dla kazdego i € {1,...,k} zachodzi 0 < Z;:l v <lql;

k

(2) Zj:l L =lql;
Qsit1 gdy =1
Qs;  gdyi=—1

gdzie s; = Z;;ll tj oraz Q; jest j-tym symbolem q.

(3) dla kazdego i € {1,...,k} zachodzi A; =
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Mniej formalnie, ¢-spacer jest zapisem pewnego spaceru na stowie ¢, ktory za-
czyna sie na poczatku tego slowa (przed pierwsza litera) konczy na jego koncu (za
ostatnia litera), a kazdy krok polega na “przeskoczeniu” jednej litery w prawo lub
w lewo. Kazdy taki krok powoduje zapis “przeskoczonej” litery, przy czym gdy ska-

¢

czemy w lewo, zapisujemy ja z “—1” w gérnym indeksie.

Nasza $ciezka w grafie G, w naturalny sposéb generuje g-spacer jako

I rozumiemy jako slowo powstale poprzez

(vp)t .. (vp,, )™ (przy czym stowo w™
odwrécenie stowa w i dopisania ~! do wszystkich liter). Dla jasnoéci zilustrujemy to

nastepujacym przyktadem:

Przyktad 2.5. Zaléimy, ze ¢ = ABCD oraz V. = {ABC,BC,BCD}. Wtedy w
Gq,v istnieje Sciezka € — ABC — A — ABCD, ktéra generuje g-spacer
(ABC)(BC)~Y(BCD) = ABCC~'B~'BCD

Pokazemy, ze q-spacer mozemy uprosci¢ do stowa ¢ za pomoca nastepujacych
redukcji:

Definicja 2.6. Relacje I o definiujemy jako najmniejsze relacje, ktére dla

kaidego w,w' € ¥, A € ¥, spelniajg:

(1) wAA= W' - ww’

-1 ! /
(2) wA™ Aw — ww
Definiujemy rowniez relacje .j7+ , ~;*;+ jako przechodnie, zwrotne domkniecia

relacji —— 1 ——>.
+/- -+

Lemat 2.7. Jesli w € ¥* jest g-spacerem, to w %—> q oraz w 7*+—> q.

Dowdd. Zalézmy, 7e w € 3 jest g-spacerem. Udowodnimy, ze w %—> q. Dowdd, ze
w 7*+—> q jest analogiczny. Dowdd jest indukcyjny wzgledem diugosci w. Poniewaz

w jest g-spacerem, |w| > ¢. Rozwazmy dwa przypadki:

1. Jw| = |q|. Wtedy w = ¢, wigc jest OK

2. |w| > |q|- Wtedy istnieje i takie, ze 1; = —1 (1; takie, jak w definicji[2.4). Ale z
definicji [2.4(1) wiemy, ze ¢; = 1, wiec istnieje j < i takie, ze t; = 1,141 = —1.
Zatem z punktu (3) tej samej definicji, otrzymujemy, ze dla pewnego A €
Y, wj = A oraz wjy1 = A~ Zatem w jest postaci uAA~ dla pewnych
stéw u,u’. Latwo sprawdzié, ze uu’ réwniez jest g-spacerem, wiec z zalozenia

. . * ez . , o . *
indukcyjnego, uu’ — = ¢. Oczywiscie w - uv, zatem réwniez w —7— q.

O]
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2.1.2 Bazy danych a przeksztalcenia liniowe

Definicja 2.8. Niech R € X.. Niech D bedzie bazg danych o uniwersum {ai, ...,an}.
Wtedy Mg jest macierzg incydencyi relacji R w strukturze D, tzn. M}? € R™™ oraz

1 gdy D = R(a;,a;)
0 wp. p.

MR (i,5) =

Definicja 2.9. Niech w € ¥*. Wtedy okreslamy MEP € R™ "™ w nastepujgcy induk-
cyjny sposob:

1. ME:P jest macierzq identycznosciowq wymiaru n X n.

2. Dla Re X, wex*, M =MRMPD.

Zauwazmy, ze dla a;,a; € D,w € ¥*, w(D)|a;, a;] jest liczba Sciezek z a; do a;
przechodzacych przez krawedzie o etykietach kolejno: wq, we, ..., w),,|. Dobrze zna-
nym faktem z teorii graféw jest, ze:

Fakt 2.10. Dia w € ¥*, w(D)|a;, a;] = ME (i, j).

Zatem macierze MP, ..., MP sy jednoznacznie wyznaczone przez vy (D), ..., vn (D).

Frr
Ponadto, M, D jednoznacznie wyznacza q(D). Zatem, by dokoﬁczyé dowdd, wystarczy

pokazac, ze M D mozna wyliczyé jako funkcje o argumentach M, Ul’ e M,fl .

Uwaga 2.11. Zaldimy, ze baza danych D jest taka, Ze wszystkie macierze { M g ]
R € ¥} sq odwracalne. Latwo wtedy spmwdzzc ‘e MP = (MD )61...(M£m)€m, zatem
M, D przedstawia sie jako funkcja M vl,.. , My D Nzestety, oczywiécie, nie wszystkie
macierze sg odwracalne. W ogélnym przypadku, potrzebne bedq bardziej wyrafinowane

metody.

Jak wiemy z algebry liniowej, macierze mozemy identyfikowaé z przeksztalce-
niami liniowymi, czyli pewnymi funkcjami R™ — IR™. Z kolei na funkcje mozemy
patrze¢ jako na binarne relacje. Cho¢ nie wszystkie przeksztalcenia liniowe sa od-
wracalne (i, w zwiazku z tym, réwniez nie wszystkie macierze), to relacje zawsze

mozemy odwracaé! Okaze sie to kluczowe w dalszej cze$ci dowodu.

Definicja 2.12.

1. Przez I bedziemy oznaczaé relacje identycznosciowq: I = {(z,z) | z € R"}.

2. Dla macierzy M € R™"™ definiujemy przeksztalcenie liniowe hpy : R™ — R™
jako hpr(v) = Mv

3. Dla funkcji f definiujemy f jako relacje réwng wykresowi f, to znaczy f =
{(z,9) | f(x) =)}

2Cho¢ z punktu widzenia teoriomnogosciowego, f i f wydaja sie by¢ tym samym, wprowadzamy

powyzsze oznaczenie, by jasne bylo, jak okreslone sg operacje ztozenia i odwrotnosci - réznia sie w
zaleznosci od tego, czy méwimy o funkcji czy o relacji!
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4. Dla R € ¥ definiujemy Hr = hM}g oraz Hp—1 = H}gl
5. Dla w € X* definiujemy H,, indukcyjnie:

o H. =1
o Hoyp=H,H, dla v € ¥, w € X*

Obserwacja 2.13. Dia w € ¥*, H,, = hyp oraz Hy—1 = (Hy)™ !

Dowdd. Sprawdzamy, ze dla dowolnych w,w’ € £* zachodzi Hyy = HyH, =

hpo hyp = hyp o hyp = hyp . Ponadto He = I = hyp. Reszta dowodu to

prosta indukcja. O

Znanym faktem jest, ze przyporzadkowanie M > hys jest 1-1. Takze przy-
porzadkowanie f — f jest 1-1. Zatem, by wykazaé, ze MqD przedstawia sie jako
funkcja argumentéw M,,, ..., M,, , wystarczy pokazac, ze H, przedstawia si¢ jako
funkcja argumentéw H,,, ..., H,, .

2.1.3 Wykorzystanie dwoch redukcji ¢g-spaceréw

Zaczniemy od bardzo prostego lematu:

Lemat 2.14. Niech f: R"™ — R". Wtedy f (f)"' D1 oraz (f)~' fC I.

Dowdd. f (f)' ={(z,y) |3z f(z) =2 A fy) = 2} = {(z,9) | f(2) = f(y)} 21
N =A@y 32 fe)=anflz) =y} ={(z,2) | f(z) =2} CT O

Nadszedt czas, by potaczyé¢ watki z ostatnich dwoch sekcji:

Lemat 2.15. Dla u,u’ € ¥*, zachodzi:

1. jesliu s u, to H, C Hy;
2. jesli u — u', to H, O Hy.
Dowéd. 1. Jedli u - v, to istniejg w,w’ € ¥* oraz R € ¥ takie, ze u =
wRR™'w’ oraz v = ww'. Wtedy, uzywajac lematu [2.15}

H, = Hypr-1w = Hw’HngRHw = H’w’hMR_thRHw C HylHy = Hyw = Hy

2. Jedli u - v, to istnieja w,w’ € ¥* oraz R € ¥ takie, ze u = wR™'Ruw’
oraz u' = ww’. Wtedy, ponownie z lematu

Hy=Hyp-1py = HyHrHy ' Hy = Hyhargha, "WHy 2 Hy ITHy, =

= wa’ = Hu’
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Dzigki lematom [2.7] i otrzymujemy dwie aproksymacje Hy:
Whniosek 2.16. Jesli w jest q-spacerem, to H, C H,, C H,, zatem H,, = H,.
Przypomnijmy, ze (vp,) (vp,)? ... (vp,, )™ jest g-spacerem. Zatem, z powyz-

szego wniosku wynika H, = H;;”m Hf,z2 Hf);l, co konczy dowdd implikacji < le-
matu

2.2 Dowdd implikacji =

Ten dowdd takze pochodzi z pracy [2], gdzie dowodzony byl analogiczny le-
mat w semantyce zbiorowej. Okazuje sig, ze ta sama konstrukcja dziata réwniez w

przypadku multizbiorowym.
Zal6zmy, Ze nie istnieje $ciezka z € do ¢ w G4 v. Pokazemy, ze w takim razie V'
nie determinuje ¢q. Zdefiniujmy strukture D w nastepujacy sposéb:
o [D|={[w,j] | w jest prefiksem ¢, j € {0,1}}
e Dla [w,i],[u,j] € D,R € ¥ zachodzi D = R([w,1],[u,j]) wtedy i tylko wtedy,
gdy u =wR oraz i = j.
Zatem D jest izomorficzne z g + ¢, czyli suma dwoch frozen body q. Latwo
sprawdzi¢ z definicji, ze ([e, 0], [¢,0]) € ¢(D) z krotnoscia 1.

Obserwacja 2.17. Niech z € ¥* bedzie dowolnym stowem (z ktorym utozsamiamy
rowniez zapytanie Sciezkowe), niech w,u € Ggy orazi,j € {0,1}. Wtedy ([w, 1], [u, j]) €
z(D) wtedy i tylko wtedy, gdy:

t=JAu=wz
Ponadto inkluzja zawsze jest z krotnoécig 1,

Dowdd. Prosta indukcja. O

Zdefiniujemy relacj¢ rownowaznoéci ~ na Gy v: w ~ v wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi jeden z dwoch warunkow:
e zaréwno w jak i v sg osiggalne z ¢ w grafie G,y

e zaréwno w jak i v nie sg osiggalne z ¢ w grafie Gy v

Oczywiscie jest to relacja rownowaznosci z dwiema klasami, ponadto € ¢ .

Okreslimy tez druga strukture D', taka ze | D'| = |D| oraz, dla dowolnych u, w €
qu, ReX 1,5€ {0, 1}:
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o Jesli i = j, to D' = R(w,i],[u,j]) wtedy i tylko wtedy, gdy u = wR oraz

u ~w

e JeSli i # j, to D' = R([w,i],[u,j]) wtedy i tylko wtedy, gdy © = wR oraz
U A w

Uwaga 2.18. D' réwniez jest izomorficzne z ¢+ q, choé nie jest to ten sam izomor-
fizm, co w przypadku D.

Obserwacja 2.19. Niech z € ¥* bedzie dowolnym stowem (z ktorym utozsamiamy
rowniez zapytanie Sciezkowe), niech w,u € Gy orazi,j € {0,1}. Wtedy ([w, 1], [u, j]) €
2(D") wtedy i tylko wtedy, gdy:

(i=j < w~u)ANu=wz

Ponadto nalezenie zawsze jest z krotnoscig 1,
Dowdd. Ponownie prosta indukcja. O

W szczegdlnosci, poniewaz € # q, ([e,0],[q,0]) ¢ ¢(D’). Zatem ¢(D) # q(D")

Przypomnijmy, ze jesli dla pewnych u,w € Gy, oraz pewnego v € V' zachodzi
u = wv, to u,w s3 polaczone krawedzia i w konsekwencji u ~ w. Z tego oraz z
obserwacji2.17)i[2.19 wynika, ze dla kazdego v € V', v(D) = v(D'). SkonstruowaliSmy
zatem kontrprzyklad przeczacy, ze V L BN q.






Rozdziat 3

Unie zapytan koniunkcyjnych
(UCQ)

W przypadku zapytan $ciezkowych udowodniliémy, ze determinacja w seman-
tyce zbiorowej jest réwnowazna determinacji multizbiorowej. Przypadek UCQ poka-
zuje jednak, ze nie jest to reguta. Co wiecej, jesteSmy w stanie podaé przyktad, dla

ktérego zachodzi determinacja multizbiorowa, a zbiorowa juz nie!
Przyktad 3.1. Niech g = 3x R(x) oraz niech V' sklada si¢ z nastepujacych zapytan:

vy = Jz P(x) vy = Jz P(z) V Iz R(x)
Witedy V £2— q. Kontrprzyklad to dwie jednoelementowe bazy danych D, D’:

e DE3Jz P(x), D = -3z R(x)

e D'=3z P(x), D' =3z R(z)

Tutaj (w sensie zbiorowym) v1(D) = v1(D’),v2(D) = vo(D’), ale q(D) # q(D').

Z drugiej strony, V SN q, poniewaz dla kaidej bazy danych D zachodzi
¢(D) = v2(D) = v1(D).

Przejdzmy do naszego gléwnego twierdzenia dotyczacego UCQ:

Twierdzenie 2. Problem, czy dla danego V' bedgcego skonczonym zbiorem boole’owskich
UCQ oraz dla jeszcze jednego boole’owskiego UCQ q, zachodzi V LN q jest nie-

rozstrzygalny.

Warto zaznaczy¢, ze powyzsze twierdzenie nie jest prawda w przypadku zbio-
rowym - nawet dla unarnych UCQ problem determinacji UCQ jest rozstrzygalny!

Przejdzmy do dowodu twierdzenia

23
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Dowdd. Przypomnijmy (powszechnie znana) definicje 10. Problemu Hilberta:

Problem 3.2. Dia danego wielomianu o wspélczynnikach calkowitych (byé moze
wielomianu wielu zmiennych) rozstrzygnaé, czy posiada on miejsce zerowe o warto-

sciach naturalnych.

Wiadomo, ze ten problem jest nierozstrzygalny.

Instancje tego problemu mozemy rozumieé¢ jako zbiér jednomianéw o wspot-
czynnikach catkowitych. Dla jednomianu m przez c¢(m) bedziemy oznaczaé jego cal-
kowitoliczbowy wspélezynnik, a dodatkowo dla zmiennej x, przez m(x) oznaczamy

stopien, w ktérym x wystepuje w m (jesli x nie wystepuje w m, to m(z) = 0).

Nasz dow6d bedzie si¢ opieral na redukcji z dopetnienia 10. Problemu Hilberta.
WeZmy instancje tego problemu: I = {mj,ma,...,my}. Pokazemy algorytm, ktory
wygeneruje sygnature > oraz boole’owskie UCQ ¢ i zbiér boole’owskich UCQ V
taki, ze V L BN q wtedy i tylko wtedy, gdy I nie ma rozwiazania w zbiorze liczb
naturalnych.

Niech x1, x9, ..., T, oznaczaja wszystkie zmienne jednomianéw my, ..., mg. Two-
rzymy sygnature X nastepujaco: sktada sig z nullarnyckﬂ predykatéw H, C oraz unar-
nych predykatéow Xi(x),..., X, (x). Dla struktury D i symbolu R € ¥ definiujemy
Dp, jako liczbe atoméw relacji R wystepujacych w D. Zwroémy uwage ze poniewaz
H,C sa nullarne, Dy oraz Do € {0,1}.

Naszym celem jest skonstruowaé takie V', ktére zapewni, ze dla dowolnych
dwdch baz D, D' spetniajacych V(D) = V(D'), zachodzi Dx, = D’ dla kazdego i.
Zatem, jesli D, D’ mialyby by¢ kontrprzykladem determinacji, musza si¢ czyms roz-
ni¢ i jedyny sposob, by to osiagnaé jest taki, by réznity sie na predykatach H, C. Do
V' bedzie tez nalezato zapytanie, ktore w takim wypadku wymusi rownosé pewnych
dwdéch wielomianéw w punkcie (Dx,, ..., Dx, ), co bedzie implikowalo, ze wielomian

podany na wejsciu ma w tym punkcie miejsce zerowe.

Na poczatek dla danego jednomianu m zdefiniujmy nastepujace zapytanie ko-

niunkcyjne:

m(z;)
=3 A\ N\ Xiviy)
X,en j=1

Gdzie kwantyfikator 3* wigze wszystkie zmienne wolne wystepujace w podanej

formule.

Definicja 3.3. Niech m € I. Wtedy:

e Dla krotki a = {(ay, ...,an) € N" definiujemy mg jako warto$¢ m po podstawie-
niu x; = a; dla kazdego i € {1,...,n}.

Ltzn. zero-argumentowych
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e Dla struktury D, mp = M(Dx,,...Dx,)

Lemat 3.4. Dla dowolnej bazy D orazm € I:

mp = c(m) - ®,,(D)

Dowéd wynika bezposrednio z lematu [1.4]

Niech P = {m € I | ¢(m) > 0}, N = {m € I | ¢(m) < 0}. Zdefiniujemy
nastepujace UCQ:

(m) —c(m)
Uvp=\/ \/omnH Ty=\ \/ o.nC

meP i=1 meN =1
Lemat 3.5. Dla dowolnej bazy D zachodzi:

DH . Z mp = \I/p<D)
meP

Dowod.

c(m)

Up(D)= Y > (®m A H)(D) (lemat
meP i=1

c(m)

=Y ) Dy-®u(D)

meP i=1

c(m)

:DH' Z Z‘I)m(D)

meP i=1

=Dy - Y _ c(m) - Bp(D)

meP

= Dy - Z mp (lemat

meP

Lemat 3.6. Dla dowolnej bazy D zachodzi:

D¢+ Y mp=-Uyn(D)
meN

Dowdd. Analogiczny do dowodu lematu [3.5 O

Przejdzmy do definicji ¢ oraz V. Niech ¢ = H oraz niech V sklada sie z naste-
pujacych zapytan:

01)1:H\/C

e dla kazdego i € {1,...,n}: vx, = JyXi(y)
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o vy =UpV Uy

Powyzsza definicja V' zapewnia nastepujace wlasciwosci:

Lemat 3.7. Dla dowolnych D, D’ spelniajgcych V(D) =V (D') oraz q(D) # q(D’)
zachodzi:
Dx,=DY,, Dpgp=Dg, Dc=Dy, Dy#Dc

Dowéd. Dx, = vx,(D) = vx,(D') = D,. Ponadto z réwnosci v1(D) = v1(D’)
otrzymujemy nastepujace mozliwosci:

1. Dy=D,, Dc=D), Dy#+#Dc (Vi(D) = 1)
2. Dy=D}, Dc=D, Dy+Do (Vi(D) =1)
3. Dy=D|,=Dc=D.=0 (Vi(D) = 0)
4. Dy=Dj=Dc=D=1 (Vi(D) = 2)

Poniewaz jednak ¢(D) = Dy, q(D’) = DYy, tylko pierwsza mozliwos¢ spelnia waru-
ek ¢(D) # g(D'). a

By dokonczy¢ dowdd twierdzenia 2] pozostaje nam teraz pokazaé, ze:

Lemat 3.8. Istnieje para struktur D, D’ spelniajgca V(D) = V(D'),q(D) # q(D')

wtedy 1 tylko wtedy, gdy I ma pierwiastek w zbiorze liczb naturalnych.

Dowdd. (<) Niech a € N™ bedzie pierwiastkiem I. Wtedy niech D, D’ beda takie,

ze:

e Dy=1,D);,=0,Dc=0, D=1

/
e Dy, :DXi = q;

Z lematéw otrzymujemy, ze

vi(D) — v (D) = Zma+ Zma:Zma:()

meP meN mel
Zatem V(D) = V(D').

(=) Wezmy D, D’ takie, ze V(D) = V(D') oraz q(D) # q(D"). Wtedy Dy =
D¢, Dc = Dy, Dy # Dc. Bez straty ogélnoéci, Dy = Dy, = 1, D}y = D¢ = 0.
Pokazemy, ze 3, ;mp = 0.
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Z lematéw otrzymujemy:

Vi(D) = Vi(D')
Up(D)+¥n(D)=Tp(D') +¥n(D')
\I/p(D> = \I/N(D/)
> 3 o
meP meN
Z mp + Z mp =10
meP meN
Z mp = 0
mel






Rozdziat 4

Boole’owskie zapytania
koniunkcyjne

W poprzednim rozdziale pokazaliSmy nierozstrzygalnos¢ determinacji nawet dla
boole’owskich UCQ. Co jednak, gdybyémy dodatkowo zazadali, by V oraz g sktadaty
sie z zapytan koniunkcyjnych? Okazuje sie, ze wtedy problem staje sie rozstrzygalny,
o ,niezbyt wysokiej” ztozonoéci P-SPACE (doktadniej: ©4'). PrzejdZzmy do oméwienia

najwazniejszego wyniku w tej pracy:

Twierdzenie 3. Niech Vi = {vy,...,v,} bedzie zbiorem boole’owskich zapytan ko-
niunkcyjnych i niech q bedzie boole’owskim zapytaniem koniunkcyjnym. Wtedy pro-

blem, czy Vj SN q jest rozstrzygalny.

Pierwsze trzy sekcje tego rozdzialu poswiecimy dowodowi twierdzenia [3] Od
teraz ustalamy Vj oraz ¢ jako instancje problemu opisanego w twierdzeniu. Naszym
celem bedzie pokazanie warunku réwnowaznego V SLLLEN q, ktéry jest w oczywisty

sposob rozstrzygalny.

4.1 Warunek réwnowazny

Definicja 4.1. Niech V = {v € Vi | ¢ Cyet v}. Ponadto niech Vg =V U {q}.

V jest podzbiorem Vj skladajacym sie z zapytan, ktore faktycznie beda nas
interesowac. Istotnie, pozostale zapytania w ogdle nie wplywaja na determinacje:

Lemat 4.2. Niech V, Vy, q bedqg takie, jak powyzej. Wtedy V LN g = W LN
q.

Dowad.
1. =. Oczywiste, bo V C V.

29
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2. <. Zalézmy, ze V 74& q. Pokazemy, ze réwniez V) %bi) q. Niech D, D’
beda kontrprzyktadem na V' LI q, to znaczy D, D’ spelniaja:
(a) Yv e V v(D) =v(D")
(b) q(D) # q(D)
Rozwazmy struktury ¢ x D,q x D’. Z lematu spelniaja one:

(a) Vv € V v(g x D) =v(q)v(D) = v(g)v(D’) = v(g x D')

(b) Yo € Vo \ V v(g x D) = v(q)v(D) =0 = v(q)v(D') = v(q x D). Wynika
to z definicji V' oraz faktu, ze ¢ Cgep v <= v(q) # 0.

(¢) a(gxD) = q(q)xq(D) # q(q) xq(D') = q(gx D). Tutaj nalezy zaznaczy¢,
ze korzystamy z faktu, iz ¢(q) > 0 (poniewaz q(q) = |hom(q,q)| oraz
oczywiscie id € hom(q, q))

Zatem q x D,q x D' stanowia przyklad dowodzacy, ze Vj 7& q.

Od teraz bedziemy juz tylko bada¢ determinacje V' L BN q.

Obserwacja 4.3. Dla dowolnej bazy D oraz v € V, jesli v(D) = 0, to réwniez
q(D) = 0.

Definicja 4.4. Niech W = {wy,...,wi} bedzie zbiorenﬂ wszystkich spdjnych skla-
dowyclﬂ zapytan ze zbioru V. Innymi stowy, W jest minimalnym zbiorem struktur
takim, ze dla kazdego v € Vg i dla kazdej spdjnej skladowej v’ nalezgcej do v istnieje
w € W izomorficzne z v'. Od teraz k bedzie zawsze oznaczato moc zbioru W.

Zapytania ze zbioru W beda dla nas zapytaniami bazowymi. Bazowymi, takze
w rozumieniu z algebry liniowej:
Obserwacja 4.5. Niech v € V,. Wtedy v = Zle a;w; dla pewnych ay, ..., a; € N.

Definicja 4.6. Dla zapytania v € V; definiujemy jego reprezentacje wektorowq jako
a
v= | : |, gdzie ay, ..., ax sq takie jak w obserwacji|4.5

ag

Zatem zapytania bedziemy postrzegaé jako wektory w k-wymiarowej przestrzeni

liniowej.

Obserwacja 4.7. Dla struktury D i zapytania v € Vg zachodziv(D) = Hle w; (D)7,

1Jest to zbidr, zatem kazda spdjna sktadowa wystepuje w nim co najwyzej raz
2poniewaz zapytania utozsamiamy z grafami, mozemy dla nich definiowaé spéjne sktadowe zgod-
nie z tym utozsamieniem
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Dowdéd wynika z lematu

Mozemy teraz postawié nasz gtéwny lemat:

Lemat 4.8. V —2— q wtedy i tylko wtedy, gdy § € span{¥ |v € V}

Oczywiscie, je$li udowodnimy ten lemat, bedzie to koniec dowodu twierdzenia,
poniewaz wszystkie kroki potrzebne do policzenia ¢, {¥ | v € V'} oraz sprawdzenie,

czy ¢ € span{¥ | v € V'}, sa rozstrzygalne.

Zanim przejdziemy do dowodu lematu zobaczmy nastepujacy przykiad:

Przyktad 4.9. Niech wi,ws,ws bedqg pewnymi niepustymi, parami nieizomorficz-

nymi strukturamsi oraz niech:

g = wi + wa + 2ws
v1 = 2w + w2 + 3ws

vy = dwi + 2ws + Tws

Wtedy dla dowolnej bazy D:

q(D) = wi(D)wa(D)ws(D)?
v1(D) = w1 (D)*wa(D)ws(D)?
UQ(D) = wl(D)5w2(D)2w3(D)7

O ile v2(D) # 0, to ¢(D) = v1(D)3 /va(D), wigc q jest jednoznacznie zdeterminowane
przez vi,ve. Ta réwnosé odpowiada réwnosdci reprezentacji wektorowych: § = 301 —¥s.
Z kolei, jesli va(D) = 0, to pewna z wartosci wi (D), wa(D),ws(D) jest réwna 0,
zatem q(D) = 0, czyli znow q jest jednoznaczenie wyznaczone.

4.2 Dowdd lematu 4.8 (<)

Niech D, D’ beda strukturami spelniajacymi v(D) = v(D") dla kazdego v € Vj.
Cheemy pokazaé, ze q(D) = ¢(D’). Rozwazymy dwa przypadki:

1. 3v e V u(D) =0.

Wtedy oczywiscie réwniez v(D') = 0. Z obserwacji wynika, ze ¢(D) = 0.
Analogicznie ¢(D') = 0, zatem ¢(D) = q(D").

2. Yoe Vu(D) #0.
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Wezmy aq, ..., € R takie, ze § = E‘Z‘jl ;.
k .
q(D) = Hwi(D)q(Z) (z obserwacji
i=1

k
_ H wi(D)le‘Ql o U5 (#)
i=1

= H vj(D)* (znéw z obserwacji |4.7))

Poniewaz dla j € {1,...,k} mamy v;(D) > 0, wyrazenie H‘].V:‘l vj(D)% jest

poprawne, nawet jesli pewne o nie sg liczbami naturalnymi.

Analogiczne pokazujemy, ze q(D’) = H‘j‘gl vj(D")%. Wiemy, ze dla j € {1, ..., k}

zachodzi v;(D) = v;(D'), zatem ¢(D') = [V} v;(D)® = (D).

4.3 Dowdd lematu 4.8 (=)

W tej sekcji zakladamy, ze ¢ ¢ span{v | v € V'}. Pokazemy, ze wtedy Vj VAL
W tym celu znajdzemy pare struktur D, D’ bedaca kontrprzyktadem determinacji,
czyli spelniajacej:

(A) ¢(D) # q(D")

(B) Yo e V v(D) =v(D")

4.3.1 Podstawowe narzedzia

Na pierwszy rzut oka trudno jest wskazac¢, jak szukaé pary struktur spelnia-
jacej powyzsze warunki. Kluczowym pomystem okazalo sie, by ograniczyé poszuki-
wania do pewnego podzbioru struktur utozsamianego ze stozkiem w k—wymiarowejﬁ
przestrzeni liniowej. Dzigki temu mozemy wykorzysta¢ do naszego celu narzedzia z

algebry liniowej i (w bardzo podstawowym zakresie) topologii.

Definicja 4.10. Dla pewnego zbioru S skladajgacego sie z k struktur (nazwijmy je
strukturami bazowymi) niech S bedzie zbiorem wszystkich struktur reprezentowanych

jako sume pewnych elementéw S, tzn. S = span™(S).

3Przypomnijmy, ze k jest réwne liczbie bazowych zapytan, k = |[W|.
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for O

i * Rysunek 4.1: (Example Przyklad, dla
ktorego My jest osobliwa (wq 1 wg sa struktu-
} i rami nad sygnaturg o dwoch relacjach binar-
nych - zaznaczonych na obrazku jako zielona
w ) U;Q i czerwona).

Definicja 4.11. Dla zbioru struktur S = {s1, ..., 85|} definiujemy jego macierz ewa-
luacji Mg € RF¥*IS1 wzorem Mg (i, j) = w;(s;).

Innymi stowy, warto$¢ w polu (i, j) macierzy Mg jest réwna liczbie homomor-
fizméw z w; do s;.

Definicja 4.12. Zbior S jest dobry gdy |S| = k oraz macierz Mg jest nieosobliwa.

Naszym celem

Uwaga 4.13. Zbior W, skladajgocy sie z k zapytan, takze jest zbiorem k struktur.
Czy mozemy przyjoé W jako S zbior struktur bazowych? Ponizszy przykiad pokazugje,
ze My nie zawsze jest dobry:

Przyktad 4.14. Niech W sklada si¢ z w1 oraz wy takich jak na rysunku[{.1], wtedy:

w1 wa
w | 2 4
M —
W W[l 2]

Zatem My jest osobliwa.

Reszte dowodu lematu [1.8] przedstawimy dowodzac dwa nastepujace lematy

pomocnicze:
Lemat 4.15. Istnieje dobry zbior struktur bazowych S.

Lemat 4.16. Jesli ¢ ¢ span{v |v € V'} i S jest dobrym zbiorem struktur bazowych,
to istniejg D, D' € S spelniajgce warunki (A) i (B) okreslone powyzej.

Uwaga 4.17. ZalozZenie, Ze S jest dobrym zbiorem struktur bazowych (tzn. ze Mg
jest nieosobliwg macierzq) jest istotne. Przyjrzyjmy sie dalej przykladowi wprowa-
dzonemu na rysunku [{.1].

Przykltad 4.18. Niech ¢ = wy, Vp = {wa}, gdzie wy,we sq takie, jak na rysunku
4. 1. Wtedy, poniewaz wy Cger wo, V. = Vo, zatem W = {wi,ws}. Zaldimy, ze
przygmiemy S = {wyi,wa}. Poniewaz ¢ = (1,0) oraz v = (0,1), ¢ /n{v | v € V},
zatem z naszego gléwnego lematu wynika V 7& q. Powinnismy byé zatem w stanie
znalezé odpowiedni kontrprzykiad D, D'. Przeanalizujmy, sytuacje, gdybysmy przyjeli
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S =W. Wtedy dowolna bazy D € S jest postaci D = kwy + lws, gdzie k,l € N, wiec
q(D) = 2k+1 (patrz macierz w przykladzie[{.14) oraz v(D) = 4k+2l. Zatem q(D) =
v(D)/2, wiec jesli dla pewnych D, D" € S v(D) = v(D’), to réwniez q(D) = q(D").
Zwrocmy uwwage, ze przyczyng tego, Ze nie potrafimy znaleZé kontrprzykiadu jest fakt,
ze w macierzy ewaluacji Mg jedna z kolumn jest krotnosciqg drugiej. Na szczeScie,
jak pokazuje lemat zawsze mozliwy jest rowniez dobor S tak, by macierz Mg
byla nieosobliwa, czyli by kolumny Mg byly liniowo niezalezne.

4.3.2 Poszukiwanie dobrego S - dowé6d lematu 4.15

Nasz dow6d opiera sie na lemacie zdefiniowanym w pracy [6] i udowodninym,
jak wskazuje [3], w pracy [8], ktéra niestety nie jest latwo dostepna.

Lemat 4.19. Duwie struktury G,G’ sq izomorficzne wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla
kazdej struktury H, |lhom(H,G)| = |hom(H,G")|.

Dowdéd tego lematu jest analogiczny, do dowodu nastepujacego lematu, ktéry
mozna przeczytaé¢ w [12].

Lemat 4.20. Dwie struktury G,G’ sq izomorficzne wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla
kazdej struktury H, |hom(G, H)| = |hom(G', H)|.

Skonstruujemy dobry S w nastepujacych 3 krokach:

Krok 1. S0 = {sgl) sy s,(n,}b)} jest dowolnym skoniczonym zbiorem takim, ze:
Vw#w € W 3 <m |hom(w, sgl))| # |h0m(w',s§1))|

Wiemy, ze taki zbidér istnieje korzystajac z lematu Rzeczywiscie, poniewaz
elementy W sa parami nieizomorficzne, wystarczy wzia¢ po jednej strukturze dla
kazdej pary w # w’ € W, ktéra bedzie je réznicowad.

W dwoéch kolejnych krokach bedziemy konstruowaé dobre S uzywajac mnozenia
i dodawania struktur. Z lematu takie dodawanie/mnozenie struktur odpowiada
dodawaniu/mnozeniu odpowiadajacych im kolumn w macierzy ewaluacji. Zatem ta
sekcja bedzie méwi¢ bardziej o prostej algebrze liniowej, niz o zliczaniu homomorfi-

ZmOw.

Krok 2. Niech T' € N bedzie liczbg wieksza niz wszystkie wartosci Mg).
Wtedy zbiér S?) bedzie sie skladal z jednej struktury okreslonej jako:

§2) — ZTisz(l)
i=1

Obserwacja 4.21. Zaldzmy, ze w,w' € W i w # w'. Wtedy [hom(w,s®)| #
|hom(w’, s?))|.
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Dowdd. 7 naszego ulubionego lematu otrzymujemy:
\hom(w, s?)| = |hom(w z:TZ )| = ZT2|h0m )\

Podobnie |hom(w', s?)| = 37 Tt |hom(w', sl(-l))|. Zwr6émy uwage, ze sekwencja
[hom (w, si); [hom(w, 55,) ,)]; - .. [hom(w, s1)[;0

jest reprezentacjy liczby |hom(w,s®)| w systemie pozycyjnym o podstawie T'. Te
dwie reprezentacje sa rézne poniewaz dla pewnego i < m, |hom(w, sl(-l))| # |hom(w’, 351))|
(patrz krok 1). Zatem liczby odpowiadajace tym reprezentacja tez sa rozne. O

Krok 3. Niech S©®) = {553), .. (3)} gdzie s( ) = (5(2))i_1. Pokazemy, ze ma-
cierz M) jest nieosobliwa.

Przypomnijmy, ze Mg (i,7) = |hom(w, s

;)| oraz zauwazmy:

i—1 :
\hom(wz, S; )] = |hom(w;, <s(2))] )| = [hom(w;, sP)P~

Pozostaje nam udowodni¢ nastepujacy prosty lemat o macierzach:

Lemat 4.22. Niech aq,...,a bedg parami roznymi liczbami rzeczywistymi. Wiedy
macierz A € RF*F okreslona jako A(i, j) = ag_l jest nieosobliwa.

Dowdd. Pokazemy, ze kolumny macierzy A sg liniowo niezalezne. Wezmy o, ..., oy, €
R takie, ze dla kazdego i € {1,...,k}, Z?:l a;A(i,j) = 0. Wykazemy, ze wtedy
a;=---=a,=0. Zdeﬁniujmy wielomian P(X) = a1 + X + ... + o X*1. Wtedy
E?:l a; AL, j) = Zk Lajal” " = P(a;). Poniewaz a1, ..., a;, sa parami rézne, wiemy,
ze P ma przynajmniej k miejsc zerowych. Jednak stopien P wynosi co najwyzej

k — 1, wiec P = 0, czyli wszystkie jego wspdlczynniki sg réwne 0. O

Pokazaliémy zatem, ze istnieje zbiér struktur bazowych S = SG) ktéry jest

dobry.

4.3.3 Wskazanie kontrprzykltadu - dowé6d lematu [4.16

Od teraz zakladamy, ze S jest dobrym zbiorem struktur bazowych. Ponadto

przyjmujemy M = Mg.

Jak juz mozna zauwazy¢, przestrzenie liniowe sa kluczowe w zrozumieniu gtéw-
nych mechanizméw dowodu twierdzenia |3l Wprowadzmy zatem wektorowsa repre-
zentacje struktur i zobaczmy, jakie wlasnosci sg z nig zwiazane:

ai
Definicja 4.23. Dla s = 2521 a;s; definiujemy § =

ag
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Definicja 4.24. 1. Niech @i,7 € RF. Wtedy il o ¢ =

2. Niech @,V € R]§0' Wtedy i o U = Hl L i(i)°0
4ii(1)

3. Niecht € Ry, € RF. Wtedy t* = | :
fii(k)

£

Obserwacja 4.25. 1. (do¥) ¢ W = (4 o W)(T & W)
2. t% 5 i = ¢(@V

Lemat 4.26. Niechv € Vg, s € S. Wtedy v(s) = (M5) o v.

Dowad.
k
(M3) (@) = M, 1))
j=1
k
= Zwi(sj)é’(j) (z definicji M)
j=1
k
= w; Z 5(7)s; (z lematu
j=1
= w;(s) (z definicji 3)

1
k
= Z ﬁ(i)wi> (s) (z lematu

O]

Jak dotad okredliliSmy dwie k-wymiarowe przestrzenie liniowe, ktore pomagaja
nam zrozumie¢ zachowanie rozwazanych obiektéw: przestrzen zapytan koniunkcyj-
nych z baza W oraz przestrzen struktur z baza S. Nadszedl czas na wprowadzenie
trzeciej przestrzeni. Wezmy dowolna strukture D. Z punktu widzenia danej instancji
problemu determinacji, nie interesuje nas jej doktadny ksztatt, a jedynie odpowiedzi
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Rysunek 4.2: (Przyktad 4.28))
Wspélrzedna =z reprezentuje od-
powiedZ na wi, a wspélrzedna y -
na we. Czerwone kropki oznaczaja
punkty z P, natomiast szary obszar
to C. Strzalki pokazuja wektory

kolumnowe Mg.

A4
8

na bazowe zapytania wi, ws, ..., w; (poniewaz one jednoznacznie wyznaczaja odpo-
wiedzi na wszystkie zapytania z ;). Mozemy je reprezentowaé jako wektor w prze-
strzeni k-wymiarowej. Bedzie to przestrzen potencjalnych odpowiedzi na zapytania
bazowe.

Definicja 4.27. 1. P = {M3|s € S} = {Ma | @ € N¥}. Innymi stowy, P jest
zbiorem wszystkich wektorow odpowiedzi na strukturach ze zbioru S.

2. C = span®>0{M5| s € S} = span®>0{Me; | i € {1,...,k}}. Czyli C jest stoz-

kiem wypuklym (ang. convex cone) generowanym przez przez wektory bazowe
przemnozone przez M (réwnowaznie: generowanym przez P ),

Widzimy zatem, ze P jest podzbiorem C, co wiecej P C C N N*. Warto zwrdcié
uwage, ze nickoniecznie P = C N NF.

Przyktad 4.28. Niech wi,ws bedq takie, jak na rysunku (oraz w przykladzie
. Niech s1 bedzie, grafem skladajgcym sie z pojedynczego wierzchotka z czerwong
1 zielong petelkq, natomiast s = wy. Wtedy:

s1 S2
1 4
wa 1 2

Wtedy C i P sq takie, jak na rysunku[L.2] Zwréé wwage, ze teraz Mg jest nie-
osobliwa. To moze mieé zwigzek z tym, zZe szary obszar na rysunku [£.2] ma niepuste
wnetrze.

Zbliza sie rozwiazanie akcji - miejsce, gdzie seria zagadkowych lematow i wa-
runkéw zacznie sie ze soba taczyé¢ prowadzac nas do ukonczenia dowodu.

Na poczatek, zauwazmy, ze rozwazanie stozka C, a doktadniej jego podzbioru
sktadajacego sie z wektorow o wspélrzednych wymiernych, ma sens:

Lemat 4.29. Niech @i € C N QF. Wtedy istnieje c € N takie, e cii € P.
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Dowdd. M jest nieosobliwaﬁi M € QF*F. Zatem istnieje M1 € QF*F. Niech
@ = M~ Poniewaz i € C N QF otrzymujemy & € C N QF. Jako, ze @ € {MT | ¥ €
Rgo} wiemy, ze d € Rgo. Zatem istniejeﬂ c € N, takie, ze ca € N,. Ostatecznie,
ci=c(Ma) = M(ca) € P. O

Lemat 4.30. Istniejg ]7,];7 € CNQF takie, ze:

-
/

L. YwveVpgv=p o0

—

2.p5q#Fp Iq

Zanim przystapimy do dowodu powyzszego lematu, zauwazmy, ze konczy on
dowdéd lematu Rzeczywiscie, jedli znajdziemy 7, ' takie, jak w lemacie [4.30]
to z lematu znajdziemy ¢, ¢ € N takie, ze cp, p’ € P. Wtedy takze cc'p, cdp’ €

cc

P. Niech cc/ = : |. Wtedy dla v € V;, mamy:

= (cd 3 D) (F T D) — (c¢ & D) & T) (z obserwacji [1.25)

Skoro ¢ > 0, takze (c¢ & 7) > 0 i tak otrzymujemy:
(P o ¥) = (cdp ¢ 0) =0 = (Fd )~ (g 1) =0
Teraz bierzemy s, s' € S takie, ze M3 = cdp, Ms' = cc'p'. Z lematu mamy:

-
/

cdpgv=cdp g v=uv(s)

1. dlav eV, v(s)

F q=q(s)

SN

2. q(s)=cdpas §#cd

Zatem D = s, D’ = s’ s strukturami obiecanymi w lemacie Do kompletnosci

dowodu pozostaje nam tylko:

Dowéd lematu[[.30. Wezmy zy € QF spetniajace: (1) Yo € V (%,7) = 01 (2)
(20,q) # 0. Takie zy istnieje z faktu oraz zalozenia, ze ¢ ¢ span{? | v € V}.
Wezmy d € N, takie, ze dZp € i niech Z = dz. Oczywiscie 7 spelnia tez warunki
(1) i (2).

Wreszcie udalo nam sie skorzystaé z nicosobliwoéci M. Ale to lemat bedzie gltéwnym

miejscem, gdzie odgrywa ona kluczowa role.
SWystarczy wzia¢ dowolna dodatnia wspélng wielokrotnogé mianownikéw na wszystkich wspét-

rzednych a.
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Niech p € C N QF,r > 0 bedg takie, jak we wniosku tzn. takie, ze kula
o promieniu r i $rodku w p’ zawiera sic w C. Mamy juz p - znajdziemy jeszcze ];7

wilasnie w tej kuli.

Lemat 4.31. Istnieje t € R, \ {1} takie, ze t” o e CNQF.

Dowdd. Zauwaz, ze funkcja t — t7 o ' jest ciagla i przenosi 1 na p. Zatem istnieje
6 > 0 taka, ze:
Vie (1—6,1406) |Fop—p| <r

Wystarczy terazﬁ wziaé¢ dowolne t # 1 ze zbioru (1 — 4,1+ ) N Q. O

Niech 1;; = t7 o p gdzie t jest jak w lemacie 7, obserwacji
L. DlaveV,pgio=({op)agi=tq0)(Fod) =t Gegd)=pa 7

.
/

2.0 G7=Fop) g i=tcPHEsP=tF0Faq#pdq

To koficzy dowod lematu [£.30] lematu [4.16] oraz twierdzenia [3] O

4.4 Uwaga o homomorfizmach struktur

Zauwazmy, ze powyzsze rozwazania mozna opowiedzieé¢ zupelnie nie méwiac o
zapytaniach koniunkcyjnych, a jedynie o liczbie homomorfizméw struktur. Istotnie,
dla boole’owskiego CQ ¢ i struktury D, mamy ¢(D) = |hom(Fy, D)|. Oczywiscie
tez kazda strukture mozemy przedstawié jako frozen body pewnego zapytania. W
zwiazku z tym, z lematu wynika bezposrednio nastepujacy wniosek

Whniosek 4.32. Niech Hy, ..., H,, H bedg pewnymi parami nieizomorficznymi struk-
turami spojnymi. Wiedy nie istnieje funkcja f : N® — N taka, Ze dla kazdej
struktury G,

|hom(H, G)| = f(Jhom(H1,G)|, ..., |hom(H,,G)|)

Dowdd. Niech vy, ...,v,,q beda boole’owskimi CQ takimi, ze ich frozen body to,
odpowiednio, Hy, ..., H,, H. Niech V' = {vy, ..., v, }. Definiujemy wektory ¢, ..., Uy, ¢
tak jak w definicji Wtedy 41, ..., Un, ¢ sa wektorami z bazy standardowej. Co
wiecej, poniewaz odpowiadajace im zapytania vy, ..., vy, ¢ $a parami nieizomorficzne,
wektory te sa parami rézne. Zatem ¢ ¢ span{, ..., U, }, wiec z lematu@7 \% %Eg—>
q. Wynika z tego, ze nie istnieje funkcja f opisana we wniosku O

Stwierdzenie tozsame z powyzszym wnioskiem pojawia sie w pracy [7] (choé

jako luzne sformulowanie we wstepie, nie jako precyzyjnie okreslone twierdzenie).

STutaj korzystamy z faktu, ze Z €, w przeciwnym wypadku t* nie miatoby wspétrzednych
wymiernych.
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Jest ono p6zniej przywolywane miedzy innymi w [I3]. Co ciekawe jednak, nie zostalo
ono w tej pracy (ani w zadnej innej, do ktérych udalo nam sie dotrzeé¢) udowod-
nione! Pojawilo sie co prawda, z dowodem, pewne twierdzenie, ktére przez nieuwage
mozna utozsami¢ z wnioskiem [£.32] Przytoczymy je i wyjasnimy, dlaczego wcale nie

implikuje ono tego wniosku.

4.4.1 Gestosci homomorfizméw

Ustalmy pewne parami nieizomorficzne grafyﬂ spéjne Hy, ..., H,.

Definicja 4.33.

1. Niech G, H bedg dowolnymi grafami. Wtedy tyr(G) = |hom(H,G)|/|G|H!, tzn.
tr(QG) jest prawdopodobieristwem, ze losowo wybrane odwzorowanie z H w G

bedzie homomorfizmem.

2.8 = {{ty,(G), ...ty (G)) | G - graf }. Ponadto S jest domknigciem topolo-

gicznym S, tzn.

g: {’U S R" ’ El(Uk)ke]N es Vi k;—> ’U}
—00

Oczywiécie S C S, ale S # S - wystarczy zauwazy¢, ze S C Q", natomiast
S & Q", co wynika z faktu, ktéry zaraz przytoczymy.

Gléwnym twierdzeniem udowodnionym w [7] jest

Fakt 4.34. Istnieje otwarta n-wymiarowa kula B taka, e B C S.

Mozna ten fakt wyrazi¢ réwniez w nastepujacy sposob: Istnieje otwarta n-
wymiarowa kula B taka, Ze zbior S N B jest gesty w B.

Nastepnie w ksiazce [13] stwierdzono, ze powyzszy fakt implikuje, ze nie ma
zadnych funkcyjnych zaleznosci pomiedzy tg,, ..., tH, , co mozna rozumiec tak, ze
(*) nie istnieje funkcja f : Q"' — Q taka, ze dla kazdego grafu G tgy,(G) =
f(tHl (G)7 o UH, (G))

Gdyby tak bylo, mozna by zastosowaé technike opisana w [13] (twierdzenie 5.32)
tak, by udowodni¢ wniosek [£.32] przynajmniej w wersji grafowej. Zwréémy jednak

uwage, ze fakt nie implikuje (*).

Stwierdzenie (*) méwi o tym, ze S nie mozna rozszerzy¢ do wykresu pewnej
funkcji f : Q"' — Q. Jednak wszystko, co wiemy z faktu to to, ze S jest

gesty w pewnej kuli B. Oznacza to m. in., ze nie mozna go rozszerzy¢ do funkcji

"Zachowujac konwencje z pracy [7], bedziemy w tej sekcji méwié o grafach, tzn. strukturach spéj-
nych nad pojedyncza relacja binarng. Jednak réwnie dobrze moglibysSmy to samo napisaé réowniez
o strukturach.
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f, ktora bytaby ciagla, nie wyklucza jednak takiego rozszerzenia do funkcji niecig-
glej. Istotnie, skonstruowanie funkcji f : Q"' — @, ktérej wykres bedzie gesty w
R™ jest prostym ¢wiczeniem. I cho¢ wydaje sie niewiarygodne, by tego typu funk-
cja mogla naturalnie wystepowaé przy gesto$ciach homomorfizméw, nie zostalo to
udowodnione, w zwiazku z czym, rozumowanie przedstawione w naszej pracy jest

pierwszym znanym nam pelnym dowodem wniosku [£.32}






Rozdziat 5

Pozostate przypadki CQ) -
otwarte problemy

Jak dotad udato nam sie pokazaé nierozstrzygalnosé determinacji dla unii zapy-
tan koniunkcyjnych (co nie bylo szczegdlnie trudne), a takze rozstrzygalno$é w dwéch
szczegdlnych przypadkach CQ. Co mozna powiedzie¢ o zapytaniach koniunkcyjnych
w ogdblnosci? Nie udato nam sie rozwigzaé tego problemu, jednak podejrzewamy, ze
problem determinacji w semantyce multizbiorowej jest rozstrzygalny w przypadku
unarnych zapytan koniunkcyjnych (a przynajmniej przy dodatkowym zalozeniu, ze

sa one spdjne) oraz nierozstrzygalny w przypadku zapytan o wyzszej arnosci.

Skad bierze sie taki podzial? Okazuje sie, ze zapytania unarne przechwytuja
jedynie lokalne wlasciwosci struktur, ponadto ich zachowanie w duzej mierze przy-
pomina zachowanie zapytan boole’owskich (doktadniej wyjasnimy to w lemacie .
Natomiast juz zapytania binarne potrafia przechwytywaé nielokalne wlasciwosci
struktur (to znaczy takie, ktére obejmuja wierzchotki oddalone od siebie o do-
wolna odlegltoéé w grafie Gaifmana). Dla przykladu. zal6zmy, ze rozwazamy sy-
gnature sktadajaca sie z jednej binarnej relacji £. Wtedy odpowiedZ na zapytanie
v(z,y) = E(x,y) niesie cala informacje o strukturze, czyli determinuje wszystkie za-
pytania. W szczegdlnosci, dla kazdego n € IN determinuje zapytanie ,,czy wierzchotki
x,1y sa polaczone Sciezka dtugosci n?”.

5.1 Unarne zapytania koniunkcyjne

Lemat 5.1. Niech ¥ bedzie sygnaturg relacyjng. Niech V' bedzie zbiorem spéjnyc}ﬂ
unarnych zapytan koniunkcyjnych oraz niech q bedzie spojnym unarnym CQ (wszyst-
kie zapytania sq nad sygnaturg ). Niech X' = X U{c}, gdzie ¢ jest symbolem stalej
oraz niech V', q' stanowiq boole owskie zapytania utworzone z V,q poprzez zamiane

Lsp6jnych, tzn. takich, dla ktérych ich graf Gaifamana jest spojny

43
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wszystkich wystgpien jedynej zmiennej wolnej na c. Wtedy
V bag q V/ bag q/

Dowéd. oV gV 25, ¢

Zalézmy nie wprost, ze V/ —=s ¢ i V /225 ¢. Wtedy istnieja bazy da-
nych D1, Dy nad sygnatura ¥ takie, ze V(D) = V(D3) oraz q(D1) # q(D2).
q(D1) # q(D3) oznacza, ze istnieje a € Dy, Dy taki, ze q(D1)[a] # q(D2)|al.
Niech D}, D) beda bazami danych nad sygnatura X’ ktére powstaja z Dy, Do
poprzez przypisanie stalej ¢ do elementu a. Wtedy V'(D}]) = V/(D)) (po-
niewaz dla kazdego v € V, v/(D]) = v(D1)[a] = v(D3)[a] = v'(D})) oraz
¢ (D)) # ¢ (Dh) (poniewaz ¢'(D}) = q(D1)[a] # q(D2)[a] = ¢'(D}). Sprzecz-
nosé.
oV gV Ly

Zalézmy nie wprost, ze V. —= ¢ i V! £22 ¢/. Wtedy istnieja bazy danych
D!, D} nad sygnatura X' takie, ze V/(D]) = V/(D}) oraz ¢'(D}) # ¢'(Dj).
Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze D] N D) = (). Niech ¢1,c2 beda elemen-
tami odpowiednio D}, D), przypisanymi do symbolu stalej c¢. Niech Dy, Do
beda strukturami nad sygnatura ¥ powstatymi z D/, D} (w ktérych po prostu
zapominamy o stalej). Oczywiscie ¢; € Di,co € Do, za to przestaly one by¢

elementami wyrdznionymi jako state.

Niech F1 = D; U Dy oraz niech Fsy bedzie struktura powstala z E; poprzez
zamiane c1, co. To znaczy, ze nastepujaca funkcja f : £ — Fo jest izomorfi-
zZmem:
c2 gdy x =
f@)=1qcigdyz=co
T W p. p.

Pokazemy, ze V(E1) = V(Es) i ¢(E1) # q(E3), co przeczy, e V. —=2 q. Za-
uwazmy, ze poniewaz f jest izomorfizmem, dla dowolnego zapytania unarnego

o(x) oraz dla a € E; zachodzi:

p(Er)la] = ¢(E2)[f(a)]

Wykorzystamy ten fakt, by pokaza¢ V(E;) = V(E2). Niech v € V. Oczywiscie,
poniewaz dla x # c1,co, f(z) = z, wiemy, ze v(E)[z] = v(E2)[z]. Ponadto,
v(Er)[c1] =V (D)) =V (Dh) = v(Er)[ce). Rownosé v(Eq)[e;] = v'(D;) wynika z
zalozenia, ze v jest zapytaniem spdjnym, natomiast F jest suma roztaczna D
oraz Do (zatem wszystkie zmienne wystepujace w zapytaniu musza przejsé na
elementy tej samej spojnej sktadowej - albo zawartej w D; albo w Dg). Zatem
v(E1)[e1] = v(Er)[e2] = v(E2)[f(c2)] = v(E2)[c1]. Analogicznie, v(E)[ce] =
v(E2)[ca], co konezy dowdd, ze v(E1) = v(E2). Z kolei ¢(E1)[c1] = ¢'(D}) #
¢ (D2)" = q(En)[c2] = q(E2)]c1]. Zatem q(E1) # q(E?) - sprzecznosé.

O]
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Czy powyzszy lemat oraz twierdzenie |3| (o rozstrzygalnosci determinacji dla bo-
ole’owskich CQ) dowodza, ze réwniez problem determinacji spdjnych unarnych CQ
jest rozstrzygalny? Niestety nie, poniewaz zapytania V', ¢’ z lematu sa nad sy-
gnatura, ktora zawiera nie tylko relacje, ale takze symbol stalej c. Wydaje sie to by¢
niewielka réznica, ale sprawia, ze przestaje mie¢ sens podstawa, na ktorej oparty jest
dowdd twierdzenia [3} operacja dodawania struktur wymaga przedefiniowania - nie
mozemy braé¢ roztacznej sumy struktur, poniewaz wtedy mielibySmy dwa elementy
odpowiadajace stalej c.

Najbardziej rozsadna definicja jest taka, ze A + B = AU B, gdzie B’ jest
struktura izomorficzna z B taka, ze ANB’ = {c} (czyli innymi stowy, bierzemy sume
rozlaczna A, B, a nastepnie ,sklejamy” ich wystapienia stalej ¢). Wtedy jednak nie
dziata juz lemat a dokladniej wlasnosé, ze gdy A jest spojne, to |hom(A, B +
C)| = |hom(A, B)| + |hom(A, C)|.

O

L

A B C B+ C

Przyklad 5.2. Na rysunku powyzej, jak latwo policzyé |hom(A, B)| = 1,
|hom(A, C)| = 0, natomiast |hom(A, B + C)| = 2. Pojawil si¢ jeden homomorfizm,
ktory czesé struktury A przenosi na sktadowq pochodzgcq z B, a cze$é na sktadowq

pochodzgcg z C.

PodjeliSmy pewne préby naprawienia tej luki - jednym z pomysléw bylo zasta-
pienie dodawania struktur przez mnozenie, ktére jest dobrze okreslone dla struktur
ze stala i spelnia (wraz z dodawaniem okreslonym wczesniej) wszystkie pozostale
wilasnosci opisane w lemacie Ta préba jednak zawiodla, poniewaz nie da sie w
niej w rozsadny sposéb nadaé¢ sensu punktom o wspéirzednych wymiernych w prze-
strzeni potencjalnych odpowiedzi (patrz lemat oraz komentarz po zdefiniowaniu
lematu . Tam korzystaliSmy z faktu, ze majac wektor o wspolrzednych wymier-
nych mozemy go przemnozy¢ przez odpowiednig liczbe tak, by otrzymaé¢ wektor ze
zbioru P (w ktérym wszystkie wektory mialy wspolrzedne naturalne). W tym wy-
padku, zamiast mnozenia musielibySmy ten wektor podnie$¢ do pewnej potegi (tzn.
podnies¢ do tej samej potegi jego wartodci na wszystkich wspélrzednych). Czasem
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jednak nie da sie tego zrobi¢ tak, by otrzymaé wektor o wspélrzednych catkowi-
tych. Na przyktad, niech 7 = (%, %) Wtedy nie istnieje @ € R taka, ze (%)a e N
oraz (%)a € N, zatem jestesmy skazani na niepowodzenie przy zastosowaniu triku z
lematu

Pomimo tych niepowodzen, podejrzewamy, ze problem determinacji boole’owskich
zapytan koniunkcyjnych ze stala (a zatem i spéjnych unarnych zapytan koniunkcyj-
nych) jest rozstrzygalny. Cala trudno$¢ w udowodnieniu tego lezy w znalezieniu
kontrprzyktadu determinacji wtedy, gdy nie wynika ona w oczywisty sposéb z kon-
strukcji zapytan (por. lemat . Wydaje si¢ jednak, ze trudno$é¢ w znalezieniu tego
kontrprzyktadu wynika z tego, ze $wiat struktur ze stala jest bardziej chaotyczny
pod wzgledem zliczania homomorfizmoéw niz Swiat struktur bez stalej, a nie stad ze
jest on bardziej ubogi.
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