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1 Wst¦p

Bardzo cz¦sto spotykanym w informatyce problemem jest zarz¡dzanie uporz¡dkowanym
zbiorem elementów, w taki sposób, aby umo»liwi¢ szybkie sprawdzanie czy dany element
e nale»y do tego zbioru. Problem mo»emy rozwa»a¢ w dwóch wersjach:

• statycznej, gdzie zbiór elementów jest ustalony,
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Rysunek 1: Wyszukiwanie wykªadnicze na tablicy (rysunek z [4])

• dynamicznej, gdzie pozwalamy na operacja dodawania i usuwania elementów ze
zbioru.

W przypadku statycznym mo»emy umie±ci¢ elementy w kolejno±ci w tablicy i zasto-
sowa¢ wyszukiwanie binarne do sprawdzania czy element e nale»y do zbioru. Z kolei dla
wersji dynamicznej mo»emy skorzysta¢ z drzew BST. W obu tych przypadkach zu»yjemy
liniowo du»o pami¦ci na przechowanie zbioru, a czas wyszukiwania b¦dzie logarytmiczny
wzgl¦dem liczby elementów.
Czasem taka zªo»ono±¢ wyszukiwania jest niewystarczaj¡ca i potrzebujemy wydaj-

niejszej struktury danych. Tak¡ struktur¡ s¡ na przykªad �nger search trees, które
rozwa»amy tutaj.

1.1 Finger - wska¹nik, czas O(log d)

Dodajemy do struktury wska¹niki (ang. �ngers), które umo»liwi¡ nam szybkie uaktu-
alnienia i wyszukiwanie w ich pobli»u. O ich liczbie i rozmieszczeniu decyduje osoba
korzystaj¡ca ze struktury. Na niej tak»e spoczywa obowi¡zek zapewnienia, »e wstawianie
nowej warto±ci odbywa si¦ we wªa±ciwym miejscu.
Zastosowanie �ngerów pozwala na zredukowanie czasu wyszukiwania z O(log n), gdzie

n oznacza liczb¦ wszystkich elementów w zbiorze, do O(log d), gdzie d jest odlegªo±ci¡
pomi¦dzy �ngerem f (od którego rozpoczynamy szukanie) i poszukiwanym elementem e.
Jakie korzy±ci daje u»ycie FST mo»na przeczyta¢ w cz¦±ci 4.

1.2 Idea �nger search

Caªa idea �nger search sprowadza si¦ do tego, »e chcemy unikn¡¢ przeszukiwania caªej
struktury. Dzi¦ki temu, »e dysponujemy �ngerem, który potencjalnie znajduje si¦ blisko
elementu, którego szukamy, mo»emy wyszukiwanie wykona¢ lokalnie. Patrz¡c na rysunki
struktur, mo»emy dostrzec jak naturalny dla czªowieka jest to proces.

1.2.1 Na tablicy

Spójrzmy jak mo»na zastosowa¢ ten pomysª do zbioru przechowywanego w tablicy (ry-
sunek 1). Wykorzystujemy wyszukiwanie wykªadnicze. Badamy kolejne przedziaªy o dªu-
go±ciach 2i−1 dla rosn¡cych warto±ci i. Gdy znajdziemy ju» przedziaª, do którego nale»y
szukany element, wykonujemy na nim poszukiwanie binarne. Osi¡gamy w ten sposób czas
O(log d), poniewa» z ka»dym kolejnym skokiem pomijamy wykªadniczo wiele elementów
(argument taki sam jak w 3.4.1).

2



Rysunek 2: Finger search na drzewie (rysunek ze strony http://leda-tutorial.org)

1.2.2 Na drzewie

W przypadku drzew proces wyszukiwania wygl¡da nast¦puj¡co (rysunek 2). Niebieskie
strzaªki pokazuj¡ jak¡ drog¦ przebywami wykonuj¡c �nger search, czarne drog¦ przebyt¡
w czasie zwykªego wyszukiwania. W cz¦±ci 3.4.1 poka»emy, »e droga zªo»ona z niebieskich
strzaªek ma dªugo±¢ O(log d).

1.3 Operacje na FST

Na omawianej strukturze wykonywa¢ b¦dziemy nast¦pujemy operacje:

• Search(f, x)

• Insert(f, x)

• Delete(f, x)

Oczekujemy, aby ka»da z nich zajmowaªa w pesymistycznym przypadku O(log d). Ope-
racje Insert i Delete mo»emy podzieli¢ na dwie cz¦±ci:

1. wyszukiwanie miejsca, w którym nale»y wstawi¢/usun¡¢ element - O(log d),

2. dokonanie zmiany - O(1).

2 Historia

W tablicy 1 przedstawiona jest skrócona historia FST. (Uwaga: czasy podane przy ope-

racjach uaktualnienia s¡ podane przy zaªo»eniu, »e miejsce zmiany jest ju» ustalone).
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Struktura Insert Delete Search Uwagi

`97 Guibas O(1) O(1) O(log d) B-drzewo, staªa liczba wska¹ników
`88 Levocopolous, Overmars O(1) O(1) O(log n) Dowolna liczba wska¹ników
`79 Harel, `96 Fleisher, `03 Brodal O(1) O(log∗ n) O(log d) Dowolna liczba wska¹ników
`03 Brodal i in. O(1) O(1) O(log d) �Optimal �nger search trees in the pointer machine�
`94 Dietz, Raman O(1) O(1) O(log d)

`00 Anderson, Thorup O(1) O(1) O
(√

log d
log log d

)
Tablica 1: Historia

Poza wymienionymi pracami nale»y wspomnie¢ tak»e o (2,4)-linked tree (patrz: cz¦±¢
3.4), które umo»liwia uaktualnienia w czasie staªym (zamortyzowanym) i wyszukiwanie
w czasie O(log d). Struktura ta jest u»ywana w praktyce.

3 Struktura

3.1 Model

Modelem, w którym rozwa»amy struktur¦, jest model maszyny RAM. Zakªadamy
tutaj, »e mamy do dyspozycji sªowa maszynowe dªugo±ci ω = c log2M , gdzie warto±¢
M oznacza maksymalny rozmiar struktury. Caªa struktura musi zmie±ci¢ si¦ w pami¦ci,
wi¦c sªowa musz¡ umo»liwia¢ jej adresowanie. Zakªadamy równie», »e wszystkie operacje
na sªowach wykonywane s¡ w czasie staªym.

3.2 Idea

Struktura skªada si¦ z dwóch cz¦±ci:

• struktury na górnym poziomie - drzewa,

• kubeªków, których reprezentanci s¡ przechowywani w strukturze na górnym pozio-
mie.

Mamy pewn¡ dowolno±¢ przy wyborze sposobu przechowywania elementów w kubeªku,
jak równie» przy wyborze rodzaju drzewa. Drzewa umo»liwiaj¡ uaktualnienia w cza-
sie logarytmicznym, dlatego tutaj b¦dziemy je realizowa¢ przyrostowo, to znaczy przy
ka»dej operacji na strukturze wykonamy pewn¡ staª¡ ilo±¢ kroków procesu naprawiania
struktury na górnym poziomie. Poka»emy, »e konieczno±¢ takich uaktualnie« jest na tyle
rzadka, »e jeste±my w stanie taki proces pomy±lnie wykona¢.
Opisujemy tu struktur¦ zaproponowan¡ przez Dietza i Ramana w [1]. Jest to popra-

wiona wersja struktury z pracy [2]. Wyeliminowana zostaªa konieczno±¢ globalnego prze-

budowania, gdy liczba elementów w strukturze si¦gaªa granicznym warto±ciom. Wyma-
gaªo ono uruchomienia dziaªacego przryostowo procesu, który przebudowywaª struktur¦
dla wi¦kszej/mniejszej liczby elementów. Po przekroczeniu granicznej warto±ci struktura
byªa zast¦powana przygotowan¡ kopi¡.
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3.3 Kubeªki

Kubeªki b¦d¡ miaªy rozmiar O(log2 n).
Oznaczmy przez n̂ maksymaln¡ liczb¦ elementów w strukturze do tej pory. Do opisu
kubeªków de�niujemy dodatkowo nast¦puj¦ warto±ci:

φ(b) =
size(b)

log2 n̂
(1)

ρ(b, n̂) =
1

log2 n̂
max

(
0, 0.7 log2 n̂− size(b), size(b)− 1.8 log2 n̂

)
(2)

Warto±¢ 1 nazywa¢ b¦dziemy zapeªnieniem kubeªka, a warto±¢ 2 krytyczno±ci¡. Gdy
krytyczno±¢ danego kubeªka b¦dzie wi¦ksza od 0 powiemy, »e ten kubeªek jest krytyczny.
B¦dziemy dba¢, aby 0.5 ≤ φ(b) ≤ 2. Oznacza to, »e kubeªek mo»e maksymalnie po-

dwoi¢ swoj¡ wielko±¢ albo dwukrotnie j¡ zmniejszy¢. Gdy krytyczno±¢ kubeªka b¦dzie
wysoka, b¦dziemy wykonywa¢ na nim operacj¦ Split, Merge, Transfer. Z kolei na pod-
stawie lematu mamy gwarancj¦, »e zdarzenia te b¦d¡ na tyle rzadkie, »e proces przyro-
stowego wstawiania/usuwania reprezentanta w górnej strukturze zd¡»y zako«czy¢ swoj¡
prac¦ nim pojawi si¦ konieczno±¢ nast¦pnej aktualizacji.

3.3.1 Lemat o zapeªnieniu kubeªków

Poni»szy lemat gwarantuje, »e krytyczno±¢ kubeªki nigdy nie b¦dzie za du»a. Lemat
pochodzi z [3].

Lemat 1. Niech x1, x2, . . . , xn b¦d¡ liczbami rzeczywistymi (wszystkie pocz¡tkowo równe

0).

Powtarzamy nast¦puj¡ce czynno±ci:

1. wybierz xi, takie »e xi = maxj xj

2. ustaw xi na 0

3. wybierz n nieujemnych liczb a1, a2, . . . , an, takich »e
∑n

j=1 aj = 1

4. ustaw xj na xj + aj (dla ka»dego j).

Wtedy ka»dy xk jest zawsze mniejszy ni» Hn−1+1 (Hk oznacza k-t¡ liczb¦ harmoniczn¡).

Dowód. Obserwacja: W ka»dym momencie suma wszystkich xj jest nie wi¦ksza ni» n:
S =

∑n
j=1 xj ≤ n. Jest to prawd¡ na samym pocz¡tku, gdy wszystki xj = 0. W czasie

jednej iteracji procesu opisanego w lemacie warto±¢ S wzrasta do n−1
n S + 1. Skªadnik

n−1
n S wynika z tego, »e chcemy, aby po wykonaniu iteracji suma pozostaªa jak najwi¦ksza,

dlatego rozkªadamy mas¦ po równo na wszystkich xj (wtedy usuni¦cie maksimum usuwa
najmniej). Z kolei 1 to suma dodanych w tej iteracji aj . Z zaªo»enia indukcyjnego S ≤ n,
zatem n−1

n S + 1 ≤ n−1
n n+ 1 = n.

5



De�niujemy ci¡g wektorów x(1), x(2), . . . , x(m), opisuj¡cych stany warto±ci xj po kolej-
nych iteracjach. Bez straty ogólno±ci zakªadamy, »e m ≥ n. Takie zaªo»enie jest dopusz-
czalne, poniewa» mo»emy doªo»y¢ dowolnie du»o wektorów zerowych na pocz¡tku ci¡gu.
Zerowe wektory oznaczaj¡ iteracje, w których tylko jedno aj byªo równe 1. Wybierzmy
równie» ci¡g permutacji π1, π2, . . . , πn. B¦d¡ to permutacje liczb 1, 2, . . . , n maj¡ce na-
st¦puj¡c¡ wªasno±¢:

x
(m−k+1)
πk(i)

≥ x(m−k+1)
πk(i+1)

Permutacja πk mówi jaka jest kolejno±¢ kubeªków w porz¡dku malej¡cym w (m−k+1)-tej
(czyli k-tej od ko«ca) iteracji. Zde�niujmy warto±¢:

Sk =
k∑
j=1

x
(m−k+1)
πk(j)

oznaczaj¡c¡ sum¦ k najwi¦kszych elementów w k-tej od ko«ca iteracji. S1 to najci¦»y
element w ostatniej iteracji. Podobnie jak w obserwacji, zauwa»amy, »e Sk ≤ k

k+1Sk+1 +
1. Wystarczy w k + 1-szej od ko«ca iteracji rozªo»y¢ mas¦ pomi¦dzy k + 1 najci¦»ych
elementów. St¡d wynika, »e:

S1 ≤
1

2
S2 + 1 ≤ 1

2

(
2

3
S3 + 1

)
+ 1 =

1

3
S3 +

1

2
+ 1 ≤ · · · ≤ 1

k
Sk +Hk−1 ≤

≤ · · · ≤ 1

n
Sn +Hn−1 ≤ 1 +Hn−1

Ostatnia nierówno±¢ wynika z obserwacji. Natomiast z dowolno±ci wyboru m wynika teza
lematu.

Interpretacja i wykorzystanie lematu Zastosowanie lematu w naszym przypadku wy-
maga odniesienia opisanego w nim procesu do akcji na kubeªkach. Warto±ci x1, x2, . . . , xn
oznaczaj¡ przeskalowane krytyczno±ci kubeªków. Wybór maksimum i jego wyzerowanie
to podzielenie (poªaczenie) najbardziej krytycznego kubeªka - ten który byª krytyczny
przestaje nim by¢, a tak»e te których ta akcja dotyczyªa (powstaªy dwa nowe kubeªki)
nie stan¡ si¦ krytyczne. Ustawienie którego± aj na 1 oznacza, zwi¦kszenie krytyczno±ci w
j-tym kubeªku.
My jednak akcj¦ dzielienia najbardziej krytycznego kubeªka (usuwania maksimum)

wykonujemy co k = c log n̂ kroków. Wi¦c mo»emy sobie wyobrazi¢, »e zamiast doda-
wa¢

∑
ai = 1, gdzie rozmiar ka»dego kubeªka mogliby±my ograniczy¢ przez Hn−1 + 1 =

O(log n̂), mo»emy dodawa¢ k razy wi¦cej i w konsekwencji dosta¢ k razy wi¦ksze ogra-
niczenie ko«cowe, które wynosi O(log2 n̂).

3.3.2 Zarz¡danie kubeªkami

Kubeªkami b¦dziemy zarz¡dza¢ w nast¦puj¡cy sposób. Co O(log n̂) operacji na strukturze
wybierzemy najbardziej krytyczny kubeªek b i wykonamy na nim jedn¡ z operacji:
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• Split, gdy φ(b) > 1, 8. Dzielimy kubeªek na dwa podobnej wielko±ci i dodejmy
nowego reprezentanta,

• Transfer, gdy φ(b) < 0, 7 oraz s¡siad b′ ma φ(b′) > 1. Wyrównujemy wielko±ci
kubeªków b i b′,

• Fuse, gdy φ(b) < 0, 7 i transfer nie jest mo»liwy. Usuwamy kubeªek b, a elementy
z niego przenosimy do s¡siada b′.

Na krytyczno±c kubeªków maj¡ wpªyw uaktualnie na strukturze. Je±li nie zmieniaj¡ war-
to±ci n̂, to do zapewnienia wªa±ciwej wielko±ci kubeªków wystarczy lemat. Natomiast w
przypadku wzrostu n̂ potrzebne jest dodatkowe oszacowanie.
Popatrzmy o ile wzrasta krytyczno±¢ jednego kubeªka przy wzro±cie n̂ o 1. Niech δb

oznacza przyrost w kubeªku b.

δb ≤
dρ(b, n̂)

dn̂
≤ c

n̂
(3)

gdzie c jest pewn¡ staª¡. Caªy przyrost wyra»a si¦ wzorem:∑
b - kubeªek

δb ≤
∑

b - kubeªek

c

n̂
=

n̂

log2 n̂
· c
n̂
= O

(
1

log2 n̂

)
(4)

Pomi¦dzy przebalansowaniami warto±¢ n̂ mo»e wzrosn¡¢ co najwy»ej O(log n̂) razy. Za-
tem caªkowity przyrost wyniesie co najwy»ej O(log−1 n̂). Stosuj¡c lemat, widzimy, »e
górne ograniczenie na krytyczno±¢ dowolnego kubeªka to kHn̂−1 + O(1), a to pozwala
na dobranie odpowiedniej (staªej) liczby operacji procesu przyrostowego uaktualniania
wykonywanych przy ka»dej operacji na strukturze.

3.3.3 Struktura wewn¦trzna

Ka»dy kubeªek reprezentujemy jako drzewo o wysoko±ci 3 o wspóªczynniku rozgaª¦zienia
β = θ(log2/3 n̂). Przy uaktualnieniach b¦dziemy dba¢, aby ten wspóªczynnik znajdowaª
si¦ pomi¦dzy β/2 a 2β. W tym celu zezwalamy na to, aby wierzchoªki mogªy posiada¢ do-
datkowy wierzchoªek (tak jak na rysunku 3). Reguªy balansowania s¡ dokªadniej opisane
w oryginalnej pracy [1] - tutaj podamy wyª¡cznie krótki ich opis.
Przy dodawaniu elementu, gdy r ma wi¦cej ni» 2β dzieci, tworzony jest dodatkowy

wierzchoªek s podª¡czony wyª¡cznie do r (nie do p). Z kolei przy usuwaniu, gdy mamy
mniej ni» β/2 dzieci, próbujemy zabra¢ dzieci s¡siadowi, a je±li jest to niemo»liwe to
sami podczepiamy si¦ jako dodatkowy wierzchoªek. Balansowanie ma na celu zachowanie-
nie odpowiedniego wspóªczynika rozgaª¦zienia β oraz nierówno±ci nchild(s) ≤ nchild(r),
która mówi, »e r ma wi¦cej dzieci ni» s.
Konieczne s¡ dodatkowe operacje, aby nierówno±ci pozostawaªy speªnione. Operacje

na kubeªku mog¡ zaburzy¢ te nierówno±ci o O(1), o ile nie zmieniaj¡ warto±ci n̂. Z
kolei zmiana n̂ mo»e spowodowa¢ zaburzenia we wszystkich kubeªkach. Aby je naprawi¢,
uruchomiamy proces, który b¦dzie inkrementacyjnie przesuwa¢ wierzchoªki z s do r lub
na odwrót. Naprawa pojedynczego w¦zªa to koszt staªy. Nim proces powróci do danego
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Rysunek 3: Dodatkowy wierzchoªek s w drzewie reprezentuj¡cym kubeªek

wierzchoªka to warto±¢ n̂ mo»e zmieni¢ si¦ maksymalnie o czynnik 1 + o(1) (wynika to z
tego, »e log2/3(2n̂)− log2/3 n̂ < c, poniewa» limn̂→∞ log2/3(2n̂)− log2/3 n̂ = 0).
Ponadto ka»dy wewn¦trzny wierzchoªek drzewa przechowuje zbiór S maksymalnych

elementów swoich poddrzew za pomoc¡:

• tablicy A[1..k] przechowuj¡ca wska¹niki na elementy

• tablicy Perm[1..k] reprezentuj¡ca permutacj¦ elementów z A

Perm[i] =

{
0 A[i] = null

|{key(A[j]) : j ≤ i ∧ key(A[j]) ≤ key(A[i])}| wpp.

• podwójnie wi¡zanej listy L, na której b¦d¡ w istocie przechowywane elementy (po-
nadto ka»dy element wie jaki jest jego indeks w tablicy A)

Na zbiorze S b¦dziemy wykonywa¢ operacje wstawiania i usuwania. Chcemy, aby ka»da
z nich dziaªaªa w czasie staªym. Poni»ej znajduje si¦ opis ich realizacji.

• Insert - dodawanie elemenentu do zbioru maksimów wygl¡da w nast¦puj¡cy spo-
sób:

1. Ustalamy j, takie »e A[j] wskazuje na klucz, za którym b¦dzie wstawiony
nowy element,

2. Doª¡czamy element do listy,

3. Ustawiamy A[|S|+ 1], »eby wskazywaªo na ten element,

4. Uaktualniamy Perm
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• Delete - usuwanie elementu ze zbioru maksimów:

1. Ustalamy j, takie »e A[j] wskazuje na klucz do usuni¦cia,

2. Zamieniamy A[j] z A[|S|],
3. Ustawiamy A[|S|] na null,
4. Usuwamy element z listy,

5. Poprawiamy element wskazywany przez A[j], »eby wskazywaª na j (bo aktu-
alnie wzkazuje na |S|),

6. Uaktualniamy Perm

Wstawianie i usuwanie bardzo ªatwo zrealizowa¢ w czasie O(|S|). My chcemy jednak
przyspieszy¢ te operacje. Zauwa»amy, »e do zapisania w pami¦ci tablicy Perm potrze-
bujemy |S| · dlog |S|e bitów (poniewa» w Perm znajduj¡ si¦ liczby z {0, . . . , |S|}, a do
zapisu ka»dej z nich wystarczy nam log |S| bitów).
Poka»emy, »e ta potra�my Perm trzyma¢ w pojedynczym sªowie maszynowym. Mak-

symalny rozmiar zbioru maksimów S to 2 log2/3 n̂. Oczywi±cie n̂ nie przekroczy mak-
symalnego rozmiaru struktury M . Zatem |S| ≤ 2 log2/3 n̂ ≤ 2 log2/3 M̂ . Udowodnimy
najpierw nierówno±¢ |S| ≤ logM

log logM .

|S| ≤ 2 log2/3M ≤ logM

log logM
(5)

2 log logM ≤ log1/3M = 3
√

logM

Dla odpowiednio du»ych warto±ciM ta nierówno±¢ zachodzi. Intuicyjnie funkcja 3
√
· ro±nie

szybciej ni» log. Poka»emy teraz, korzystaj¡c z nierówno±ci 5, »e |S| · dlog |S|e ≤ logM .

|S| · dlog |S|e ≤ logM

log logM
· log logM

log logM
=

logM

log logM
·
(
log logM − log(3)M

)
≤ logM

(6)
Dzi¦ki temu mo»emy wykorzysta¢ kilka funkcji pomocniczych i stablicowa¢ ich wyniki,

a w czasie operacji na strukturze jedynie pobiera¢ z tablicy ich wynik.

• GetRank(Perm, i) - zwraca pozycj¦ ma element i-ty w zbiorze S w porz¡dku ro-
sn¡cym,

• GetIndex(Perm, i) - zwraca indeks w tablicy A elementy, który znajduje si¦ na
i-tej pozycji w zbiorze S w porz¡dku rosn¡cym,

• UpdatePerm(Perm, rank, operation) - uaktualnia tablic¦ Perm, operation mówi
czy dodajemy, czy usuwamy element, a rank wskazuje ten element

Nale»y jeszcze sprawdzi¢ czy te tablice nie zajm¡ za du»o miejsca. Przykªadowo dla
funkcji UpdatePerm mo»liwych ró»nych warto±ci argumentów jest 2|S| · 2|S|dlog |S|e. Poka-
»emy teraz, »e jest to O(M). Korzystamy z udowodnionej nierówno±ci 5, która ogranicza
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rozmiar S. Najpierw przeksztaªcamy 2|S| · 2|S|dlog |S|e do postaci 2|S||S|+1. Dowodzimy
nierówno±ci w notacji O, dlatego mo»emy pomin¡¢ staª¡ 2. Ostatecznie pokazywa¢ b¦-
dziemy, »e dla c ≤ 1 zachodzi:

|S||S|+1 =M c

(|S|+ 1) log |S| = c · logM

Druga równo±¢ powstaje w wyniki zlogarytmowania pierwszej. Po wstawieniu oszacowa-
nia 5 mamy:(

logM

log logM
+ 1

)
·(log logM−log(3)M) = logM+

[
log logM − log(3)M ·

(
logM

log logM
+ 1

)]
(7)

Wystarczy teraz pokaza¢, »e skªadnik w nawiasie kwadratowym jest ujemny. Wpro-
wad¹my najpierw oznaczenie x = log logM , wtedy to co chcemy udowoni¢ przedstawia
si¦ nast¦puj¡co:

x ≤ log x

(
2x

x
+ 1

)
x2 ≤ log x(2x + x)

Tutaj równie» intuicyjnie wida¢, »e nierówno±¢ zachodzi, poniewa» funkcja wykªadnicza
ro±nie du»o szybciej ni» kwadratowa.
Zatem mo»liwe jest przygotowanie tablic wyników dla funkcji pomocniczych.

3.3.4 Wyszukiwanie

Wyszukiwanie wewn¡trz kubeªka rozpoczynamy od znalezienia LCA �nger f i szukanego
klucza s. Jako, »e drzewo ma wysoko±¢ równ¡ 3, mo»emy to zrobi¢ w czasie staªym.
Dalej szukamy odpowiedniego w¦zªa w dóª. Bez utraty ogólno±ci zaªó»my, »e LCA f i
s jest najwy»szym wierzchoªkiem (korzeniem). Oznaczmy przez d1, d2, d3, w którym
poddrzewie znajduje si¦ s, odpowiednio pierwszego, drugiego i trzeciego wierzchoªka na
±cie»ce od korzenia do s. Przy tych oznaczeniach odlegªo±¢ d mi¦dzy f a s wyra»a si¦
d = d3 + d2 log

2/3 n̂ + d1 log
4/3 n̂. Asymptotycznie najwi¦kszym skªadnikiem (wzgl¦dem

n̂) jest d1 log
4/3 n̂. Znalezienie odpowiedniego poddrzewa w wierzchoªku zajmuje czas

log di, wykonujemy w tym celu wyszukiwanie wykªadnicze (patrz: 1.2.1) na tablicy A,
wykorzystuj¡c funkcj¦ GetIndex. W sumie koszt wyszukania to O(log d1) + O(log d2) +
O(log d3) = O(log d1d2d3) ≤ O(log(d1 log

4/3 n̂)), czyli O(log d).

3.4 Struktura na górnym poziomie

W zakresie wyboru struktury na górnym poziomie mamy dowolno±¢, o ile zagwarantu-
jemy, »e uaktualnienia w niej b¦d¡ wykonywane w czasie O(log n).
W tej notatce wybieramy (2,4)-drzewo. Charakteryzuje si¦ ono tym, »e wszystkie li-

±cie znajduj¡ si¦ na tej samej gª¦boko±ci. Ka»dy wierzchoªek wewn¦trzny jest stopnia
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Rysunek 4: Przykªadowe (2,4)-drzewo z poª¡czeniami mi¦dzy w¦zªami na tym samym
poziomie

2, 3 lub 4. Klucze przechowywane s¡ w li±ciach, a w¦zªy wewn¦trzne zawieraj¡ infor-
macj¦ uªatwiaj¡ca wyszukiwanie. Przykªadowe dzewo znajduje si¦ na rysunku 4. Warto
tu zauwa»y¢, »e (2,4)-drzewa to prawie to samo, co B-drzewa rz¦du 4. Dokªadny opis
operacji na (2,4)-drzewach mo»na znale¹¢ w wielu ¹ródªach (np. w [5]), wi¦c zostanie tu
pomini¦ty.
Dodatkowo ª¡czymy w¦zªy na tym samym poziomie mi¦dzy sob¡. Wykorzystujemy do

tego list¦ dwukierunkow¡. Na rysunku 4 te poª¡czenia s¡ zaznaczone liniami przerywa-
nymi. Ich zastosowanie pozwala na wyszukiwanie w czasie O(log d), a ich aktualizacja
nie zwi¦ksza czasu uaktualnienie« w drzewie.

3.4.1 Wyszukiwanie

Do opisu wyszukiwania wykorzystamy rysunek 4. Zaªó»my, »e mamy �nger w miejscu x
oraz szukamy elementu y.
Wyszkiwanie rozpoczynamy od ustalenia czy poszukiwany element y jest wi¦kszy od x.

Bez straty ogólno±ci zakªadamy, »e tak, wi¦c b¦dziemy poszukiwa¢ go w prawo. Nast¦pnie
idziemy od x w stron¦ korzenia drzewa, a» ustalimy, »e y znajduje si¦ w poddrzewie
aktualnie rozpatrywanego w¦zªa v lub jego prawym s¡siedzie v′. Wtedy rozpoczynamy
poszukiwanie w dóª zarówno od wierzchoªka v jak i v′.
Poka»emy teraz, »e czas wyszukiwania to O(log d). Zauwa»amy, »e robi¡c krok w gór¦,

pomijamy wykªadniczo du»o elementów. Wynika to z tego, »e ka»dy w¦zeª wewn¦trzny
ma co najmniej dwóch synów, a li±cie s¡ na tym samym poziomie. Tak wi¦c element o
wysoko±ci h ma 2h−1 kluczy pod sob¡. Id¡c w gór¦, dodajemy do siebie kolejne pot¦gi
dwójki. Wiemy, »e robi¡c k kroków do górym pominiemy

∑k
i=1 2

i−1 = 2k − 1, zatem
skoro odlegªo±¢ pomi¦dzy x a y wynosiªa d, to k = O(log d). Caªe wyszukiwanie trwa
wi¦c O(k) = O(log d).

4 Zastosowania

FST maj¡ swoje stasowowanie mi¦dzy innymi w:

• operacjach na zbiorach
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• geometrii obliczeniowej:

� Three-dimensional layers of maxima

� Triangulating a simple polygon

• algorytmach tekstowych:

� Finding repeats with gaps

� Quasiperiodicities in strings

Zwykle u»ywaj¡c �nger search tree mo»emy zaoszcz¦dzi¢ czynnik O(log n) w porównaniu
z drzewami BST.

4.1 �¡czenie zbiorów

Niech X, Y - zbiory, |X| = n, |Y | = m. Bez utraty ogólno±ci n ≤ m. Rozwa»my prosty
algorytm:

for x ∈ X do

Y ← Y ∪ {x}
end for

W przypadku przechowywania zbiorów X i Y za pomoc¡ BST zªo»ono±¢ tego algo-
rytmu wynosi O(n logm), n wstawie« kosztuj¡cych po logm.
Korzystaj¡c z FST, mo»emy przesuwa¢ �nger monotonicznie. Wtedy zªo»ono±¢ wynie-

sie
∑n

i=1O(log di). Kolejne warto±ci di oznaczaj¡ o ile przesuwa si¦ �nger przy wstawianiu
i-tego elementu, oczywi±cie

∑n
i=1 = m.

n∑
i=1

O(log di) = O

(
n∑
i=1

log di

)
≤ O

(
n log

m

n

)
Oszacowanie to wynika wprost z nierówno±ci Jensena zastosowanej dla logarytmu, który
jest funkcj¡ wkl¦sª¡.
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