Finger search tree
Notatka do wyktadu

Rafal Stawik

11 grudnia 2012

Spis tresci

1 Wstep 1
1.1 Finger - wskaznik, czas O(logd) . . . . . . . . ... ... ... ... . ... 2
1.2 TIdeafinger search . . . . . . . . . . . L 2
1.2.1 Natablicy . . . . . . . . e 2
1.2.2 Nadrzewie . . . . . . . . . 3
1.3 Operacjena FST . . . . . . ... o 3
2 Historia 3
3 Struktura 4
3.1 Model . . . . 4
3.2 Idea . . . . .. 4
3.3 Kubetki . . . . . 5
3.3.1 Lemat o zapetlieniu kubetkéw . . . . . ... 0oL 5)
3.3.2 Zarzadanie kubetkami . . . .. ... o000 6
3.3.3  Struktura wewnetrzna . . . . ... L. 7
3.34 Wyszukiwanie . . . . . ... Lo Lo 10
3.4 Struktura na gérnym poziomie . . . . ... ..o 10
3.4.1 Wyszukiwanie . . . . . . oL 0oL 11
4 Zastosowania 11
4.1 FLaczenie zbioréw . . . .. oL 12

1 Wstep

Bardzo czesto spotykanym w informatyce problemem jest zarzadzanie uporzadkowanym
zbiorem elementéw, w taki sposéb, aby umozliwié¢ szybkie sprawdzanie czy dany element
e nalezy do tego zbioru. Problem mozemy rozwazaé¢ w dwdch wersjach:

e statycznej, gdzie zbiér elementéw jest ustalony,



Rysunek 1: Wyszukiwanie wyktadnicze na tablicy (rysunek z [4])
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e dynamicznej, gdzie pozwalamy na operacja dodawania i usuwania elementéw ze
zbioru.

W przypadku statycznym mozemy umiedci¢ elementy w kolejnosci w tablicy i zasto-
sowaé wyszukiwanie binarne do sprawdzania czy element e nalezy do zbioru. Z kolei dla
wersji dynamicznej mozemy skorzystaé z drzew BST. W obu tych przypadkach zuzyjemy
liniowo duzo pamieci na przechowanie zbioru, a czas wyszukiwania bedzie logarytmiczny
wrzgledem liczby elementéw.

Czasem taka zlozono$é wyszukiwania jest niewystarczajaca i potrzebujemy wydaj-
niejszej struktury danych. Taka struktura sa na przyktad finger search trees, ktore
rozwazamy tutaj.

1.1 Finger - wskaznik, czas O(logd)

Dodajemy do struktury wskazniki (ang. fingers), ktore umozliwiag nam szybkie uaktu-
alnienia i wyszukiwanie w ich poblizu. O ich liczbie i rozmieszczeniu decyduje osoba
korzystajaca ze struktury. Na niej takze spoczywa obowiazek zapewnienia, ze wstawianie
nowej wartoéci odbywa sie we wladciwym miejscu.

Zastosowanie fingerow pozwala na zredukowanie czasu wyszukiwania z O(logn), gdzie
n oznacza liczbe wszystkich elementow w zbiorze, do O(logd), gdzie d jest odlegtoscia
pomiedzy fingerem f (od ktorego rozpoczynamy szukanie) i poszukiwanym elementem e.

Jakie korzysci daje uzycie FST mozna przeczyta¢ w czesci 4.

1.2 Idea finger search

Cata idea finger search sprowadza si¢ do tego, ze chcemy uniknaé przeszukiwania calej
struktury. Dzieki temu, ze dysponujemy fingerem, ktéry potencjalnie znajduje sie blisko
elementu, ktérego szukamy, mozemy wyszukiwanie wykona¢ lokalnie. Patrzac na rysunki
struktur, mozemy dostrzec jak naturalny dla cztowieka jest to proces.

1.2.1 Na tablicy

Spojrzmy jak mozna zastosowac ten pomyst do zbioru przechowywanego w tablicy (ry-
sunek 1). Wykorzystujemy wyszukiwanie wyktadnicze. Badamy kolejne przedziaty o dtu-
gosciach 2/ — 1 dla rosngcych wartosci 4. Gdy znajdziemy juz przedzial, do ktérego nalezy
szukany element, wykonujemy na nim poszukiwanie binarne. Osiggamy w ten sposob czas
O(log d), poniewaz z kazdym kolejnym skokiem pomijamy wyktadniczo wiele elementow
(argument taki sam jak w 3.4.1).



Rysunek 2: Finger search na drzewie (rysunek ze strony http://leda-tutorial.org)
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1.2.2 Na drzewie
W przypadku drzew proces wyszukiwania wyglada nastepujaco (rysunek 2). Niebieskie
strzatki pokazujg jaka droge przebywami wykonujac finger search, czarne droge przebyta
w czasie zwyktego wyszukiwania. W czesci 3.4.1 pokazemy, ze droga zlozona z niebieskich
strzatek ma diugosé¢ O(logd).
1.3 Operacje na FST
Na omawianej strukturze wykonywaé bedziemy nastepujemy operacje:

e Search(f, x)

e Insert(f, x)

e Delete(f, x)

Oczekujemy, aby kazda z nich zajmowala w pesymistycznym przypadku O(logd). Ope-
racje Insert i Delete mozemy podzieli¢ na dwie czesci:

1. wyszukiwanie miejsca, w ktérym nalezy wstawic¢/usuna¢ element - O(logd),

2. dokonanie zmiany - O(1).

2 Historia

W tablicy 1 przedstawiona jest skrocona historia FST. (Uwaga: czasy podane przy ope-
racjach uaktualnienia sq podane przy zatozeniu, ze miejsce zmiany jest juz ustalone).



Struktura ‘ Insert ‘ Delete ‘ Search ‘ Uwagi
‘97 Guibas 0(1) 0(1) O(logd) B-drzewo, stata liczba wskaznikow

‘88 Levocopolous, Overmars 0(1) o(1) O(logn) Dowolna liczba wskaznikow

‘79 Harel, ‘96 Fleisher, ‘03 Brodal | O(1) | O(log" n) O(logd) Dowolna liczba wskaznikow

‘03 Brodal i in. 0O(1) 0(1) O(logd) ,Optimal finger search trees in the pointer machine”
‘94 Dietz, Raman 0o(1) 0(1) O(logd)

‘00 Anderson, Thorup o(1) o(1) 0 ( 10‘:50&)

Tablica 1: Historia

Poza wymienionymi pracami nalezy wspomnie¢ takze o (2,4 )-linked tree (patrz: czesé
3.4), ktore umozliwia uaktualnienia w czasie stalym (zamortyzowanym) i wyszukiwanie
w czasie O(logd). Struktura ta jest uzywana w praktyce.

3 Struktura

3.1 Model

Modelem, w ktérym rozwazamy strukture, jest model maszyny RAM. Zakltadamy
tutaj, ze mamy do dyspozycji stowa maszynowe dlugosci w = clogy M, gdzie wartosé
M oznacza maksymalny rozmiar struktury. Cala struktura musi zmiesci¢ sie w pamieci,
wiec stowa musza umozliwiaé¢ jej adresowanie. Zaktadamy réwniez, ze wszystkie operacje
na stowach wykonywane sa w czasie stalym.

3.2 ldea

Struktura sklada sie z dwoch czedci:
e struktury na gérnym poziomie - drzewa,

e kubetkéw, ktorych reprezentanci sg przechowywani w strukturze na gérnym pozio-
mie.

Mamy pewng dowolnosé przy wyborze sposobu przechowywania elementéw w kubetku,
jak réwniez przy wyborze rodzaju drzewa. Drzewa umozliwiaja uaktualnienia w cza-
sie logarytmicznym, dlatego tutaj bedziemy je realizowaé przyrostowo, to znaczy przy
kazdej operacji na strukturze wykonamy pewng stala ilos¢ krokéw procesu naprawiania
struktury na gérnym poziomie. Pokazemy, ze koniecznos¢ takich uaktualnien jest na tyle
rzadka, ze jesteSmy w stanie taki proces pomyslnie wykonaé.

Opisujemy tu strukture zaproponowana przez Dietza i Ramana w [1]. Jest to popra-
wiona wersja struktury z pracy [2]. Wyeliminowana zostata koniecznosé globalnego prze-
budowania, gdy liczba elementéw w strukturze siegata granicznym wartosciom. Wyma-
gato ono uruchomienia dziatacego przryostowo procesu, ktory przebudowywal strukture
dla wiekszej/mniejszej liczby elementow. Po przekroczeniu granicznej wartosci struktura
byta zastepowana przygotowana kopig.



3.3 Kubetki

Kubetki beda miaty rozmiar O(log?n).
Oznaczmy przez n maksymalng liczbe elementéw w strukturze do tej pory. Do opisu
kubetkow definiujemy dodatkowo nastepuje wartosci:

o(t) = 22V 0
log“n
1
p(b, 1) = —5— max (0, 0.71og? 7 — size(b), size(b) — 1.8log? ) (2)

log“n

Wartosé 1 nazywaé bedziemy zapelnieniem kubetka, a warto$é 2 krytycznoscia. Gdy
krytyczno$é danego kubetka bedzie wieksza od 0 powiemy, ze ten kubetek jest krytyczny.

Bedziemy dba¢, aby 0.5 < ¢(b) < 2. Oznacza to, ze kubetek moze maksymalnie po-
dwoi¢ swoja wielkosé albo dwukrotnie ja zmniejszyé. Gdy krytyczno$é kubetka bedzie
wysoka, bedziemy wykonywa¢ na nim operacje Split, Merge, Transfer. Z kolei na pod-
stawie lematu mamy gwarancje, ze zdarzenia te beda na tyle rzadkie, ze proces przyro-
stowego wstawiania/usuwania reprezentanta w gornej strukturze zdazy zakonczy¢ swoja
prace nim pojawi sie konieczno$é nastepnej aktualizacji.

3.3.1 Lemat o zapetnieniu kubetkéw

Ponizszy lemat gwarantuje, ze krytycznosé¢ kubetki nigdy nie bedzie za duza. Lemat
pochodzi z [3].

Lemat 1. Niech x1,x9,. ..,y bedqg liczbami rzeczywistymi (wszystkie poczatkowo réwne

0).

Powtarzamy nastepujgce czynnosci:
1. wybierz x;, takie zZe r; = max; x;
2. ustaw x; na 0
3. wybierz n nieujemnych liczb a1, as, ..., ay,, takich Ze 2?21 a; =1
4. ustaw x; na xj + a; (dla kazdego j).
Wtedy kazdy xy jest zawsze mniejszy niz Hy,—1+1 (Hy oznacza k-tg liczbe harmoniczng).

Dowdd. Obserwacja: W kazdym momencie suma wszystkich z; jest nie wigksza niz n:
S =374 x; < n. Jest to prawda na samym poczatku, gdy wszystki z; = 0. W czasie
jednej iteracji procesu opisanego w lemacie wartos¢ S wzrasta do "—T_LlS + 1. Sktadnik
"TflS wynika z tego, ze chcemy, aby po wykonaniu iteracji suma pozostata jak najwieksza,
dlatego rozktadamy mase po réwno na wszystkich z; (wtedy usuniecie maksimum usuwa
najmniej). Z kolei 1 to suma dodanych w tej iteracji a;. Z zatozenia indukcyjnego S < n,
zatem ”7_15—1—1 < ”T_1n+1:n.



Definiujemy ciag wektoréow 2z 2@ gm) opisujacych stany wartosci x; po kolej-
nych iteracjach. Bez straty ogélnodci zakladamy, ze m > n. Takie zalozenie jest dopusz-
czalne, poniewaz mozemy dolozy¢ dowolnie duzo wektoréw zerowych na poczatku ciagu.
Zerowe wektory oznaczaja iteracje, w ktorych tylko jedno a; bylo réwne 1. Wybierzmy
réwniez ciag permutacji 7y, wo, ..., m,. Beda to permutacje liczb 1,2,... n majace na-
stepujaca wlasnoscé:

(m—k+1) (m—k+1)
Trp(i) = Tmp(it)
Permutacja 7 mowi jaka jest kolejnos¢ kubetkow w porzadku malejacym w (m—k+1)-tej
(czyli k-tej od korica) iteracji. Zdefiniujmy wartosc:

k
. (m—k+1)
Sk = Z L ()

Jj=1

oznaczajaca sume k najwiekszych elementéow w k-tej od konca iteracji. S7 to najciezy
element w ostatniej iteracji. Podobnie jak w obserwacji, zauwazamy, ze Sy < TilSkH +
1. Wystarczy w k + 1-szej od korica iteracji roztozyé mase pomiedzy k 4+ 1 najciezych
elementéw. Stad wynika, ze:

1 1/2 1 1 1
< — 1< = =5 1 1=-5- — 1<... <=5 H. 1 <
51_252—!- _2<353+>+ 353+2+ < _kSk+ k-1 <
1

SS*Sn"i_Hn—lSl_'_Hn—l
n

Ostatnia nieréwnos¢ wynika z obserwacji. Natomiast z dowolnosci wyboru m wynika teza
lematu. O

Interpretacja i wykorzystanie lematu Zastosowanie lematu w naszym przypadku wy-
maga odniesienia opisanego w nim procesu do akcji na kubetkach. Wartosci 1, 22, ...,y
oznaczaja przeskalowane krytycznosci kubetkéw. Wybér maksimum i jego wyzerowanie
to podzielenie (potaczenie) najbardziej krytycznego kubetka - ten ktory byl krytyczny
przestaje nim by¢, a takze te ktorych ta akcja dotyczyta (powstaly dwa nowe kubeltki)
nie stang si¢ krytyczne. Ustawienie ktérego$ a; na 1 oznacza, zwigkszenie krytycznosci w
j-tym kubelku.

My jednak akcje dzielienia najbardziej krytycznego kubetka (usuwania maksimum)
wykonujemy co k = clogn krokéw. Wiec mozemy sobie wyobrazi¢, ze zamiast doda-
wac Y a; = 1, gdzie rozmiar kazdego kubetka moglibysmy ograniczy¢ przez H,—1 + 1 =
O(logn), mozemy dodawa¢ k razy wiecej i w konsekwencji dosta¢ k razy wieksze ogra-
niczenie koticowe, ktore wynosi O(log? ).

3.3.2 Zarzadanie kubetkami

Kubetkami bedziemy zarzadza¢ w nastepujacy sposob. Co O(logn) operacji na strukturze
wybierzemy najbardziej krytyczny kubetek b i wykonamy na nim jedna z operacji:



e Split, gdy ¢(b) > 1,8. Dzielimy kubelek na dwa podobnej wielkosci i dodejmy
nowego reprezentanta,

e Transfer, gdy ¢(b) < 0,7 oraz sasiad b’ ma ¢(b') > 1. Wyréwnujemy wielkosci
kubetkow b i ¥/,

e Fuse, gdy ¢(b) < 0,7 i transfer nie jest mozliwy. Usuwamy kubetek b, a elementy
z niego przenosimy do sasiada b'.

Na krytycznosc kubetkéw maja wpltyw uaktualnie na strukturze. Jegli nie zmieniajg war-
toscl n, to do zapewnienia wtasciwe] wielkoéci kubetkéw wystarczy lemat. Natomiast w
przypadku wzrostu n potrzebne jest dodatkowe oszacowanie.

Popatrzmy o ile wzrasta krytycznosé jednego kubetka przy wzroscie nn o 1. Niech gy

oznacza przyrost w kubetku b.

dp(b,ﬁ) c
< K
5b dn n (3)

gdzie c jest pewna stala. Caly przyrost wyraza sie wzorem:
1
0y < =0 4
> ows Y (io73) g

b - kubetlek b - kubetek
Pomiedzy przebalansowaniami warto$¢ n moze wzrosna¢ co najwyzej O(logn) razy. Za-
tem catkowity przyrost wyniesie co najwyzej O(log=!#). Stosujac lemat, widzimy, ze
gorne ograniczenie na krytycznosé dowolnego kubetka to kH; 1 + O(1), a to pozwala
na dobranie odpowiedniej (stalej) liczby operacji procesu przyrostowego uaktualniania
wykonywanych przy kazdej operacji na strukturze.

>a

n

> a
—
o
0

3.3.3 Struktura wewnetrzna

Kazdy kubetek reprezentujemy jako drzewo o wysokosci 3 o wspotczynniku rozgatezienia
8= 9(log2/3 n). Przy uaktualnieniach bedziemy dba¢, aby ten wspotczynnik znajdowat
sie pomiedzy 5/2 a 23. W tym celu zezwalamy na to, aby wierzchotki mogty posiadaé do-
datkowy wierzchotek (tak jak na rysunku 3). Reguty balansowania sg doktadniej opisane
w oryginalnej pracy [1] - tutaj podamy wytacznie krotki ich opis.

Przy dodawaniu elementu, gdy r ma wiecej niz 25 dzieci, tworzony jest dodatkowy
wierzchotek s podlaczony wylacznie do r (nie do p). Z kolei przy usuwaniu, gdy mamy
mniej niz /2 dzieci, probujemy zabraé dzieci sasiadowi, a jesli jest to niemozliwe to
sami podczepiamy sie jako dodatkowy wierzchotek. Balansowanie ma na celu zachowanie-
nie odpowiedniego wspolczynika rozgaltezienia (5 oraz nieréwnosci nchild(s) < nchild(r),
ktora moéwi, ze r ma wiecej dzieci niz s.

Konieczne sa dodatkowe operacje, aby nieréwnodci pozostawaly spelnione. Operacje
na kubetku moga zaburzy¢ te nieréwnosci o O(1), o ile nie zmieniaja wartosci n. 7Z
kolei zmiana 7 moze spowodowaé zaburzenia we wszystkich kubetkach. Aby je naprawic,
uruchomiamy proces, ktory bedzie inkrementacyjnie przesuwaé wierzcholtki z s do r lub
na odwr6t. Naprawa pojedynczego wezta to koszt staty. Nim proces powréci do danego



Rysunek 3: Dodatkowy wierzchotek s w drzewie reprezentujacym kubetek

wierzchotka to wartos¢ n moze zmienié¢ si¢ maksymalnie o czynnik 1+ o(1) (wynika to z
tego, ze log?/3(2n) — log?3 A < ¢, poniewaz lims_,o0 log?3(27) — log?/3 7 = 0).

Ponadto kazdy wewnetrzny wierzcholek drzewa przechowuje zbiér S maksymalnych
elementéw swoich poddrzew za pomoca:

e tablicy A[l..k] przechowujaca wskazniki na elementy

e tablicy Perm][l..k] reprezentujaca permutacje elementow z A

0 Ali] = null

remi= {|{key(A[j]) 3 < i Ay (ALJ) < key(AUY wop.

e podwojnie wigzanej listy L, na ktorej beda w istocie przechowywane elementy (po-
nadto kazdy element wie jaki jest jego indeks w tablicy A)

Na zbiorze S bedziemy wykonywaé operacje wstawiania i usuwania. Chcemy, aby kazda
z nich dziatala w czasie staltym. Ponizej znajduje sie opis ich realizacji.

e Insert - dodawanie elemenentu do zbioru maksiméw wyglada w nastepujacy spo-
sob:
1. Ustalamy j, takie ze A[j] wskazuje na klucz, za ktérym bedzie wstawiony
nowy element,
2. Dotaczamy element do listy,
3. Ustawiamy A[|S| + 1], zeby wskazywalo na ten element,

4. Uaktualniamy Perm



e Delete - usuwanie elementu ze zbioru maksiméow:

1. Ustalamy j, takie ze A[j] wskazuje na klucz do usuniecia,
Zamieniamy A[j] z A[|S]],
Ustawiamy A[|S|] na null,

Usuwamy element z listy,

Ot W

Poprawiamy element wskazywany przez A[j|, zeby wskazywal na j (bo aktu-
alnie wzkazuje na |S5]),

6. Uaktualniamy Perm

Wstawianie i usuwanie bardzo atwo zrealizowa¢ w czasie O(|S|). My chcemy jednak
przyspieszy¢ te operacje. Zauwazamy, ze do zapisania w pamieci tablicy Perm potrze-
bujemy |S| - [log |S|] bitow (poniewaz w Perm znajduja sie liczby z {0,...,|S|}, a do
zapisu kazdej z nich wystarczy nam log|S| bitow).

Pokazemy, ze ta potrafimy Perm trzymaé¢ w pojedynczym stowie maszynowym. Mak-
symalny rozmiar zbioru maksiméw S to 210g2/ 3 7. Oczywiscie 7 nie przekroczy mak-
symalnego rozmiaru struktury M. Zatem |S| < 21og?3n < 2log?? M. Udowodnimy

jpier nierownose ‘S’ < log)lgf)]g\/[]\{'
log M
S| <21 2/3 M< —S7 5

2loglog M < log"/® M = /log M

Dla odpowiednio duzych wartosci M ta nieréwnosc¢ zachodzi. Intuicyjnie funkcja /- rosnie
szybciej niz log. Pokazemy teraz, korzystajac z nierownosci 5, ze |S| - [log|S|] < log M.

log M log M log M
1 < -1 =
S| - [log |S|] < log log M 08 loglog M loglog M

. <log log M — log(?’) M) <logM
(6)

Dzieki temu mozemy wykorzystaé kilka funkcji pomocniczych i stablicowaé ich wyniki,
a w czasie operacji na strukturze jedynie pobieraé¢ z tablicy ich wynik.

e GetRank(Perm,i) - zwraca pozycje ma element i-ty w zbiorze S w porzadku ro-
snacym,

e GetIndex(Perm,i) - zwraca indeks w tablicy A elementy, ktory znajduje sie na
i-tej pozycji w zbiorze S w porzadku rosnacym,

e UpdatePerm(Perm, rank,operation) - uaktualnia tablice Perm, operation moéwi
czy dodajemy, czy usuwamy element, a rank wskazuje ten element

Nalezy jeszcze sprawdzié¢ czy te tablice nie zajma za duzo miejsca. Przyktadowo dla
funkeji UpdatePerm mozliwych réznych wartosci argumentow jest 2| S| - 2151Mg 1S Poka-
zemy teraz, ze jest to O(M). Korzystamy z udowodnionej nieréwnosci 5, ktéra ogranicza



rozmiar S. Najpierw przeksztatcamy 2|8 - 2!5IMoglSIT do postaci 2|S|15H1. Dowodzimy
nierownosci w notacji O, dlatego mozemy pomingé statyg 2. Ostatecznie pokazywaé be-
dziemy, ze dla ¢ < 1 zachodzi:

|S||S\+1 — M€
(|S|+1)log|S| = ¢-log M

Druga réwnoé¢ powstaje w wyniki zlogarytmowania pierwszej. Po wstawieniu oszacowa-
nia 5 mamy:

< log M

log M
+ 1 |-(loglog M—1log® M) = log M+ |loglog M — log® M - o088 +1
loglog M

loglog M

Wystarczy teraz pokazaé, ze skladnik w nawiasie kwadratowym jest ujemny. Wpro-
wadzmy najpierw oznaczenie x = loglog M, wtedy to co chcemy udowonié¢ przedstawia

sie nastepujaco:
22?
z <logx < + 1)
x

2?2 < logz(2° + )

Tutaj rowniez intuicyjnie wida¢, ze nieréwnos¢ zachodzi, poniewaz funkcja wyktadnicza
rosénie duzo szybciej niz kwadratowa.
Zatem mozliwe jest przygotowanie tablic wynikéw dla funkeji pomocniczych.

3.3.4 Wyszukiwanie

Wyszukiwanie wewngtrz kubetka rozpoczynamy od znalezienia LCA finger f i szukanego
klucza s. Jako, ze drzewo ma wysokos¢ réowna 3, mozemy to zrobi¢ w czasie statym.
Dalej szukamy odpowiedniego wezta w dot. Bez utraty ogolnosci zatdézmy, ze LCA f i
s jest najwyzszym wierzchotkiem (korzeniem). Oznaczmy przez di, da, ds, w ktorym
poddrzewie znajduje sie s, odpowiednio pierwszego, drugiego i trzeciego wierzchotka na
ciezce od korzenia do s. Przy tych oznaczeniach odleglosé d miedzy f a s wyraza sie
d=ds+ ds logQ/ Sh+dy log4/ 3 f. Asymptotycznie najwickszym sktadnikiem (wzgledem
n) jest di 10g;4/3 n. Znalezienie odpowiedniego poddrzewa w wierzchotku zajmuje czas
log d;, wykonujemy w tym celu wyszukiwanie wyktadnicze (patrz: 1.2.1) na tablicy A,
wykorzystujac funkcje GetIndex. W sumie koszt wyszukania to O(logd;) + O(logds) +
O(log ds) = O(log d1dads) < O(log(dy log*/? 1)), czyli O(log d).

3.4 Struktura na gérnym poziomie

W zakresie wyboru struktury na gérnym poziomie mamy dowolnosé¢, o ile zagwarantu-
jemy, ze uaktualnienia w niej beda wykonywane w czasie O(logn).

W tej notatce wybieramy (2,4)-drzewo. Charakteryzuje si¢ ono tym, ze wszystkie li-
scie znajduja sie na tej samej gltebokoéci. Kazdy wierzcholek wewnetrzny jest stopnia
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Rysunek 4: Przyktadowe (2,4)-drzewo z potaczeniami miedzy weztami na tym samym
poziomie

ABC) -~ E}--- @- fffff {1 T Kprmmns « (M} ---YO)—--- 4 ‘ . @} %)
‘*;héa....nmi@@ﬁaiéaakgk X o

2, 3 lub 4. Klucze przechowywane sa w lisciach, a wezly wewnetrzne zawierajg infor-
macje utatwiajaca wyszukiwanie. Przykladowe dzewo znajduje sie na rysunku 4. Warto
tu zauwazy¢, ze (2,4)-drzewa to prawie to samo, co B-drzewa rzedu 4. Doktadny opis
operacji na (2,4)-drzewach mozna znalez¢ w wielu zréodlach (np. w [5]), wiec zostanie tu
pominiety.

Dodatkowo taczymy wezly na tym samym poziomie miedzy soba. Wykorzystujemy do
tego liste dwukierunkowa. Na rysunku 4 te polaczenia sa zaznaczone liniami przerywa-
nymi. Ich zastosowanie pozwala na wyszukiwanie w czasie O(logd), a ich aktualizacja
nie zwieksza czasu uaktualnienienn w drzewie.

3.4.1 Wyszukiwanie

Do opisu wyszukiwania wykorzystamy rysunek 4. Zatézmy, ze mamy finger w miejscu x
oraz szukamy elementu y.

Wyszkiwanie rozpoczynamy od ustalenia czy poszukiwany element y jest wiekszy od «.
Bez straty ogélnosci zaktadamy, ze tak, wiec bedziemy poszukiwaé go w prawo. Nastepnie
idziemy od x w strone korzenia drzewa, az ustalimy, ze y znajduje sie w poddrzewie
aktualnie rozpatrywanego wezta v lub jego prawym sasiedzie v'. Wtedy rozpoczynamy
poszukiwanie w dol zar6wno od wierzcholka v jak i v'.

Pokazemy teraz, ze czas wyszukiwania to O(logd). Zauwazamy, ze robiac krok w gore,
pomijamy wyktadniczo duzo elementéw. Wynika to z tego, ze kazdy wezel wewnetrzny
ma co najmniej dwéch synéw, a licie sa na tym samym poziomie. Tak wiec element o
wysokosci h ma 2"~1 kluczy pod soba. Idac w gore, dodajemy do siebie kolejne potegi
dwéjki. Wiemy, ze robiac k krokéw do gbérym pominiemy Zle 2i=1 = 9k _ 1 zatem
skoro odlegtos¢ pomiedzy x a y wynosita d, to k = O(logd). Cale wyszukiwanie trwa
wiec O(k) = O(logd).

4 Zastosowania

FST maja swoje stasowowanie miedzy innymi w:

e operacjach na zbiorach
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e geometrii obliczeniowej:
— Three-dimensional layers of maxima

— Triangulating a simple polygon

e algorytmach tekstowych:
— Finding repeats with gaps

— Quasiperiodicities in strings
Zwykle uzywajac finger search tree mozemy zaoszczedzi¢ czynnik O(logn) w poréwnaniu
z drzewami BST.
4.1 taczenie zbioréw

Niech X, Y - zbiory, |X| = n, |Y| = m. Bez utraty ogolnosci n < m. Rozwazmy prosty
algorytm:

for x € X do
Y «YU{x}
end for

W przypadku przechowywania zbioréw X i Y za pomoca BST ztozonosé tego algo-
rytmu wynosi O(nlogm), n wstawieni kosztujacych po log m.

Korzystajac z FST, mozemy przesuwaé finger monotonicznie. Wtedy ztozono$é wynie-
sie Y i O(log d;). Kolejne wartosci d; oznaczaja o ile przesuwa si¢ finger przy wstawianiu
i-tego elementu, oczywiscie > " | = m.

Zn: O(logd;) = O (f:log di> <0 (n log %)
i=1 i=1

Oszacowanie to wynika wprost z nieréwnoéci Jensena zastosowanej dla logarytmu, ktory
jest funkcja wklesta.
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