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Streszczenie

LCA to problem odpowiadania na serie pyta« o najni»szy wspólny przodek dwóch wierz-
choªków w ukorzenionym drzewie. RMQ to problem w którym odpowiada si¦ na serie pyta«
o indeks minimalnego elementu w zadanym fragmencie tablicy. Praca zawiera przegl¡d algo-
rytmów dla obu problemów zaczynj¡c od najprostszych i najwolniejszych a» do algorytmów
optymalnych. Wszystkie opisane algorytmy s¡ analizowane zarówno je±li chodzi o zªo»ono±¢
czasow¡ jak i o pami¦ciow¡.

1 De�nicja problemu LCA

Niech K to korze« drzewa T. Zbiór przodków wierzchoªka A to zbiór wierzchoªków b¦d¡cych na
±cie»ce od A do K. W zapytaniu LCA(X,Y) chcemy znale¹¢ wierzchoªek który jest przodkiem
wierzchoªków X i Y. Je±li istnieje wiele wspólnych przodków chcemy znale¹¢ ten który jest na-
jbardziej oddalony od korzenia. Przykªadowy wynik zapytania:

�ródªo: [1]

Uwaga 1.1 Przodkowie 9 to: 9, 6, 3, 1

Przodkowie 12 to: 12, 10, 7, 3, 1

Wspólni przodkowie 9 i 12: 3,1

Najni»szy wspólny przodek: 3



1.1 Model zªo»ono±ci

Zªo»ono±¢ rozwi¡zania problemu to para < f(n), g(n) >. przy czym
f(n) - czas potrzebny na przygotowanie odwiedniej struktury danych
g(n) - czas odpowiedzi na pojedyncze zapytanie

1.2 Algorytm trywialny

W preprocessingu nale»y obliczy¢ dla ka»dego wierzchoªka w drzewie

• Odlegªo±¢ od korzenia

• Nast¦pny wierzchoªek na ±cie»ce do korzenia.

Poniewa» rozpatrywana struktura jest drzewem, wszystko mo»na wyliczy¢ poprzez odwiedzanie
dfsem wierzchoªków w kolejno±ci pre-order. Odpowied¹ na pytanie LCA(x, y) mo»na wyznaczy¢
poprzez znalezienie ±cie»ek z x i y do korzenia. Nast¦pnie wyznaczy¢ najbardziej oddalony wierz-
choªek od korzenia który le»y na obu ±cie»kach. Zªo»ono±¢ tego rozwi¡zania to < O(n), O(n) >.

2 De�nicja problemu RMQ

Zapytanie RMQT (x, y) jest zde�niowane jako indeks minimalnego elementu w tablicy T spo±ród
elementów o indeksach z przedziaªu [x, y]. FormalnieRMQT (x, y) = {res ∈ [x, y]|∀e ∈ [x, y] T [res] <=
T [e]}. Nale»y stworzy¢ strukture która przetworzy dan¡ tablice i b¦dzie w stanie szybko odpowiada¢
na pytania RMQ.

�ródªo: [1]

3 Równowa»no±¢ problemów LCA i RMQ

3.1 RMQ => LCA

Okazuje si¦, »e maj¡c algorytm rozwi¡zuj¡cy problem RMQ w czasie < f(n), g(n) > potra�my
rozwi¡za¢ LCA w czasie < f(2∗n)+O(n), g(2∗n)+O(1) >. Poni»ej opisuje metode konstrukcji
algorytmu rozwi¡zuj¡cego LCA korzystaj¡c z RMQ.
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�ródªo: [1]

Niech

• CE - kolejno±¢ odwiedzania wierzchoªków na cyklu eulera w drzewie.

• H[x] - wysoko±¢ wierzchoªka CE[x]

• R[x] - indeks pierwszego wyst¡pienia wierzchoªka x w tablicy CE.

Lemat: LCA = CE[RMQH(R[x], R[y])]. Dowód:

Element reprezentuj¡cy LCA znajdzie si¦ mi¦dzy indeksami R[x], R[y]

Ci¡g elementów pomi¦dzy indeksami R[x] i R[y] tworzy ±cie»ke pomi¦dzy wierzchoªkami x i y.
Z tego wynika, »e wszystkie wierzchoªki ze ±cie»ki R[x] -> R[y] znajduj¡ si¦ mi¦dzy indeksami
R[x] i R[y] w tablicy CE. Wobec tego znajduje si¦ tam te» LCA(x, y).

Zostanie wybrany wierzchoªek b¦d¡cy LCA

Element LCA(x, y) znajdzie si¦ mi¦dzy indeksami R[x], R[y] w tablicy CE. Z tego wynika, »e
je±li wierzchoªek b¦d¡cy LCA(x, y) nie zostaª wybrany to znaczy, »e w±ród elementów CE[R(x)..R(y)]
znajduje si¦ wierzchoªek maj¡cy ni»sz¡ wysoko±¢ ni» LCA(x, y). Z tego wynika, »e przed indek-
sem R[y], ±cie»ka opu±ciªa poddrzewo o korzeniu LCA(x, y). Wobec tego wierzchoªek y nie
znajduje si¦ w podrzewie o korzeniu LCA(x, y). Z tego wynika, »e LCA(x, y) nie jest przodkiem
y. Sprzeczno±¢.

3.2 LCA => RMQ

Umiemy zrobi¢ LCA, chcemy zrobi¢ RMQ. De�nicja CartesianTree:

• CartesianTree jest drzewem binarnym.

• Ka»dej liczbie w ci¡gu przypisany jest wierzchoªek.

• Do jednego wierzchoªka przypisany jest dokªadnie jeden element ci¡gu.

• Przej±cie drzewa w kolejno±ci in-order i wypisywanie kolejno odwiedzanych wierzchoªków
powoduje wypisanie oryginalnego ci¡gu.

• Warto±¢ ojca dla ka»dego wierzchoªka (o ile takiego posiada) jest mniejsza ni» warto±¢
rozpatrywanego wierzchoªka.

Lemat: RMQT (x, y) = LCACartesianTree(T )(x, y). Dowód jest prosty i mo»na go przeprowadzi¢
po indukcji drzewa.

CartesianTree da si¦ zbudowa¢ w czasie liniowym. Zostaªo to szczegóªowo opisane w [2].

4 Rozwi¡zania problemów LCA i RMQ

4.1 Algorytm <O(n), O(
√
n ) > rozwi¡zuj¡cy RMQ

Podzielmy tablice T o rozmiarze n na kawaªki o rozmiarze
√
n. Dla ka»dego kawaªka obliczmy

indeks minimalnego elementu spo±ród indeksów przykrytych przez dany kawaªek.
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�ródªo: [1]

Odpowied¹ na pojedyncze zapytanie skªada si¦ z 2 cz¦±ci:

• Iteracja po wszystkich kawaªkach i rozpatrzeniu minimów spo±ród kawaªków które w caªo±ci
zawieraj¡ si¦ w obszarze zapytania. Zªo»ono±¢ tej cz¦±ci to O(

√
n) poniewa» kawaªków jest√

n.

• Iteracja po wszystkich elementach kawaªków które cz¦±ciowo s¡ zawarte w obszarze zapy-
tania. Poniewa» takich kawaªków jest maksymalnie dwa, to zªo»no±¢ tej cz¦±ci to O(

√
n).

Zatem sumaryczna zªo»ono±¢ czasu potrzebnego na odpowiedzenie na pojedyncze pytanie to
O(
√
n).

4.2 Algorytm <O(n log n), O( 1 ) > rozwi¡zuj¡cy RMQ

Lepszym rozwi¡zaniem jest algorytm oparty o tablice minimów. W elemencie tablicy M[x][y]
pami¦tany jest indeks minimalnego elementu spo±ród elementów o indeksach z przedziaªu [x, x+
2y − 1].

�ródªo: [1]

Rozmiar tablicy T to O(n log n) poniewa» pierwszy wymiar zajmuje rozmiar n a drugi log n.
Obliczenie tablicy M mo»na wykona¢ w czasie O(n log n). Nale»y skorzysta¢ ze wzoru:

M [i][j] =

 M [i][j − 1] T [M [i][j − 1]] <= T [M [i+ 2j−1][j − 1]]

M [i+ 2j−1][j − 1] w przeciwnym przypadku

Iterowanie najpierw po drugim wymiarze a nastepnie po pierwszym, powoduje »e zawsze
b¦dziemy odwoªywa¢ si¦ do elementów wcze±niej ju» obliczonych.

Odpowied¹ na pojedyncze pytanie polega na rozpatrzeniu 2 obszarów, które caªkowicie przykryj¡
rozpatrywany fragment tablicy. Niech k = blog(y − x+ 1)c.

RMQT (x, y) =

 M [x][k] T [M [x][k]] <= T [M [y − 2k + 1][k]]

M [y − 2k + 1][k] w przeciwnym przypadku

Rozpatrywane 2 obszary tablicy pokrywaj¡ caªy rozpatrywany fragment tablicy wi¦c wynik
b¦dzie poprawny.
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4.3 Algorytm <O(n), O( 1 ) > do obliczania LCA

Niech

• CE - kolejno±¢ odwiedzania wierzchoªków na cyklu eulera po drzewie.

• H[x] - wysoko±¢ wierzchoªka CE[x]

• R[x] - indeks pierwszego wyst¡pienia wierzchoªka x w tablicy CE.

Zauwa»my »e kolejne elementy w tablicy H ró»ni¡ si¦ zawsze o 1. Niech ZH[x] = H[x] −
H[x− 1]. Podzielmy tablice ZH na kawaªki o rozmiarze logn

2
Idea obliczania wyniku jest nast¦puj¡ca:

RMQH(x, y) = min

 minimum z kawaªków które zawieraj¡ si¦ w obszarze zapytania

minimum z elementów dwóch kawaªków które s¡ cz¦±ciowo przykryte

Kawaªki caªkowicie zawieraj¡ce si¦ w obszarze zapytania

Niech ZH[i] = RMQH( i logn2 , (i+1) logn
2 − 1).

Rozmiar tablicy ZH to O( n
logn). Do obliczania RMQ w tablicy ZH mo»emy u»y¢ algorytmu

<O(n log n), O( 1 ) >. W takim wypadku zªo»ono±¢ preprocessingu wyniesie O( n
logn log n) =

O(n). Czas odpowiedzi na pytanie pozostanie O(1).

Kawaªki cz¦±ciowo pokryte przez obszar zapytania

Poniewa» kawaªek jest reprezentowany przez logn
2 bitów, mo»na stablicowa¢ wyniki dla wszystkich

mo»liwych kawaªków. Zªo»ono±¢ tej operacji to O(2
logn
2 ∗ logn2

2
) = O(

√
n logn

2

2
) co w szczególno±ci

jest O(n).

Podsumowuj¡c preprocesing zaj¡ª czas liniowy, a odpowiadanie na zapytania w obu przy-
padkach zajmuje czas staªy czyli udaªo si¦ osi¡gn¡c optymalny algorytm dla LCA i RMQ czyli
<O(n), O( 1 ) >.
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