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Streszczenie

LCA to problem odpowiadania na serie pytan o najnizszy wspolny przodek dwoch wierz-
chotkéw w ukorzenionym drzewie. RMQ to problem w ktérym odpowiada sie na serie pytan
o indeks minimalnego elementu w zadanym fragmencie tablicy. Praca zawiera przeglad algo-
rytmoéw dla obu probleméw zaczynjac od najprostszych i najwolniejszych az do algorytméow
optymalnych. Wszystkie opisane algorytmy sa analizowane zardéwno jesli chodzi o ztozonosé
czasow jak i o pamieciowa.

1 Definicja problemu LCA

Niech K to korzen drzewa T. Zbiér przodkéw wierzchotka A to zbior wierzchotkéw bedacych na
ciezce od A do K. W zapytaniu LCA(X,Y) chcemy znalezé¢ wierzchotek ktory jest przodkiem
wierzchotkéw X 1 Y. Jedli istnieje wiele wspoélnych przodkéw chcemy znalezé ten ktoéry jest na-
jbardziej oddalony od korzenia. Przykladowy wynik zapytania:
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LCALE 13)=3

Zrodto: [1]

UWAGA 1.1 Przodkowie 9 to: 9, 6, 3, 1
Przodkowie 12 to: 12, 10, 7, 3, 1
Wspdlni przodkowie 9 ¢ 12: 3,1
Nagnizszy wspdlny przodek: 3



1.1 Model zlozonosci

Ztozonos¢ rozwiazania problemu to para < f(n),g(n) >. przy czym
f(n) - czas potrzebny na przygotowanie odwiedniej struktury danych
g(n) - czas odpowiedzi na pojedyncze zapytanie

1.2 Algorytm trywialny
W preprocessingu nalezy obliczyé¢ dla kazdego wierzchotka w drzewie

e QOdlegltos¢ od korzenia

e Nastepny wierzcholek na sciezce do korzenia.

Poniewaz rozpatrywana struktura jest drzewem, wszystko mozna wyliczyé¢ poprzez odwiedzanie
dfsem wierzchotkéw w kolejnosci pre-order. OdpowiedZ na pytanie LC A(z,y) mozna wyznaczy¢
poprzez znalezienie $ciezek z x i y do korzenia. Nastepnie wyznaczy¢é najbardziej oddalony wierz-
chotek od korzenia ktory lezy na obu sciezkach. Ztozonosé tego rozwiazania to < O(n),O(n) >.

2 Definicja problemu RMQ

Zapytanie RMQr(z,y) jest zdefiniowane jako indeks minimalnego elementu w tablicy T' sposrod
elementow o indeksach z przedziatu [z, y]. Formalnie RMQr(z,y) = {res € [z,y]|Ve € [z,y] Tlres|] <=
Tle]}. Nalezy stworzy¢ strukture ktora przetworzy dana tablice i bedzie w stanie szybko odpowiadac

na pytania RMQ.
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Zrodto: [1]

3 Roéwnowazno$é probleméw LCA i RMQ

3.1 RMQ => LCA

Okazuje si¢, ze majac algorytm rozwiazujacy problem RMQ w czasie < f(n), g(n) > potrafimy
rozwigza¢ LC A w czasie < f(2xn)+0(n),g(2xn)+O(1) >. Ponizej opisuje metode konstrukeji
algorytmu rozwiazujacego LC' A korzystajac z RM Q).

level

LCAL(8,12)=2



Zrodto: [1]
Niech
e C'E - kolejnosé¢ odwiedzania wierzchotkéw na cyklu eulera w drzewie.
o H[z] - wysokos¢ wierzchotka CE|x]
e R[z] - indeks pierwszego wystapienia wierzchotka = w tablicy CE.

Lemat: LCA = CE[RMQu(R[z], R[y])]. Dowod:

Element reprezentujacy LCA znajdzie sie miedzy indeksami R[z], R[y]

Ciag elementow pomiedzy indeksami R[x] i Rly] tworzy sciezke pomiedzy wierzchotkami z i y.
Z tego wynika, ze wszystkie wierzcholki ze sciezki R[z| -> R[y| znajduja sie miedzy indeksami
R[z] i R[y] w tablicy CE. Wobec tego znajduje sie tam tez LC A(z,y).

Zostanie wybrany wierzcholek bedacy LCA

Element LC' A(x,y) znajdzie sie miedzy indeksami R[z], R[y| w tablicy CE. Z tego wynika, ze
jesli wierzcholek bedacy LC A(x, y) nie zostal wybrany to znaczy, ze wérod elementow CE[R(x)..R(y)]
znajduje sie wierzchotek majacy nizsza wysokosé niz LC' A(x,y). Z tego wynika, ze przed indek-
sem R[y|, Sciezka opuscita poddrzewo o korzeniu LC'A(x,y). Wobec tego wierzchotek y nie
znajduje sie w podrzewie o korzeniu LC'A(z,y). Z tego wynika, ze LC A(x,y) nie jest przodkiem

y. Sprzecznosé.

3.2 LCA => RMQ
Umiemy zrobi¢ LC A, chcemy zrobi¢ RM Q. Definicja CartesianTree:

e CartesianTree jest drzewem binarnym.
e Kazdej liczbie w ciagu przypisany jest wierzchotek.
e Do jednego wierzchotka przypisany jest doktadnie jeden element ciagu.

e Przejscie drzewa w kolejnoéci in-order i wypisywanie kolejno odwiedzanych wierzchotkéw
powoduje wypisanie oryginalnego ciagu.

e Wartos¢ ojca dla kazdego wierzcholtka (o ile takiego posiada) jest mniejsza niz wartosé
rozpatrywanego wierzchotka.

Lemat: RMQr(7,y) = LCAcqriesiantree(T)(T,y). Dowdd jest prosty i mozna go przeprowadzic
po indukcji drzewa.
CartesianTree da sie zbudowaé¢ w czasie liniowym. Zostalo to szczegétowo opisane w [2].

4 Rozwigzania probleméw LCA i RMQ

4.1 Algorytm <O(n), O( /n ) > rozwiazujacy RMQ

Podzielmy tablice T o rozmiarze n na kawalki o rozmiarze \/n. Dla kazdego kawatka obliczmy
indeks minimalnego elementu sposrdd indekséw przykrytych przez dany kawatek.



RMO,2.7) =3

A0 AT | ALRD | AL | A | AR [ AST | AFD | AE] | A
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T " M ~y 1_1*

M[0] = 0 M[1] =3 M2]=8  M[@3]=9

Zrodto: [1]
Odpowiedz na pojedyncze zapytanie sktada sie z 2 czesci:

e Iteracja po wszystkich kawatkach i rozpatrzeniu miniméw sposrod kawatkéw ktére w catosei
zawieraja sie w obszarze zapytania. Ztozonosé tej czesci to O(y/n) poniewaz kawaltkow jest

Jn.

e Iteracja po wszystkich elementach kawatkow ktore czedciowo sa zawarte w obszarze zapy-
tania. Poniewaz takich kawaltkow jest maksymalnie dwa, to zloznosé tej czesci to O(y/n).

Zatem sumaryczna ztozonosé czasu potrzebnego na odpowiedzenie na pojedyncze pytanie to

O(v/n).

4.2 Algorytm <O(nlogn), O( 1) > rozwiazujacy RMQ

Lepszym rozwiazaniem jest algorytm oparty o tablice miniméw. W elemencie tablicy M[x]|[y]
pamietany jest indeks minimalnego elementu sposrod elementéw o indeksach z przedziatu [z, z +
2 — 1].

AOL | AND | ARD | AP | A | AR [ A | AT [ A[E | AF]

M[1][0] =1
M[T][1] = 2
~
M[1][2] = 3
Zrodto: [1]

Rozmiar tablicy T to O(nlogn) poniewaz pierwszy wymiar zajmuje rozmiar n a drugi logn.

Obliczenie tablicy M mozna wykona¢ w czasie O(nlogn). Nalezy skorzystac¢ ze wzoru:
Mi][j — 1] T[M[i][j — 1] <= T[M[i + 277 ][j — 1]]
MTi+ 27715 — 1] w przeciwnym przypadku

MIi][j] = {

Iterowanie najpierw po drugim wymiarze a nastepnie po pierwszym, powoduje ze zawsze
bedziemy odwolywacé sie do elementéw wcezesniej juz obliczonych.

Odpowiedz na pojedyncze pytanie polega na rozpatrzeniu 2 obszaréw, ktoére catkowicie przykryja
rozpatrywany fragment tablicy. Niech k = |log(y —x +1)].

M [x][K] T[M[z][k]] <= T[M[y — 2* + 1][K]]
RMQT(‘T? y) = .
My — 2F 4 1][k] w przeciwnym przypadku
Rozpatrywane 2 obszary tablicy pokrywaja caly rozpatrywany fragment tablicy wiec wynik
bedzie poprawny.



4.3 Algorytm <O(n), O( 1) > do obliczania LCA
Niech

e C'E - kolejnosé odwiedzania wierzchotkdéw na cyklu eulera po drzewie.
e Hz| - wysokos¢ wierzchotka CE|x]
e Rz] - indeks pierwszego wystapienia wierzchotka = w tablicy CE.

Zauwazmy ze kolejne elementy w tablicy H réznia sie zawsze o 1. Niech ZH[x] = H|z| —
H[z — 1]. Podzielmy tablice ZH na kawalki o rozmiarze 10%"
Idea obliczania wyniku jest nastepujaca:

] minimum z kawatkéw ktore zawieraja sie w obszarze zapytania
RMQpy(z,y) = min

minimum z elementéw dwédch kawaltkow ktore sg czesciowo przykryte

Kawalki catkowicie zawierajace sie w obszarze zapytania

Niech ZH[i] = RMQp (1ogn, (tlloan _ 1)

Rozmiar tablicy ZH to O(5s,;). Do obliczania RMQ w tablicy ZH mozemy uzy¢ algorytmu
<O(nlogn), O( 1) >. W takim wypadku zlozonos¢ preprocessingu wyniesie O(%log n) =

O(n). Czas odpowiedzi na pytanie pozostanie O(1).

Kawalki czesciowo pokryte przez obszar zapytania

Poniewaz kawalek jest reprezentowany przez 10% bitéw, mozna stablicowa¢ wyniki dla wszystkich
logn

2 2
mozliwych kawatkow. Zlozonos¢ tej operacji to O(272 10% )= O(\/ﬁlo% ) co w szczegolnoscei
jest O(n).

Podsumowujac preprocesing zajal czas liniowy, a odpowiadanie na zapytania w obu przy-
padkach zajmuje czas staty czyli udato sie osiagnac optymalny algorytm dla LCA i RMQ czyli
<0(n), O( 1) >.
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