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1 Wprowadzenie

1.1 Hierarchia pamieci

Podstawowym aspektem kazdego algorytmu jest jaki§ wewnetrzny stan, ktory w rzeczywistym programie
komputerowym reprezentowany jest przez rejestry procesora, pamie¢ RAM i, w niektorych przypadkach,
jakas forme pamieci zewnetrznej. Koszt dostepu do kazdego z tych rodzajow pamieci sktada sie z dwoch
komponentow: opdznienia (latency, round-trip time) i przepustowosci (bandwidth).
koszt dostepu do pamieci = opdznienie + M (1)
przepustowosc
Przepustowos¢ mozna zwieksza¢ stosujac odpowiednia szeroko$é magistrali ale opdznienie jest twardo zwia-
zane z uzyta technologia i z dolu ograniczone przez prawa fizyki — im wicksza pamieé¢ tym jest fizycznie
wieksza a informacja nie moze podrézowac szybciej niz $wiatto.

Dlatego jedynym sposobem na dalsze zmniejszanie §redniego kosztu dostepu do pamieci jest pozyskiwa-
nie danych w wigkszych porcjach (czynnik "ilo§¢ danych"we wzorze powyzej) oraz przechowywanie czesto
wymaganych danych w pamieci o mniejszym op6znieniu. We wspotczesnych komputerach istnieje cata hie-
rarchia wielu (np. 5,7) pamieci podrecznych, w ktoérych szybsza ale mniejsza pamie¢ przechowuje czesto
pozyskiwane bloki z wickszej, wolniejsze;j.

Patrzac na program bardzo trudno zgadnaé¢ w jaki sposéb bedzie sie zachowywal na takiej architekturze
i co bedzie w pamieci podrecznej na poszczegolnych etapach wykonania programu. Chcieliby$émy mieé na-
rzedzie w postaci teoretycznego modelu, ktory umozliwialby analizowanie wydajnosci algorytméw i w miare
wiernie bratl pod uwage wielopoziomowe pamieci podreczne ale jednoczesnie nie bytby tak skomplikowany
jak ich rzeczywista, sprzetowa implementacja.

1.2 Model cache-oblivious

Maszyna w modelu cache-oblivious interpretuje takie same programy jak maszyna RAM ale posiada pamieé¢
dwoch rodzajow: szybka pamieé¢ podreczna rozmiaru M i dowolnie duza pamieé¢ gltowna (podobnie jak w
modelu RAM). Obie pamieci podzielone sg na bloki rozmiaru B.

W momencie gdy program zada dostepu do pewnej komoérki pamieci nastepuje jedna z trzech akcji:

1. Blok zawierajacy zadana komorke znajduje si¢ w pamieci podrecznej — zwracana jest przechowywana
wartosé, nie nastepuje dostep do pamieci gtdéwne;j.

2. Blok zawierajacy zadana komorke nie znajduje sie w pamieci podrecznej; w pamieci podrecznej jest
wolne miejsce na przynajmniej jeden blok — caly blok sprowadzany jest do cache’a.

3. Blok zawierajacy zadana komoérke nie znajduje sie w pamieci podrecznej; w pamieci podrecznej nie ma
zadnego wolnego miejsca — sprowadzany jest calty blok i umieszczany w miejsce bloku, ktory zostanie
uzyty najpézniej w przysztosci.



Zauwazmy, ze taka maszyna nie jest mozliwa do zaimplementowania ze wzgledu na to, ze algorytm wyboru
blokéw do usuniecia z cache’a jest offline. Istnieja stosunkowo proste strategie online (np. LRU, FIFO), ktore
przy rozsadnych zalozeniach sa gorsze od optymalnej jedynie o niewielki staly wspotczynnik [6]. Stosowanie
rzeczywistych strategii w modelu bardzo skomplikowaloby analize i uczynitoby ja zalezna od implementacji.

Podstawowa, miara ztozonosci algorytmoéw bedzie dla nas teraz ilo$¢ transferéw z pamieci gléwnej do
podrecznej: MT(N) = MTp p(N). Nasz model bedzie bral pod uwage zysk zwiazany z korzystaniem z
niedawno odwiedzanych komorek pamieci (temporal locality) 1 umieszczaniem wspdlnie wykorzystywanych
danych obok siebie w pamieci (spatial locality).

Wymagamy by algorytm nie wykorzystywal parametrow B i M. W ten sposob klasa programéw dla
maszyny RAM i cache-oblivious jest doktadnie taka sama i nasz model ma znaczenie tylko przy analizie.
Istnieje wynik teoretyczny moéwiacy, ze wydajny algorytm w cache-oblivious bedzie wydajny dla szerokiej
klasy modeli z dowolna liczba pozioméw pamieci podrecznej [6].

1.3 Slowniki w modelu cache-oblivious

Opisane tutaj struktury znane sa jako cache-oblivious B-tree i zostaly zaczerpniete z [3]. Zaréwno statyczny
jak i dynamiczny stownik umozliwia wyszukiwanie w O(logg N) w pesymistycznym przypadku a operacje
modyfikujgce dynamiczny stownik kosztuja O(logg N + 1g? N/B) w sensie zamortyzowanym.

Warto zauwazy¢, ze dolne ograniczenie na sortowanie przy uzyciu poréwnari w modelu pamieci zewnetrz-
nej to 9(% 11251; AA;)[l] wiec zastosowanie serii wstawienn do opisanego stownika nie prowadzi do optymalnego
algorytmu sortowania.

Znane sa rézne alternatywy dla opisanych struktur, m.in.:

e COLA (Cache-Oblivious Lookahead Array [4]) umozliwia wyszukiwanie w O(lg N) ale optymalne wsta-
wianie w O((lg N)/B) w senise zamortyzowanym.

e Drzewa wykladnicze [2] sa koncepcyjnie prostsze i umozliwiaja wykonywanie wszystkich podstawowych
operacji w O(logg N) w najgorszym wypadku (nie-zamortyzowane).

e Shuttle Tree [4] pozwala na optymalne wyszukiwanie w O(logz N) 1 wstawianie w zastraszajacym:

0 logg N n logZ N
B©O(1/(loglog B)?) B

To jest asymptotycznie szybciej od przedstawionej tutaj struktury o ile jest taka stata c, ze:

B < (IOgN)1+c/logloglog2N

2 Statyczny stownik

2.1 Zlozono$é przeszukiwania binarnego

Najprostsza strukturg realizujaca statyczny stownik jest posortowana tablica, w ktorej wyszukujemy elementy
binarnie. Okazuje sie, ze w modelu cache-oblivious taka struktura nie jest asymptotycznie optymalna.

Wyszukujac binarnie w tablicy rozmiaru N wykonamy O (lg N) zej$¢ rekurencyjnych, z ktorych pierwszych
O(lg N — lg B) bedzie wymagalo sprowadzenia calego $wiezego bloku z pamieci a ostatnie O(lg B) bedzie
operowa¢ tylko i wylacznie na jednym bloku. Zatem liczba dostepéw do pamieci jest rzedu O(lg N —1g B) =
O(lg %) To o wiele gorzej od dolnego ograniczenia na pesymistyczny czas pojedynczego wyszukiwania, ktore
wynosi O(logg N).

Zauwazmy, ze gdy w trakcie wyszukiwania binarnego sprowadzamy do pamieci podrecznej caly blok z
powodu pewnego elementu, ktorego klucz chcemy sprawdzi¢, dostajemy za darmo sporo sasiednich elemen-
tow. Jednak ze wzgledu na nature algorytmu te elementy w wiekszos$ci wypadkéw nie beda nigdy potrzebne,
a nawet jesli beda to w dosé odleglej przyszlosci. Potrzebny jest alternatywny sposéb rozmieszczania kluczy
w tablicy tak, by lokalnosé byta bardziej wykorzystywana.



2.2 Reprezentacja van Emde Boasa

Jednym ze sposobéw reprezentacji drzewa binarnego w postaci
tablicy jest wypisanie jego elementéw w kolejnosci inorder. W
przypadku pelnych drzew binarnych majac indeks pewnego we-
zla i 1 jego wysokos¢ w drzewie h (gdzie liscie sa na wysokosci
1 a warto$é h jest najwieksza dla korzenia) mozemy wyliczy¢
indeksy jego synéw za pomoca wzoru i + 272 [5].

Na posortowana tablice 2"~ elementéw mozna spojrzeé jak
na reprezentacje inorder pewnego drzewa BST. Wtedy przeszu- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
kiwanie binarne w tablicy doktadnie odpowiada wyszukiwaniu
w drzewie. Statyczny slownik skonstruujemy stosujac alterna-
tywna metode rozktadania weztow drzewa binarnego w tablicy & Q. @ A 65
zwang reprezentacjq van Emde Boasa.

Reprezentacja vEB jest okre$lona rekurencyjnie: Drzewo

bedace pojedynczym lisciem reprezentujemy jako tablice dlu- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

gosci 1 zawierajaca jego klucz. Drzewo T majace N wierz-

chotkéw rozcinamy horyzontalnie w potowie otrzymujac Ty — 0000000000000
drzewo zlozone z wierzchotkéw T o glebokodci nie wigkszej niz .
[h(T)/2] — oraz drzewa Tt ..., T} powstale z wierzcholkow o Rysunek 1: Sposob konstrukeji reprezenta-

wiekszej glebokosci. Reprezentacja drzewa T jest konkatenacja ¢ji van Emde Boasa.
reprezentacji drzew Ty, Ty, ..., T}.

Majac dane binarne drzewo wyszukiwari (nawet implicite w reprezentacji inorder) mozna tatwo skon-
struowa¢ reprezentacje vEB z definicji. Jesli razem z kluczem przechowywaé¢ bedziemy indeksy synow (i
ewentualnie ojca o ile zachodzi taka potrzeba) to przechodzenie po tak reprezentowanym drzewie jest bardzo
proste. W odroznieniu od reprezentacji inorder, indeksy synéw nie wyrazaja sie latwym wzorem ale [5]
pokazuje jak pozby¢ sie jawnie trzymanych indekséw stosujac pomocnicza tablice rozmiaru O(lg N).

2.3 Poziomy szczegdolowosci

Zalozmy, ze mamy tablice, ktora reprezentuje pewne drzewo binarne w reprezentacji vEB. Przypusémy chwi-
lowo, ze jest to drzewo o wysokosci 4, jak na rysunku 1. Mozemy wyobrazi¢ sobie jedno zejscie rekurencyjne
procedury konstruujacej drzewo i pomysle¢ o drzewie o wysokosci 2, w ktorym korzeniem jest trojkat 1 z
rysunku, a jego synami trojkaty 2, 3, 4 i 5. Jest to drzewo 4-arne, w ktérym kazdy wierzchotek ma w
$rodku pelne drzewo binarne wysokosci 2. Zauwazmy, ze drzewo przechowywane w kazdym wierzchotku jest
reprezentowane w postaci vEB w spojnym fragmencie tablicy.

I tak na kazda tablice reprezentujaca drzewo wysokosci h za pomoca vEB mozemy patrzeé¢ na réznych
poziomach szczegdlowosci:

Poziom 0: Drzewo zlozone z jednego wierzchotka zawierajacego drzewo binarne wysokosci h.

Poziom 1: Drzewo wysokosci 2 — korzeri i 2"/2 synow — w ktorym kazdy wierzcholek przechowuje drzewo
binarne wysokosci h/2.

Poziom 2: Drzewo wysokosci 4, w ktorym kazdy wierzchotek wewnetrzny ma 2"/4 synow a w wierzchotkach
przechowywane sa drzewa binarne wysokosci h/4.

Poziom i: Drzewo wysokosci 2¢, w ktorym kazdy wierzcholek wewnetrzny ma 2/ 2 synéw a w wierzchotkach
przechowywane sa drzewa binarne wysokosci h/2°.

Poziom Ig h: Drzewo wysokosci 28" = h, w ktorym kazdy wierzcholek wewnetrzny ma 2"/ 28" gh/h —
2 synéw a w wierzchotkach przechowywane sa drzewa binarne wysokosci h/h = 1. To odpowiada
oryginalnemu drzewu binarnemu.



Ogolniej, drzewo na poziomie i + 1 konstruujemy z drzewa na poziomie i wyobrazajac sobie kazde prze-
chowywane wewnatrz wierzchotka drzewo binarne na poziomie 1 i laczac tak otrzymane drzewa zgodnie z
krawedziami zewnetrznego drzewa.

Zauwazmy, ze na kazdym poziomie prawdziwe jest, ze drzewa przechowywane w weztach drzewa-drzew
reprezentowane sa przez spojny fragment tablicy. Mozna mysle¢ o tym tak, ze kazda tablica odpowiedniego
rozmiaru reprezentuje nam nie jedno, ale caly rodzine drzew o réznej arnosci. Jesli reprezentowane drzewo
binarne bylo drzewem BST to drzewo na poziomie i przypomina B-drzewo o arnosci 2"/2". Stad ta struktura
bywa czasem nazywana cache-oblivious B-tree.

2.4 Zlozonosé¢ wyszukiwania

Wyszukiwanie przeprowadzamy jak w normalnym drzewie BST, przechodzac Sciezka od korzenia do odpo-
wiedniego wezta. Wyobrazmy sobie dane drzewo o wysokosci h na poziomie szczegoltowosci d:

oo o)

Na tym poziomie kazdy wierzcholek przechowuje drzewo o 2/ 2' _ 1 wierzchotkach. Mozemy obliczyé, ze:

2h/2d 1 S 2h/(h/lg(B+1)) 1= 21g(B+1) —~1=2RB (3)

Wiec kazde takie drzewo miesci sie w jednym bloku pamieci. Nadrzedne drzewo na poziomie d ma wysokosé:
20 = 92.2471 < 9. 98/ 18(B+1) — 9p /19(B 4+ 1) € O(h/1g B) = O(lgz N) (4)

Przejscie $ciezka korzen-lis¢ w drzewie BST na najwyzszym poziomie szczegdtowosci odpowiada przejsciu
Sciezka w drzewie na poziomie d gdzie w kazdym odwiedzanym wierzchotku przechodzimy Sciezka korzen-lisé
przechowywanego tam drzewa binarnego. Poniewaz drzewa przechowywane w wierzchotkach maja rozmiar
mniejszy niz B, przejscie po takim pojedynczym drzewie wymaga maksymalnie dwoch dostepéw do pamieci
(dwoch a nie jednego bo tablica reprezentujaca drzewo moze lezeé na polaczeniu pomiedzy blokami). Zatem,
ze wzoru 4, cala wyszukiwanie wymaga nie wiecej niz O(lgz N) dostepéw do pamieci.

3 Dynamiczny stownik

3.1 Packed-memory structure

Packed-memory structure (znane tez jako problem Ordered File Maintenance) jest prosta struktura danych
przechowujaca ciag elementow w tablicy. Kazda komorka tablicy albo zawiera jakis element albo jest pu-
sta. Struktura gwarantuje, ze kazdy spojny podciag k przechowywanych elementéw miesci sie w spojnym
fragmencie tablicy rozmiaru O(k). Wstawianie i usuwanie elementow ze struktury moze wymagaé prostego
przeorganizowania pewnego fragmentu tablicy rozmiaru O(lg2 N) w sensie zamortyzowanym.

Oznacza to, ze w modelu cache-oblivious operacje Insert i Delete kosztuja O(IgQTN + 1) a operacja
Next zwracajaca indeks nastepnej niepustej komorki kosztuje O(%) (wszystkie koszty zamortyzowane), co
jest atrakcyjng alternatywa dla klasycznej listy z dowiazaniami. Dodatkows zaleta bywa mozliwosé prostego
sprawdzania w czasie stalym czy pewien element wystepuje przed innym w przechowywanym ciagu (w liscie
z dowiazaniami moze to wymagaé przejrzenia calej listy).

Szczegdly implementacji 1 analize tej struktury mozna znalezé np. w [3].

3.2 Konstrukcja dynamicznego stownika

Struktura bedzie przechowywac elementy jako posortowany ciag w packed-memory structure a w celu przy-
$pieszonego wyszukiwania bedzie utrzymywac specjalne statyczne drzewo wyszukiwan jako indeks do PMS-a.
Drzewo wyszukiwan bedzie przechowywane w reprezentacji van Emde Boasa.



Drzewo wyszukiwan bedzie pelnym drzewem binarnym, ktorego liscie odpowiadaja komoérkom w packed-
memory structure (niezaleznie czy te komorki przechowuja jakis element czy sa puste). Wezly wewnetrzne
drzewa przechowuja maksimum z kluczy swoich synéw ("pusty klucz"jest mniejszy od wszystkiego, tj. liczony
jak —o00).

Drzewo jest statyczne w sensie struktury ale wstawianie i usuwanie elementéw moze wymagaé¢ uaktual-
niania kluczy w weztach wewnetrznych tak, by niezmiennik pozostal spelniony.

3.2.1 Wyszukiwanie

Wyszukujemy schodzac rekurencyjnie w doét drzewa. Jesli wezel ma veP —
klucz pusty to cate poddrzewo nie zawiera elementéw i nie warto /ﬂ 4
schodzi¢ nizej. Przypusémy, ze pewien wezel wewnetrzny ma klucz 4 3]
B 1 posiada dwoch synéw o niepustych kluczach « i 5. Z niezmien- / \ 4
nika drzewa wiemy, ze wszystkie klucze w lewym poddrzewie sg nie 3 4 ]
wieksze niz « (a przynajmniej jeden z nich jest rowny «). Poniewaz N\ RN 1]
niepuste licie w drzewie sa posortowane rosnaco wiemy, ze wszyst- /1\ /3\ A K 11
kie elementy w prawym poddrzewie sa nie mniejsze niz . Zatem i 23 7 > =
szukany element x bedzie znajdowal sie w lewym poddrzewie jesli ]
r < a a w prawym poddrzewie w przeciwnym wypadku. | 1 | _| 2 | 3 | — | — | 4 | _ | 3

Wiemy, ze rozmiar packed-memory structure jest O(N) wiec sta- P e

tyczne drzewo-indeks ma O(N) wezlow. Jak ustaliliSmy w rozdziale
2.4 przejscie $ciezka od korzenia do liécia w drzewie binarnym repre-
zentowanym w vEB kosztuje O(logg N) dostepow do pamieci.

Rysunek 2: Przykladowa dynamiczna
struktura reprezentujaca zbioér kluczy
{1,2,3,4}.

3.3 Wstawianie 1 usuwanie

Operacje modyfikujace drzewo rozpoczynaja sie od znalezienia elementu do usuniecia badz miejsca do wsta-
wienia nowego elementy za pomocg operacji opisanej powyzej. Znajac indeks mozemy dokona¢ modyfikacji w
PMS co zaowocuje zmiang pewnego spojnego fragmentu tablicy rozmiaru k (gdzie k bedzie amortyzowaé sie
do O(Ig® N)). Nastepnie przechodzimy postorder cale poddrzewo zlozone z przodkéw lisci odpowiadajacych
zmodyfikowanym komérkom PMS-a, uaktualniajac klucze tak by przywrédcié odpowiedni niezmiennik.

Sprobujemy oszacowad ilos¢ transferéw z pamieci potrzebna na wykonanie tego przejscia postorder przez
O(logg N + %) Wyobrazmy sobie drzewo na poziomie szczegétowosci d takim jak zdefiniowano réwnoscig 2
w rozdziale 2.4. Podzielimy odwiedzana cze¢$¢ drzewa na trzy strefy:

Strefa A: Dwa najnizsze poziomy drzewa (liscie i ojcowie lisci).

Strefa B: Najnizszy wspolny przodek lici odpowiadajacych zmodyfikowanym elementom PMS-a wraz z
wszystkimi jego potomkami, ktérzy nie sg w strefie A.

Strefa C: Sciezka od korzenia do najnizszego wspolnego przodka rozpoczynajacego strefe B.

Podliczymy dostepy do pamieci wykonane w trakcie odwiedzania weztow z kazdej strefy osobno.

Wezly najnizszego poziomu beda odwiedzane tylko raz. Wezly nalezace do przedostatniego poziomu
beda odwiedzane przed i po kazdym odwiedzeniu wezta najnizszego poziomu. O ile M > 4 to po powrocie z
wezlta najnizszego poziomu jego ojciec bedzie wciaz w cache™u. Zatem w strefie A wykonamy O(%) dostepow
do pamieci.

Analizujac strefe B wyobrazmy sobie na chwile prawdziwe, binarne drzewo na najwyzszym poziomie
szczegoltowosci odpowiadajace tej strefie. Ma tyle lisci ile jest odwiedzanych wezléw na poziomie szczegdlo-
wosci d na gorze strefy A, tj. O(£). Drzewo binarne o O(%) lisciach ma nie wigcej niz O(%) wierzchotkow
wiec nawet zakladajac pesymistycznie, ze zmarnujemy dostep do pamieci na kazdy z nich nie przekraczamy
O(%).

Sciezka korzeni-LCA jest na pewno krotsza niz O(logg N) bo taka jest wysokosé calego drzewa na tym
poziomie szczegdlowosci wiec w strefie C placimy O(logg N).



Zatem w sumie zaplacimy O(logg N + %) 7 wlasnosci PMS-a wiemy, ze sktadnik O(%) amortyzuje sie

do O(IgQTN) wiec ostatecznie procedury modyfikujace drzewo kosztuja O(logg N + IgQTN) w sensie zamorty-
zowanym.
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