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1 Wstep

1.1 Kolejki priorytetowe

Kolejka priorytetowa nazywamy strukture danych stuzaca do przechowywa-
nia elementéw ze zbioru, na ktérym okreslona jest pewna relacja porzadku.

Na kolejce mozemy wykonywaé nastepujace operacje:
e insert — wstawienie elementu do kolejki,

e delete_min — wybranie i usunigcie z kolejki najmniejszego elementu.

Najprostsza implementacja kolejki priorytetowej wykorzystuje kopiec binarny,
osiagajac dla obu operacji zlozono$é¢ obliczeniowa O(logn) w modelu RAM.
Niestety, kopce nie byly projektowane z mysla o wspolczesnej architekturze
sprzetowej, w zwigzku z czym poszukiwane sg efektywniejsze struktury danych.

1.2 Model I/O

Dostep do danych w pamieci RAM jest operacja znacznie kosztowniejsza niz od-
czyt wiersza z cache procesora. Schodzac w doét hierarchii, mamy do czynienia z
co raz wolniejszymi pamieciami. Tymczasowo jednak zalozymy, ze dysponujemy
tylko pamiecia gtéwna i podreczna (cache).

Model I/0 narzuca na algorytmy nastepujace ograniczenia:
e pamieé jest podzielona na wiersze, kazdy o dlugosci B stéw,
e pamieé¢ podreczna ma okreslony rozmiar M stéw,

e operacje na danych wykonywane sa w miare mozliwoéci w cache,

jesli danych nie ma w pamieci podrecznej, zachodzi cache miss,

e cache miss skutkuje pobraniem catego bloku z pamiegci gtéwnej do cache.
Ztozonosé algorytmu w modelu I/0O mierzymy przez ilo$é cache miss. Mozemy

wciaz liczy¢ zltozonoéé obliczeniowa, lecz liczba wykonanych transferéw w pa-
mieci jest zwykle lepsza metryka.

Znane sa ograniczenia na zlozonosé¢ wielu algorytmow, z ktérych wyrézniamy:
e scan(N) = ©(%) — odczytanie N ciaglych elementéw,

e sort(N)=0(% logar/ &) — sortowanie N element6w.

Model I/O nie ogranicza nas do dwupoziomowej hierarchii pamieci — mozemy
ustalaé¢ dodatkowe poziomy o réznych parametrach, aby zblizy¢ sie do architek-
tury rzeczywistego sprzetu.



1.3 Model Cache-Oblivious

Mimo tego, ze kilkuwarstwowy model I/O doéé dobrze przedstawia dzisiejsza
architekture sprzetowa, jego zastosowanie przy konstruowaniu algorytmow jest
dos¢ niewygodne. Majac trzy warstwy pamieci podrecznej procesora, pamieé
RAM, dysk SSD (jako cache) i dysk magnetyczny, musimy uwzglednié interakcje
miedzy szeScioma warstwami pamieci o roznych parametrach.

Model Cache-Oblivious rozszerza model I/O o nastepujace ograniczenia:

e pamie¢ ma dwa poziomy — gltéwna oraz cache,

e cache jest w pelni asocjacyjny,

e tall cache assumption: rozmiar cache jest rzedu M = Q(B?) stéw,
e polisa wywlaszczania w cache jest optymalna (offline),

e algorytmy nie maja wiedzy o parametrach cache.

Wynika z tego, ze algorytm cache-oblivious pozostaje optymalny dla dowolnych
parametréw pamieci. Mniej oczywistym wnioskiem jest fakt, ze algorytm zacho-
wuje swojg optymalnosé dla wielopoziomowych hierarchii pamieci, co czyni go
atrakcyjnym narzedziem do projektowania algorytméw.

2 Podejscie pierwsze — Arge, Bender, Demaine

Pierwsza optymalna kolejke priorytetowa przedstawiono w 2002 roku w pracy
Cache-Oblivious Priority Queue and Graph Algorithm Applications autorstwa
L. Arge, M. Bendera, E. Demaine, B. Holland-Minkleya i I. Munro.

Wspierane przez nia operacje insert, delete i delete_min dzialaja ze zamorty-
zowang iloscia O(% log), /B &) transferéw z pamieci. Aby osiagnaé te granice,
wykorzystane zostaly znane algorytmy cache-oblivious, struktura buffer tree
czy schemat M /B-droznego laczenia list.

2.1 Struktura
2.1.1 Poziomy

Dane w kolejce przechowywane sa na ©(loglog N) poziomach o rozmiarach réw-
nych od N do wyznaczonej z gory statej c¢. Rozmiar poziomu odpowiada asymp-
totycznie liczbie elementéw, ktére moga byé¢ na nim przechowywane.

Poziom o numerze i od goéry ma rozmiar N/ Dla wygody poziomy ozna-
czamy rozmiarami, a nie indeksami. Zgodnie z przyjeta konwencja, idac od gory,
kolejne poziomy to: N, N2/3, N9 . . X3/2 X X2?/3 ... /2 oraz c.

Intuicyjnie, nizsze poziomy przechowuja mniejsze elementy. Operacje wykony-
wane sa, w miare mozliwosci, na najnizszych poziomach.
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Rysunek 1: Poziomy i bufory w kolejce priorytetowe;.

2.1.2 Bufory

Kazdy poziom posiada okre$lona liczbe buforéw, w ktérych przechowywane
sg elementy kolejki. Poziom X posiada jeden gérny bufor u* o rozmiarze X
oraz do X'/3 dolnych buforéw d{(, e d§1/3 przechowujace od %XQ/?’ do
2X?/3 elementéw. Wynika z tego, ze na poziomie X moze byé przechowywane

maksymalnie 3X elementéw. Mozna réwniez zauwazyé, ze gérny bufor uX ma

(z doktadnoscia do stalej) rozmiar dolnego bufora ax*".

2.1.3 Wtasnos$ci buforéw

Elementy w buforach musza spelnia¢ nastepujace niezmienniki:

Niezmiennik 1. Na poziomie X elementy sq posortowane miedzy buforams.

Scisle méwiac, elementy bufora d¥ maja klucze mniejsze niz elementy dfj_l.
Porzadek wewnatrz poszczegdlnych buforéow jest natomiast nieokreslony.

Niezmiennik 2. Elementy w buforach dX sq mniejsze niz w buforze u*.

Niezmiennik 3. Elementy w buforach dX sq mniejsze niz w buforach ax’.

Powyzsze wlasnoéci gwarantuja, ze idac w dot struktury bedziemy napotykaé
mniejsze elementy. Dodatkowo, zachowany jest porzadek pomiedzy dolnymi i
gérnymi buforami na danym poziomie. Nie istnieje jednak porzadek pomiedzy
elementami bufora uX a dolnymi buforami d* ? ha Wyzszym poziomie.

Intuicyjnie, elementy dolnych buforéw sa kandydatami do przeniesienia na niz-

szy poziom. Analogicznie, elementy z gérnego bufora maja szanse byé przenie-
sione wyzej. Najmniejszy element w kolejce znajduje sie w buforze df.



2.1.4 Uklad pamieci

Dane przechowywane sa w cigglym obszarze pamieci, zaczynajac od najnizszego
poziomu. Dane na kazdym poziomie zapisywane sa réwniez w sposob ciagly.
Poziom X rezerwuje miejsce na 3X elementéw — X na bufor uX oraz po 2X?/3 na
kazdy z X'/3 dolnych buforéw. Gérny bufor przechowywany jest pierwszy, dolne
bufory w dowolnej kolejnosci, lecz musza zostaé¢ zorganizowane w posortowana
liste taczona.

Lemat 1. Kolejka priorytetowa wykorzystuje pamied rzedu O(N).

Dowdd. Zgodnie z powyzszym opisem, rozmiar kolejki to:

log3/2 log. N

> 3NBA=0O(N)

i=0

2.2 Operacje

Wstawienie elementu do kolejki jest jednoznaczne ze wstawieniem go na najniz-
szy poziom, natomiast pobranie minimum sprowadza si¢ do usuniecia najmniej-
szego elementu z pierwszego dolnego bufora na poziomie c.

Gdy po operacji wstawienia bufory zostana przepelnione, nadmiar elementéw
nalezy ,przepchnaé” poziom wyzej. W przypadku operacji usuniecia minimum,
dolne bufory moga zawiera¢ zbyt malo elementéw, w zwiazku z czym beda
musialy zostaé zapelnione elementami z wyzszych poziomow.

Implementacja wymaganych do tego procedur zostala opisana w nastepnych
podrozdzialach.

2.2.1 Push

Operacja push wstawia wybrane X elementéw na poziom X3/2 z zachowaniem
niezmiennikéw opisanych w rozdziale 2.1.3.

Pierwszym krokiem algorytmu jest posortowanie listy X elementow. Sortowanie
mozemy wykonaé wykorzystujac optymalny algorytm cache-oblivious wykorzy-
stujacy O(1 + = logas/p ) trasferéw z pamieci.

Majac uporzadkowana liste wejSciowa, mozemy dotaczyé jej elementy do dolnych
buforéw dX*"”. Operacja laczenia polega na sekwencyjnym dodawaniu elemen-
téw do kolejno odwiedzanych buforéw. Do nastepnego bufora przechodzimy, gdy
wstawiany element jest wiekszy od piwota (najwiekszy element) obecnego bu-
fora. Elementy wieksze od piwota ostatniego dolnego bufora wstawiane sg do
bufora gérnego.

Przeskanowanie X posortowanych elementéw kosztuje O(1 + X/B) transferéw.
Dolaczajac elementy, moze zaistnie¢ potrzeba odwiedzenia kazdego z X1/2 bu-
foréw, nawet jesli nie zmieniamy ich zawartosci. Sumaryczny koszt dolaczania
nowych elementéw to O(X1/2 + ).



W trakcie wstawiania elementéw moga wystapic¢ trzy przypadki wymagajace
podjecia dodatkowych dziatan.

Przypadek 1. Bufor leS/2 zawiera 2X elementow.

Jesli bufor jest pelny, nalezy podzieli¢ go na dwie réwne czesci. Wpierw szukamy
mediany, co kosztuje O(1 + X/B) transferéw z pamieci. Nastepnie przenosimy
elementy do drugiego bufora liniowo przechodzac przez liste w pierwszym bufo-
rze (pamigtajac, ze elementy wewnatrz bufora nie musza by¢ uporzadkowane).

Calkowity koszt tej operacji to O(1 + X/B). Jako ze od ostatniego podziatu
bufora musialo zosta¢ do niego dodane X elementéw, zamortyzowany koszt
tej operacji to O(1/X +1/B).

Przypadek 2. Liczba buforéw przed podziatem to X1/2.

Zeby zwolnié¢ miejsce do podzialu, usuwamy ostatni dolny bufor, a jego elementy
(mniej niz 2X) przenosimy do bufora gérnego. Ponownie, mozemy wykonaé to
wykorzystujac O(1 + X/B) transferéw.

Przypadek 3. Bufor gérny ulega przepelnieniu.

W tym przypadku przenosimy wszystkie jego elementy (razem z nadmiarem)
poziom wyzej. Wykonujemy w tym celu rekurencyjnie operacje push. Zignoruj-
my na ten czas koszt tego wywotania.

Lemat 2. Koszt zamortyzowany operacji push to O(Xl/2 + % logys s %)

2.2.2 Pull

Operacja pull przenosi X najmniejszych elementéw z poziomu X3/2 w dél.

Przypadek 1. Dolne bufory zawierajg co najmniej %X elementow.

Bufory d{(?’/z’ d§3/2 i d?g/z zawieraja w sumie od %X do 6X elementow. Sortuje-
my ich zawarto$¢ i wybieramy X najmniejszych elementow. Pozostale elementy
(od %X do 5X) rozprowadzamy, w zaleznosci od ich liczby, do jednego, dwéch
lub trzech buforéw. Koszt konstrukeji nowych buforéw to O(1+4 X/B), co razem
z sortowaniem daje O(1 + % logar/ B %) transferéw w pamieci.

Przypadek 2. Dolne bufory zawierajq mniej niz %X elementow.

Aby wypelni¢ bufory, rekurencyjnie wykonujemy operacje pull otrzymujac po-
sortowana liste X3/2 nowych elementéw. Nie wiemy jednak, ktére z elementéw
powinny znalezé sie w géornym buforze, a ktére w dolnych.

Zatézmy, ze bufor uX " Jawiera U elementéw. Sortujemy jego zawarto$c¢ i taczy-
my liniowo z poprzednio otrzymang lista. Najwieksze U elementéw wstawiamy
ponownie do gérnego bufora, reszte (od X3/2 do X3/2 + %X ) rozprowadzamy
do dolnych buforéw. Zauwazmy, ze kolejne wywolanie rekurencyjne nastapi po
usunieciu kolejnych X3/2 elementéw.

Na koniec odnajdujemy i zwracamy minimalne X elementow tak, jak w pierw-
szym przypadku. Koszt dolaczania elementéw (jedno sortowanie i jedno skano-
wanie) jest zdominowany przez koszt rekurencyjnego wywolania.

Koszt operacji pull, ponownie ignorujac wywolanie rekurencyjne, to zamorty-
zowane O(1 + % log,, /B <) transferéw danych.



3 Funnel Heap — Brodal, Fagerberg

Ciekawsza strukture kolejki zaprezentowali G. S. Brodal i R. Fagerberg w pra-
cy Funnel Heap — A Cache Oblivious Priority Queue. Ich pomyst wykorzystuje
binary mergery, na ktérych bazuje Funnel Sort — optymalny algorytm sorto-
wania cache-oblivious.

3.1 Binary merger

Binary merger przyjmuje jako wejécie dwa strumienie posortowanych elemen-
tow i laczy je w jeden posortowany strumien wyjsciowy. Poczatki strumieni
przechowywane sg w osobnych buforach o ograniczonym rozmiarze. Bufor jest
zwykla tablicg elementéw, przy ktérej dodatkowo zapisujemy jej pojemno$cé oraz
wskazniki na pierwszy i ostatni element.

Binary mergery moga by¢ laczone w binary merge tree, w ktérym bufory
wyjéciowe jednych mergeréw moga byé wejSciem mergeréw na wyzszym po-
ziomie drzewa. LiScie zawieraja strumienie wejSciowe, ktére chcemy polaczyé,
wierzchotki wewnetrzne sa mergerami, a krawedzie buforami.

Wywotanie mergera jest procedura wypelniajaca w catosci jego bufor wyjscio-
wy. Jesli bufor wejéciowy jest pusty, rekurencyjnie zostaje wywolana procedura
wypelniajaca mergera, ktorego wyjsciem jest ten bufor. Jezeli oba bufory wej-
Sciowe zostaly opréznione, a na wyjéciu nie ma zadnych elementéw, oznaczamy
bufor réowniez jako oprézniony.

3.1.1 k-merger

Jedna z odmian merge tree jest k-merger. Ustalmy k = 2¢ dla pewnej liczby
dodatniej ¢. k-merger jest pelnym drzewem binarnym taczacym k strumieni
wejSciowych przy uzyciu k—1 binary mergeréw. Bufor wyjsciowy w jego korzeniu
ma rozmiar k3.

Rozmiary buforéw wyznaczane sa rekurencyjnie. Gornym drzewem nazywamy
poddrzewo zawierajace wszystkie wierzcholki z najwyzej [i/2] poziomu. Drzewa
zawierajace wierzcholki z pozioméw [i/2] 4+ 1 i wyzszych nazywamy drzewami
dolnymi. Bufory pomiedzy wierzchotkami z pozioméw [i/2] i [i/2] + 1 maja
pojemnoéé¢ [k3/2] elementéw.

Jak w wiekszosci struktur danych cache-oblivious, aby osiaggnaé efektywnosé
I/0, uklad k-mergera jest okreslony rekurencyjnie. Caly k-merger zajmuje cia-
gly obszar pamieci, wpierw przechowywane jest gérne drzewo, potem bufory
ze $rodka drzewa, a na koniec dolne drzewa. Uklad ten jest wykorzystywany
rekurencyjnie w drzewach o mniejszym rozmiarze.

Lemat 3. Wywolanie k-mergera wykorzystuje O(k + I%; logar/ B k3) transferéw.
Rozmiar k-mergera jest rzedu O(k?), nie liczge danych z wejscia i wyniku.
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Rysunek 2: 16-merger. Szary kolor przedstawia zapelniony obszar bufora.

3.2 Struktura kolejki

Funnel heap sktada si¢ z listy k-mergeréw, gdzie k ros$nie podwojnie wykladni-
czo. Pomiedzy k-mergerami znajduja sie bufory i binary mergery. Catosé zostata
przedstawiona na rys. 3.

Zdefiniujmy nastepujaco liczby k; oraz s;:

S1 = 8
ki = 2
Si+1 = Sl(kz + ].)
1/3
ki = [Tsi37]

gdzie [[z]] = 2Mes =l

Ogniwo i-te kolejki sktada sie z binary mergera v;, buforéw A; i B; oraz k;-
mergera K; z buforami wejsciowymi S 1, ..., Sik,. Wyjsciem v; jest bufor
A;, natomiast jego wejéciami bufory B; oraz A;yi. Bufor B; jest jednoczesnie
wyjéciem mergera K;. Rozmiar buforéw A; oraz B; to k3, natomiast S, ; ma
rozmiar s;. Elementy we wszystkich buforach sa posortowane.

Razem ze struktura i-tego ogniwa trzymamy licznik ¢;, poczatkowo rowny 1.
Jego wartos¢ oznacza, ze bufory S;,, ..., Si i, sa puste.

Kolejka posiada dodatkowo insertion buffer I o rozmiarze s;. Bufory prze-
chowywane sa w ciaglym fragmencie pamieci, wpierw bufor I, a nastepnie lista
ogniw wchodzacych w sklad kolejki. Kazde z nich sktada sie kolejno z buforéw
Aiy Biy Kiy Sits - oy ik,



Rysunek 3: Funnel heap.

Powyzej opisana lista tworzy drzewo binarne T', ktérego korzeniem jest vq, a
krawedzie sa posortowanymi listami elementéw kolejki. Drzewo jest posorto-
wane zgodnie z porzadkiem zachodzacym w kopcu — idac w strone¢ korzenia
napotykamy elementy w porzadku malejacym.

3.3 Operacje
3.3.1 delete_min

Aby usunaé najmniejszy element, sprawdzamy najpierw, czy bufor A; jest pusty.
Jesli tak, wywolujemy merger v, ktéry powoduje wypelnienie A;. Nastepnie
usuwamy i zwracamy minimum z buforéw A, oraz I.

3.3.2 insert

Nowy element wstawiamy najpierw do bufora I zachowujac w nim porzadek.
Jesli bufor nie jest pelny, koficzymy procedure wstawiania.

Gdy bufor I zostanie zapelniony, wykonujemy procedure zamiatania z parame-
trem 4, ktéry przyjmuje minimalng wartosé, dla ktérej ¢; < k;. Jej celem jest
przeniesienie zawartosci ogniw 1, ..., ¢ — 1 do bufora S; ;.

Pierwszym krokiem procedury jest zliczenie ilo$ci elementéw kazdego bufora
na $ciezce p z Ay do S;,. Nastepnie tworzone sa dwa posortowane strumienie
danych:

o1 — elementy buforéw na Sciezce z A; do S; ¢,

09 — elementy wszystkich buforéw z ogniw 1, ..., i — 1 oraz bufora I.



Strumien oy powstaje przez oznaczenie bufora A; jako wyczerpany i ciagle wy-
wolywanie procedury delete_min.

Strumienie o1 i 05 laczone sg w strumien o, ktérego elementy umieszczane sg w
kolejnych buforach na Sciezce p z zachowaniem ilosci elementéw sprzed momentu
wywotania procedury wstawiania. Pozostala czeéé o trafia do S; ;.

Na koniec dla j =1, 2, ..., ¢ — 1 przypisujemy c; = 1, a ¢; inkrementujemy.

3.4 Analiza poprawnosci

Poprawno$¢ delete_min wynika z porzadku ustalonego na drzewie mergeréw.
Musimy pokazaé wiec, ze procedura insert:

e zachowuje porzadek w drzewie,

e nie przepelnia bufora S; ., przy zamiataniu.

Po wykonaniu insert, elementy na Sciezce p sa najmniejszymi elementami ze stru-
mienia o, wiec nie sg wieksze od elementéw, ktore na niej byly przed wykona-
niem procedury. Wynika z tego, ze porzadek w drzewie jest zachowany.

Oznaczmy By, K; i bufory S;; jako dolna czes¢ ogniwa [. Za kazdym razem,
gdy licznik ¢; jest resetowany, dolna czes¢ [ jest oprozniania, wiec nie zawiera
wiecej elementéw niz zostato wstawione do buforéw .S; ; od ostatniego zerowania
licznika.

Mozemy udowodnié¢ indukcyjnie, ze podczas zamiatania z parametrem i, do
bufora S; ., wstawi jwyiej 51+ 3.\ kjs; = s; elementd
ufora S; ., wstawiono co najwyzej s, j=1kjs; = s; elementow.

3.5 Analiza kosztu

Chcemy udowodnié, ze koszt wedréwki elementu z bufora wejsciowego K; w gore
drzewa T to O(% logy s s;). Zakladamy, ze w pamieci podrecznej trzymane jest
mozliwie duzo malych ogniw kolejki. Optymalna polisa wymiany stron moze
przyczynié¢ si¢ jedynie do zmniejszenia ilosci operacji 1/0.
Oznaczmy przez A; ilo$¢ komérek pamieci zajmowang przez ogniwa 1, ..., i.
Zauwazmy, ze zachodzi 33/3 <k < 255/3, wiec bufory S; 1, ..., Sik, zajmuja
O(s;k;) = O(k}) komoérek pamieci, co dominuje rozmiar ogniwa i. Natomiast z
L L. 4/3 4/3 o . L e
nieréwnosci s;’” < s;41 < 3s;’” wynika, ze zaréwno s; jak i k; rosng podwéjnie
wyktadniczo wzgledem i. Na podstawie tych dwéch spostrzezen mozemy wy-
wnioskowaé, ze A; = O(k}), gdyz rozmiar jest zdominowany przez ogniwo i.
Oznaczmy wiec przez iy najwieksze i, dla ktorego A; < M. Zakladamy, ze
pierwsze ijs ogniw przechowujemy zawsze w cache.
Rozwazmy wedrowke elementu z K; do bufora B; dla ¢ > ip/. Z lematu 3.
3
wynika, ze kazde wywolanie K; powoduje O(k; + % log /B k3) operacji I/O. Na
podstawie zalozenia na iy wnioskujemy, ze M < A;,, 41, co daje oszacowanie
M = O(k%). Przyjmujac tall-cache assumption (B2 < M), otrzymujemy rozmiar
3
cache B = O(k?), z czego wynika, 7e k; = O(%).



Nie liczac wywolan K, ktére nie wypelniaja do koica B; (na przyklad, gdy
merger zostanie wyczerpany ), kazdy element podczas drogi do B; jest obciazony
kosztem O(% log s k}) = O(% log s, g 8i) operacji I/0O.

Element moze zosta¢ réwniez obcigzony podczas wstawiania do buforow Aj;, dla
Jj ='ium, ... 1 (pozostate sa w cache). Wypelnienie A; wymaga O(1 + |4;|/B)
transferéw. Skoro B = O(k?, 1) = O(kif’) i [Aj] = k2, to koszt wstawienia
jednego elementu jest réwny O(1/B) I/O. Na podstawie M = O(k} ;) =
O(sif/g) otrzymujemy i — iy = O(loglog,, s;) = O(log,, si). Korzystajac z tall
cache assumption otrzymujemy ¢ — iy = O(logM/B s;). Wynika z tego, ze koszt
wstawiania elementu do buforéw A; nie jest wickszy od kosztu wybrania go z
K;.

Do ukonczenia dowodu pozostaje nam wliczenie kosztu operacji zamiatania.
Mozemy udowodnié¢ indukcyjnie, ze pomiedzy kolejnymi wywolaniami proce-
dury zamiatania dla ogniwa ¢ zostanie wstawione przynajmniej s; elementéw.
Pozwalamy tym elementom pokry¢ koszt ich wedrowki w gore T, ktory jest row-
ny O(4 logy, /B i) na element, co udowodniliSmy powyzej. Bedziemy réwniez
nalicza¢ tym elementom koszt tworzenia i laczenia strumieni oy, 02 i 0 oraz
operacje I/O potrzebne do wypelnienia wyczerpanych buforéw.

Budowa strumienia o7 polega na przejéciu fragmentu $éciezki p od bufora A;
do S;,.,. Dzieki ustalonemu uktadowi danych w pamieci, wystarczy liniowo
przeskanowaé¢ fragment pamieci pomiedzy A; a koncem K;, co kosztuje nas
O((A;—1 + |As| + |Bi| + | Ki|)/B) = O(k?/B) = O(s;/B) operacji /0. Budowa
o9 zostala wliczona wczesniej w koszta operacji insert. Laczenie o1 i 090 w o i
rozmieszczenie elementéw w pamieci kosztuja najwyzej tyle, co przejscie Sciezki
p oraz bufora S; .,, co daje O(s;/B) transferéw.

Zauwazmy, ze bufor B; (a co za tym idzie A;) moze zostaé¢ wyczerpany tylko raz
pomiedzy zamiataniem ogniwa ¢. Obciazajac operacje zamiatania dodatkowym
kosztem % log, /B Si pokryjemy koszt wypelnienia tych buforéw, co wynika z
tego, ze |A;| = |B;i| =k} = O(s;).

Podsumowujac, ostatnie s; wstawionych elementéow poprzedzajacych zamiata-
nie ogniwa 4 obciazamy kosztem O(% logyr/ s;). Majac dana ciag operacji na
poczatkowo pustej kolejce, niech 4,4, bedzie najwigkszym ¢, dla ktérego wyko-
nywane jest zamiatanie w ogniwie 7. Zauwazmy, ze s;,_ . < N, gdzie N to liczba
operacji insert w rozwazanym ciaggu. Wstawienie elementu moze by¢ obciazone
kosztem jedynie raz dla kazdego ogniwa i < 4,44 Jako ze s; rosnie podwdjnie
wykladniczo, koszt wstawienia elementu to:

=1 k 1
0 (Z = logay NG/ ) =0 (B 10g /5 N> :

k=0
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3.6 Profile Adaptive Performance

Aby uzaleznié¢ zlozonoéé operacji od ilosci elementéw N; znajdujacych sie w
danym momencie w kolejce, wprowadzamy nowe pole 7;, ktére przechowuje ilosé
elementéw znajdujacych sie w dolnej czesci ogniwa i. Warto$¢ r; przechowywana
jest w mergerze v; i podlega zmianie jedynie przy usuwaniu elementu z B; oraz
operacji zamiatania.

Algorytm insert musi zosta¢ zmodyfikowany, aby wykorzystaé¢ r; do zmniejsze-
nia ztozonosci. Podczas zamiatania zmieniamy kryterium wyszukiwania ogniwa
— szukamy najmniejszego ¢ dla ktérego zachodzi ¢; < k; lub r; < k;s;/2. Jesli
zajdzie pierwszy warunek, procedura wyglada doktadnie tak jak opisano w 3.3.

Jesli zachodzi ¢; = k; + 1 oraz r; < k;s;/2, chcemy wykorzystaé¢ ponownie jeden
z buforéw S; j. Gdy jeden z buforéw jest pusty, wykonujemy na nim procedure
zamiatania. W przeciwnym wypadku, dwa najmniej zapetnione bufory S ;,,
S; j, zawieraja maksymalnie s; elementéw. Bez utraty ogélnosci, zaktadamy, ze
min S; ;, > minS; ;,. Dolaczamy zawartos¢ bufora S;;, do S, ;,, zaczynajac
od najwickszych elementéw, dzigki czemu wystarczy jeden odczyt i zapis dla
kazdego elementu. Na koniec wykonujemy operacje¢ zamiatania na buforze S j, .

3.6.1 Analiza

Dodatkowy koszt ponoszony przez zmodyfikowany algorytm zamiatania to O(k;+
s;/B) operacji 1/O, ktéry jest znacznie mniejszy od kosztu calej operacji zamia-
tania.

Chcemy udowodnié, ze przy zamiataniu zostanie zebrane 2(s;) elementéw z
ogniw 1, ..., 7 — 1, ktore zostaly wstawione od czasu ostatniego zamiatania w
i. Dodatkowo, polowa tych elementéw zostala wstawiona z N; = Q(s;).

Nowy algorytm zachowuje nastepujacy niezmiennik: dla kazdego 7, ogniwa 1, . . .,
i zawieraja najwyzej Z;‘:l |A;| elementéw, ktére zostaly usuniete z bufora A; 1
przez merger v; od odstatniej operacji zamiatania ogniwa ¢+ 1 lub wigkszego. Po
zamiataniu w ogniwie 7 4+ 1 definiujemy wszystkie elementy z A; jako usuniete
z A dlal<j<lI<i+ 1

Gdy element e jest przenoszony z A;11 do A;, wszystkie elementy z dolnej
czeSci ogniwa ¢ + 1 sa na pewno wieksze od e. Natomiast wszystkie elementy
usuniete po ostatnim zamiataniu przed e z A;11 byly mniejsze od e. Elementy
te musza by¢ przechowywane w jednym z buforéw A, ..., A;, gdyz mogly
zosta¢ przekazane dalej przez jeden z mergeréw v. Wynika z tego, ze jest ich
najwyzej (Z;;ll |A4;]) + |A;| — 1. Zatem niezmiennik pozostanie zachowany po
przeniesieniu e do A;.

Operacja zamiatania w ogniwie 7 utworzy liste sktadajaca si¢ przynajmniej z
s1+ Zj;ll kjsj/2 > s;/2 elementéw. Powyzszy niezmiennik zapewnia, ze przy-
najmniej t = s;/2 — 23;11 k‘;’ = Q(s;) elementéw zostalo wstawione od ostatnie-
go zamiatania w ogniwie ¢. Kosztem zamiatania obciazamy wiec nowe elementy.
Ztozono$¢ operacji insert argumentujemy tak, jak w przypadku pierwotnej wer-

sji struktury.
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