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Streszczenie

Opisywana praca przedstawia model kolejki priorytetowej, w ktorej operacje MakeQueue,
FindMin, Insert, Meld i DecreaseKey wykonywane sa w pesymistycznym czasie stalym.
Operacje Delete i DeleteMin zajmuja w najgorszym wypadku O(logn) operacji. Szczegdly,
ktérymi uzupelniamy prace wynikaja z naszej interpretacji zawartych tam rozwiazan.

1 Wprowadzenie

W pracy przedstawiamy strukture, ktéra pozwala zaimplementowaé metody kolejki priorytetowej
w wydajny sposéb patrzac na ich pesymistyczna zlozonosé. Operacje ktére bedziemy rozwazaé
to :

MakeQueue Tworzy i zwraca pusta kolejke priorytetowa.

FindMin(Q) Zwraca element najmniejszy kolejki.

Insert(Q, e) Dodaje element e do kolejki Q.

Meld(Q1,Q2) Scala dwie kolejki @1, Q2 w jedna. Zwraca kolejke wynikowa.
DecreaseKey(Q, e, e’) Zmniejszenie wartosci elementu e w kolejce @) na wartosé e’.
DeleteMin(Q) Usuwa z kolejki @ i zwraca element minimalny kolejki.

Delete(Q, e) Usuwa z kolejki ) zadany element e.

W kopcach Fibonacci’ego, przedstawionych w [1], koszt zamortyzowany tych operacji jest
optymalny. Chcemy uzyskac ten sam koszt w przypadku pesymistycznym. Ograniczenie dolne w
modelu poréwnan na operacje DeleteMin zalezy od operacji Meld. Jesli Meld jest wykonywany
w o(n) wtedy DeleteMin nie moze by¢ wykonany w czasie o(logn) w modelu poréwnan. Jest to
opisane w [3].



2 Struktura

Strukture opieramy na dwéch drzewach 77 i Ts. Kazdy wierzcholek drzewa sklada sig z :
e wartosci
e rangi
e synéw (poddrzew)
O randze mozna mysle¢ jak o logarytmie z wielko$ci poddrzewa ukorzenionego w danym wierz-

chotku.

2.1 Konwencja w pracy

Aby oméwié dalszg czesé struktury potrzebne jest kilka oznaczen :

,Yy,.... oznaczenia wierzchotkéw
p(z) ojciec x
r(x) ranga x
n;(x) liczba synéw wierzcholka x rangi i.
t; korzen drzewa T; gdzie i € {1,2}

2.2 Synowie

Synowie wierzcholka sa pamigtani w dwukierunkowej liScie. Sa oni przechowywani w kolejnosci
wzgledem swoich rang. Pierwszy wierzcholek ma najwyzsza range, ostatni najnizsza. U ojca
jest pamietany wskaznik na poczatek listy, gdzie sa trzymane poddrzewa o najwyzszej randze.
Synowie trzymaja wskaZznik na swoich sasiadéw (wymdg listy dwukierunkowej) oraz na swojego
ojca. Dodatkowo wierzcholki ¢1 i to posiadaja tablice dynamiczne trzymajace wskazniki na synéw
konkretnej rangi. W ten sposéb w czasie staltym mamy do nich dostep!.

2.3 Ranga wierzcholka

Ranga wierzchotka z jest nieujemna wartoscia catkowita, ktéra spelnia niezmienniki:

S1: Jesli x jest lisciem, wtedy r(z) =0,
S2: r(x) <r(p(z)),

S3: Jesli r(z) > 0 wtedy n,(z)—1 > 2,
S4: n,(x)€{0,2,3,...,7},

S5: To =2 Vr(t;) <r(te)

7Z tych warunkéw wynika kilka wlasnosci drzewa. Pierwsze dwa pokazuja w jaki sposéb roénie
wartos¢ rangi. Niezmiennik S3 gwarantuje, ze ranga wierzchotka jest nie wieksza niz logarytm
z wielkosci poddrzewa, ktérego jest korzeniem. Jako uzasadnienie zauwazmy, ze “najubozszym”
drzewem spelniajacym ten niezmiennik (oraz przy okazji niezmiennik S4) jest pelne drzewo
binarne.

1Najpierw znajdujemy syna konkretnej rangi w tablicy dynamicznej, a potem na lidcie dwukierunkowej prze-
szukujemy jego sasiadéw.



Warunek S4 ogranicza ilo$¢ wierzchotkow konkretnej rangi. Dzieki temu mamy gwarancje, ze
liczba synéw wierzchotka jest nie wigksza niz logarytm z wielkosci poddrzewa. Dodatkowo w dal-
szej czesci pracy zauwazymy, ze dzigki temu warunkowi operacje na drzewie beda duzo latwiejsze
(w szczegblnosei brak mozliwosci posiadania tylko 1 syna okreélonej rangi). Przykladowo, gdy
odetniemy od x wierzcholki o randze r(x) — 1 nie bedziemy mieli problemu ze znalezieniem co
najmniej dwoch synéw (warunek S3), ktére wyznacza nowa range wierzchotka?.

2.4 Zbiory wierzchotkéw niezachowujgcych porzadku kopcowego

W naszym modelu dopuszczamy zaklécenia porzadku kopcowego® w drzewach T oraz Ty. Licz-
ba wierzchotkéw, ktére moga ten porzadek zaklécaé to 6(n), co jest znacznym zwigkszeniem
wzgledem innych rozwiazan. Niezgodno$ci pamigtamy w zbiorach W i V, ktére sg trzymane w
wierzchotkach.

W W(z) i V(x) znajduja sie tylko wierzcholki y takie, ze y > x. Wiec z i y sa w dobrej rela-
cji kopcowej. Informacje o wszystkich niezgodno$ciach sa rozproszone w wierzchotkach w calym
drzewie, chociaz w praktyce niezgodnosci, z ktérych bedziemy korzystaé, sa przechowywane w
W(tl)v V(tl)’ W(tQ)a V(tZ)'

Uwagi:
o Jesli y € W(x) UV (z), to z iy moga naleze¢ do réznych drzew T, T.
e Kazdy wierzcholek y nalezy do co najwyzej jednego zbioru V lub W*4.

e Nie twierdzimy, ze jedli y € W(x) UV (z), to r(y) < r(x).

2.4.1 Struktura zbioréw W iV

Zbiory W iV przechowujemy jako listy dwukierunkowe. Wierzchotki dodawane do V' umieszcza-
my na poczatku listy. Wierzcholki dodawane do W wkladamy tak, aby na liScie wierzcholtki o tej
samej randze byly sgsiadami. Jesli takiej rangi nie ma, to wstawiamy wierzcholek na poczatku
listy W.
2.4.2 Implementacja zbioréw W(z) i V(z)
Wierzchotek = posiada 4 dodatkowe wskazniki:

e jeden na pierwszy wierzcholek w W(x),

e jeden na pierwszy wierzcholek w V(x),

e po wskazniku na nastepny i na poprzedni wierzcholek na liscie niezgodnoéci, do ktorej
nalezy x (pewien zbiér W (y) lub V (y)).

Wskazniki z ostatniego podpunktu sa puste jesli x zachowuje porzadek kopcowy. Dodatkowo
za kazdym razem, gdy dodajemy wierzchotek do ktoregos zbioru niezgodnosci zawsze najpierw
usuwamy go ze zbioru, do ktérego nalezal wczesniej.

2Jesli ich nie znajdziemy bedzie to oznaczaé, ze wierzcholek stat sie lisciem.

Stzn. x > p(x)

4Innymi stowy: Jesli z € Uz V(z) UW (z) to istnieje doktadnie jeden wierzchotek y taki,
ze (2 € V(y)) V(2 € W(y)).



2.4.3 Dokladny opis i niezmienniki zbioréw W i V

W (x) zawiera wierzcholki o niskich rangach, a V(z) zawiera wierzcholki o wysokich rangach.
Dokladniej: jedli nowy wierzcholek = generujacy niezgodnosé ma range taka, ze r(z) > r(t1), to
z dodajemy do V' (t1). W przeciwnym przypadku wierzcholek = dodajemy do W(ty).

Aby dodawaé wierzchotek do zbioru W w czasie stalym musimy wiedzie¢ wierzchotki jakiej rangi
sa w tym zbiorze. Dlatego informacje o tym przechowujemy w tablicy dynamicznej® o rozmiarze
r(t1) z wskaznikami na wierzcholki odpowiednich rang. Wskazniki te moga by¢ puste.

Oznaczenie w;(x) oznacza liczbe wierzchotkéw w W (x) o randze i. Struktura W i V jest za-
chowywana przez nastepujace niezmienniki:

O1:

02:

03:

04:

05:

t1 = min (77 U Ty),

jeSliy e V() UW (), to y > z,

jesli y < p(y), to 3z # y)(y € V(z) UW(z)),
w;(z) <6,

jezeli V(x) = (Yjv@)>---»¥2,91), 10 (Vici2,. jv@)) (i) = [(@ — 1)/a]) dla stalej a
opisanej dalej.

2.4.4 Obserwacje

Ranga wierzcholtkéw t1 i t2 moze zmieniaé sie (w szczeg6lnosci rosnaé) w trakcie operacji na
kolejce. Tak samo moze sie zmieniaé zakres dzialania zbioréw W i V' dla tych wierzchotkéw.

Tablica wskaznikéw na wierzchotki konkretnych rang w zbiorze W istnieje tylko dla wierz-
chotka ¢;. W momencie gdy nastepuje zmiana wierzchotka ¢;_,, na t; , nastepuje tez
zmiana tablicy wskaznikéw. Stara jest usuwana, generowana jest nowa. Sam zbiér W (t1,,,)
pozostaje nienaruszony®. Jednak wszelkie niezgodnoéci beda teraz dodawane do zbioru
W(ts,..,)-

Warunek O2 ogranicza od dolu wartoéé¢ zaklécenia. Dzigki temu po operacji DeleteMin
wiemy, ze przy szukaniu nowego minimum trzeba wziaé pod uwage zbiory V' (t1) i W(t1).
Pozostale zbiory trzymajace zaklécenia nie moga posiadaé wierzchotka, ktéry bytby nowym
minimum.

Warunek O5 jest moze malo czytelny. Ale ma on szereg konsekwencji. Blokuje on mozliwosé
dodawania wierzchotkéw tej samej rangi” w duzej ilosci. Wymusza tez zwigkszanie sie rangi
wierzchotka t; w celu zrobienia miejsca na nowe wierzchotki w zbiorze V. Dzieki temu mamy
ograniczenie na wielko$¢ zbioru V(z) do O(logn) dla kazdego =.

Dzigki tablicy dynamicznej trzymajacej wskazniki na wierzchotki konkretnej rangi dla zbio-
ru W dodanie lub usuwanie elementu odbywa sie w czasie staltym. Odwolujemy sie do wierz-
chotka tej samej rangi co poszukiwany wierzchotek, a potem przeszukujemy jego sasiadow
na liscie dwukierunkowej (z O4 wiemy, ze nie ma ich wiecej niz 6).

5Zaktadamy, ze powigkszenie tej tablicy kosztuje nas czas staly w pesymistycznym wypadku.
6Tak si¢ dzieje w przypadku operacji Meld. Jesli wykonujemy DeleteMin to zbiory W (t1,,,) 1 W (t1,..,) sa

taczone, a t1

,1q 5a usuwane. Dokladny opis tych operacji bedzie w dalszej czgéci opracowania.

"W szczegblnosci wierzchotkéw matej rangi.



2.5 Dodatkowe warunki dla drzew t; i t,

Ze wzgledu na aktywne dzialanie zbioréw V i W dla tych wierzchotkéw oraz ich role korzenia
przyjmujemy dodatkowe niezmienniki :

R1: ni(t;) €1{2,3,4,.... 7} dlai=0,1,2,... t(t;) — 1,
R2: |V (t1)] < ar(ty),
R3: Jedliy € W(t1) to r(y) < r(t1).

Niezmiennik R1 gwarantuje wystepowanie wierzchotkéw kazdej rangi dla korzeni drzew 77 i
T5. R2 wraz z O5 powoduja, ze wzrost rangi ¢; o jeden powoduje mozliwo$¢ dodania a niezgod-
nosci do zbioru V' (t1) bez zaklécenia niezmiennikéw. « jest stala ustalana na poczatku dzialania
programu. Im jej wartosé¢ jest wieksza tym wygodniejsze jest korzystanie z operacji wykonywa-
nych w czasie stalym na kolejce. Jednak przy wywolaniu DeleteMin bedziemy musieli “zaptacié¢”
za ta wygode dzialajac na zbiorze V(t1), ktérego wielko$é jest zalezna od stalej a.

3 Guide - struktura zachowujgca nalozone ograniczenia

W tym rozdziale opisana jest dodatkowa struktura danych - Guide - potrzebna do zachowania
niezmiennikow R1 i O4.

Rozwiazemy ogdlniejszy problem. Zatézmy, ze mamy cigg k liczb catkowitych xp, zx_1,..., 215
Chcemy zachowaé¢ niezmiennik z; < T dla kazdego i i pewnej stalej T. Na rozpatrywanym cig-
gu mozemy uzy¢ procedury Reduce(i), ktéra zmniejsza x; co najmniej o 2 i zwieksza ;41 co
najwyzej o 1. x; moze by¢ zwiekszane lub zmniejszane pojedynczo, ale przy kazdej zmianie x;
mozemy wykonaé¢ O(1) operacji Reduce Y, aby zapobiec przekroczeniu T przez ktéregos z;. Za-
daniem Guide jest wskazywanie w pesymistycznym czasie O(1), ktére operacje nalezy wykonaé.

Do dzialania Guide uzywamy ciagu z},z)_q,..., ], ktéry jest modyfikacja x, Tr—1,...,21.
Thy Th 1. .., @] jest taki, ze z; < ) € {T—2,T—1,T}. Dopdki dla kazdego i zachodzi x; < x, to
nie potrzebujemy pomocy Guide. Bez straty ogélnosci zakladamy, ze T' = 2 (wigc o} € {0,1,2})
oraz Reduce(i) zmniejsza z} o 2 i zwigksza zj,; o 1.

Guide dzieli ciag z},,z)_,,..., 2] na bloki postaci 2,1,1,...,1,0, z zalozeniem, ze w tym ciagu
moze nie by¢ jedynek. Kazda dwojka musi naleze¢ do jakiego$ bloku tego typu, natomiast 0 i 1
moga nie naleze¢ do zadnego bloku. Przyktadowy ciag prezentujemy ponizej. Podkreslone liczby
nalezg do tego samego bloku.

1 2 1 1 0 1 1 2 0 2 0 1 0 2 1 0

Guide przechowuje wartosci elementéw x; w tablicy i uzywa drugiej tablicy do pamietania,
ktory element jest w ktérym bloku. Druga tabela zawiera wskazniki na indeksy poszczegdlnych
x; lub na warto$¢ nieokreslona . Wszystkie elementy w tym samym bloku wskazuja na ta sa-
ma komérke z numerem indeksu. Jest nia komoérka reprezentowana przez liczbe najbardziej na
lewo w bloku - czyli dwbdjke. Elementy nie nalezace do bloku wskazuja na komérke z wartoscia
1. Kilka elementow moze wskazywaé na te sama komoérke z wartoscia 1. Struktura danych dla

8Dla wygody ciagi zapisujemy od prawej do lewej. Przykladowe zastosowanie: na synéw t1 patrzymy tak, ze
ten o najwyzszej randze jest pierwszy z lewej strony.
9W praktyce wykonamy najwyzej 2.



powyzszego przykltadu prezentowana jest na rysunku w orginalnej pracy. Ta struktura danych
ma dwie bardzo wazne wlasciwosci:

1. Majac dany element, jesteSmy w stanie znalezé¢ element w jego bloku, ktory jest najbardziej
na lewo w czasie O(1).

2. W czasie O(1) mozemy usunaé blok poprzez wpisanie wartosci 1. do komérki bloku. W ten
prosty sposéb elementy z tego bloku wskazuja na warto$é¢ L.

Gdy zwigkszamy ), wtedy Guide moze w czasie O(1) zdecydowad, jakie operacje Reduce
nalezy wykonag.

Uzywajac tablicy dynamicznej mozemy rozszerzy¢ Guide o nowa wartosé¢ xpy; réwna 0 lub
1 w czasie O(1) 1°.

4 Operacje

Aby zrealizowaé¢ podstawowe funkcje kolejki priorytetowej jest potrzebnych kilka operacji zwia-
zanych z porzadkowaniem i zachowywaniem wlasnoéci struktury.

4.1 Laczenie i Rozlaczanie drzew

Wymienione tutaj operacje bedziemy wykonywaé¢ w czasie stalym. Wiekszos¢ z nich bedzie do-
tyczy¢ wierzchotkow ¢ i to.

4.1.1 Laczenie

Zalézmy, ze mamy trzy wierzchotki z1, o 1 x3 o réwnej randze. Zaden z nich nie jest t;. Przy
pomocy dwéch poréwnan mozemy znalezé minimum sposrod tych wierzchotkow. Zalézmy, bez
utraty ogélnodci , ze x1 jest minimum. Zwigkszamy range x; o jeden, a x2 i x3 staja si¢ nowymi
synami o najwyzszej randze (niezmiennik S3). W wyniku tych operacji nie powstaja zadne
zaklocenia porzadku kopcowego oraz zachowane sa wszelki niezmienniki.

4.1.2 Rozlaczanie

Zanim przejdziemy do mechanizmu warto wspomnie¢, ze synowie wierzchotka sa na dwukierun-
kowej liScie. Rozlaczanie wierzcholtkéw polega na “uwolnieniu” wierzchotkéw okreslonej rangi,
ktére moga zostaé uzyte w innym miejscu struktury. Jedli £ ma dwoch lub trzech synéw o randze
r(x)—1 sa oni odcinani, a  przyjmuje range o jeden wieksza niz ranga nowego najwiekszego syna
11 Dzieki niezmiennikowi S4 wiemy, ze jesli znajdziemy wierzcholek na liécie synéw, to bedzie
mial on co najmniej jednego brata tej samej rangi, wiec nie ma problemu z niezmiennikiem S3
Jedli x ma czterech lub wigcej synéw rangi () — 1 po prostu odcinamy dwdch syndéw, a wszystkie
niezmienniki pozostana caly czas zachowane.

W wyniku roztaczenia dla drzewa o randze k otrzymujemy dwa lub trzy wierzcholki rangi
k — 1 oraz jeden wierzcholek o randze co najwyzej k (jest to wierzcholek na ktérym wykonujemy
rozlaczenie).

10Dyzieje sie to pray zwiekszaniu sie rangi wierzcholtka uzywajacego Guide’a. Nowa warto$é réwna 2 jest nie-
osiggalna w takim przypadku.

1 Bedzie to nastepny wierzcholek po odcietych w dwukierunkowej liécie, w ktérej trzymani sg synowie x. Jesli
lista zostanie pusta, to wierzcholek stanie sie liSciem



4.2 Dbanie o synéw korzenia

Do zachowania niezmiennika R1 trzeba nadzorowaé synow t; i to. W tym celu korzystamy z
czterech Guide’6w. Po dwéch na kazdy korzen. Aby mieé staly dostep do synéw t; korzystamy
z dynamicznej tablicy wskaznikéw, ktore wskazuja na ktéregos z syndéw danej rangi. Dzieki R1
wiemy, ze kazdy wskaznik bedzie niepusty. Przez to w czasie stalym mozemy przeprowadzaé
operacje na synu i-tej rangi. Zeby mieé¢ pewnoéé, ze nie naruszymy niezmiennika R1 korzystamy
z Guide’a aby zachowaé warunek n;(t1) < 7 oraz z drugiego Guide’a, zeby utrzymaé n;(t1) > 2
dlai:(),...,r(tl)f&

Synowie rangi r(t1) — 2 1 r(t1) — 1 sa pilnowani osobno. Wartosci, ktérych zmiana uruchamia
Guide’a dla gérnego ograniczenia to {5,6, 7}, a dla dolnego ograniczenia to {2,3,4}. W przypad-
ku dodania syna rangi ¢ do ¢t; uruchamiamy Guide’a pilnujacego gérnego ograniczenia. Guide
podpowiada gdzie wykonaé redukcje!?. Redukcja w tym wypadku to taczenie trzech drzew ran-
gi . To zmniejsza n;(t1) o trzy i zwieksza n;11(¢1) o jeden. Jesli zmiana dotyczy synéw rangi
r(t1) — 2 lub r(t1) — 1 taczymy ich i jesli to potrzebne zwiekszamy range ¢;. Jesli zwiekszymy
range rozszerzamy tez tablice dla Guide’ow.

Odciecie syna jest analogiczne. Tym razem operacja redukeji polega na roztaczaniu (czyli po-
wstaje dwoch synéw konkretnej rangi). Dodatkowe drzewo z tej transformacji (to o nie okreslonej
randze) po prostu dodajemy pod t; na takiej samej zasadzie, jak przy dodawaniu nowego syna.

W czasie tych operacji w t; nie powstaja zadne nowe niezgodnosci. Natomiast w to moga sie
one tworzy¢ podczas operacji roztaczania drzew. Rozlaczamy synéw o randze wiekszej od rangi
t1. Jesli w wyniku powstanie drzewo o randze mniejszej od r(¢1), to przenosimy je do Tj i zadna
nowa niezgodno$¢ nie powstaje. Jesli w wyniku powstanie drzewo o randze wigkszej od r(¢1), to
zostaje ono w T i moze powstaé¢ nowa niezgodnosé, ktéra w tym przypadku trafia do zbioru V
wierzcholka ¢;.

4.3 Redukcja zaklécen

Dzieki “leniwemu” '3 scalaniu drzew i dopuszczalnym zakléceniom mozliwe jest wykonanie wielu

operacji w czasie stalym. Potrzebny jest mechanizm do zmniejszania liczby zaklécen. Transfor-
macja ponizej opisana redukuje iloéé¢ potencjalnych zaktécen'* w drzewie o co najmniej jedno.
Zalézmy, ze mamy dwa zaklécenia xq i zo réwnej rangi k& < r(t1). Dodatkowo przyjmujemy,
ze T1 1 x2 nie sg korzeniami, ani synami korzenia t; lub t,. Zauwazmy, ze podczas operacji na
kolejce mogt sie zmieni¢ ojciec ktoregos z wierzchotkdéw. Najpierw sprawdzamy, czy x1 i 2 ciagle
sg wierzchotkami zaklocajacymi porzadek.

Jedli oba wierzchotki ciggle zaklocaja porzadek to staramy sie doprowadzi¢ do sytuacji kiedy
1 1 9 sg bracmi.

Z S4 wiadomo, ze x; jak i 2 moja jeszcze co najmniej jednego brata. Jesli z1 i zo nie sa
braémi zalézmy (bez straty ogélnosci), ze p(z1) < p(x2). Zamieniamy poddrzewo z; z bratem
z3. W tym momencie mozemy jedynie zmniejszyé ilosé zaktécen'®. Teraz =1 i =2 sa braémi i
maja tego samego ojca y.

Jesli 1 ma wiecej niz jednego brata odcinamy x; i dotaczamy go do t1. Zmniejszamy iloé¢
zaklécen i ciagle zachowany jest niezmiennik S4.

12Najwyzej dwie.

13Scalanie drzew jest przeprowadzane stopniowo podczas innych operacji na kolejce.

147Zaktécenia wraz z czasem mogg przestaé byé aktualne. Mimo to sg ciagle trzymane w zbiorach. Dlatego sa,
to potencjalne zaklécenia.

15Przypadek gdy brat xo tez byl wierzchotkiem zakltécajacym.



Jesli 21 1 z9 sa jedynymi synami y o randze k i 7(y) > k+1 odcinamy obu synéw i podczepiamy
ich pod t;. Odcinajac obu synéw zachowujemy niezmiennik S4.

Pozostal tylko przypadek, kiedy x1 i x2 sa jedynymi synami y o randze k = r(y) — 1. W tym
momencie odcinamy x1, 2 i y. W miejsce y wstawiamy wierzcholek o tej samej randze z ¢;. Dzigki
mechanizmom pilnujacym liczebno$é synéw t; mozemy to bez obawy zrobi¢ w czasie stalym. Z
warunku So mamy gwarancje, ze wierzcholek zastepujacy y nie moze byé jest przodkiem.

4.4 Unikanie za duzej ilosci zaklécen

By zachowa¢ warunki O4 — O5 i R2 potrzebne jest pilnowanie liczebnosci zbioréw V i W. Jak
bylo wspomniane, do zbioru V' sg dodawane zakldcenia o randzie wiekszej niz ranga t1, a do
zbioru W pozostale.

4.4.1 Zbiér W

Dla zachowania warunku O4 uzywamy Guide’a na zbiorze W (gérne ograniczenie na liczebno$é).
Redukcja z Guide’a w tym przypadku uruchamia operacje redukcji zaklécen opisana w podroz-
dziale wyzej. Przeprowadzamy ja tylko wtedy, gdy jest 6 zaklécen jednej rangi i przynajmniej 2
z nich nie sg synami drzewa to. Jesli wiecej niz 4 wierzcholki sa synami t5 odcinamy nadmiarowe
zaklOcenia i przenosimy je pod t;. Przy tej operacji dbamy, zeby nie uruchomié¢ Guide’a dla t.
Zauwazmy, ze zmiana ilosci synéw z 5 na 4 nie zmienia zadnej wartosci obu Guide’6w. Z kolei
zmiana z 6 na mniejsza warto$¢ moze spowodowaé zniszczenie bloku, do ktérego nalezala dla
ograniczenia gérnego. Jednak Guide ogranicza wartos¢ od gory, wiec pozostawienie w pamieci
Guide’a wartosci wiekszej nie ma negatywnych konsekwencji.

4.4.2 Zbiér V

Aby nadazy¢ za zakléceniami dodawanymi do V' dla kazdej operacji wykonywanej na kolejce
zwiekszamy range wierzcholka ¢; o co najmniej 1 przenoszac stala liczbe dzieci to do t1, dopdki
Ty # ¢. Dzieki temu zwigkszamy “pojemno$é” zbioru V' (warunek R2 i O5) o «. Jednoczesnie
“leniwie” realizujemy operacje Meld.

Jedli 7(ta) = 7(t1) + 1 to przenosimy synéw t, o randze r(¢1)'® do t; zwiekszajac jego range.
Nastepnie zmniejszone to podpinamy pod t;. T staje sie pustym drzewem, a wszelkie nowe za-
ktocenia beda dodawane do W. Z warunku S2 i tego, ze To = ¢ wiemy, ze nie istniejg wierzchotki
o wyzszej randze od t1, a tylko takie mozemy dodawaé do V.

W przeciwnym wypadku wykonujemy operacje rozigczania na synu to o randze r(t;) + 1.
2 uwolnione wierzchotki o randze r(t1) {gczymy z t; zwickszajac jego range. Jesli wierzchotek,
ktory “roztaczalidmy“ zmniejszyt range odcinamy go i dodajemy do t;. W przeciwnym wypadku
pozostawiamy w to bez zmian.

4.5 Operacje kolejki priorytetowej

W tym rozdziale opisujemy jak zaimplementowaé operacje kolejki priorytetowej (patrz rozdzial
1) tak, aby niezmienniki z rozdzialu 2 byly zachowane.

MakeQueue Zwracamy pare pustych drzew.

FindMin(Q) Zwracamy t;.

1654 to synowie t2 o najwyzszej randze.



Insert(Q,e) Jest szczegblnym przypadkiem operacji Meld, gdzie @2 jest kolejka priorytetowa
zawierajaca tylko element e.

Meld(Q1,Q2) Mamy co najwyzej 4 drzewa, po 2 dla kazdej z kolejek. Drzewo zawierajace nowy
element najmniejszy staje sie drzewem T;. Jest to drzewo T3 kolejki @)1 lub kolejki Q.
Jedli nowe drzewo T ma najwieksza range, to po prostu dodajemy pozostate drzewa pod to
drzewo. W tym przypadku nie tworzone sg zadne niezgodno$ci, wiec nie musimy wykonywaé
zadnych transformacji na wierzcholkach niezgodnych. W przeciwnym przypadku (jesli nowe
drzewo Tj nie ma najwiekszej rangi) drzewo o najwiekszej randze staje sie nowym drzewem
Ts. Pozostate drzewa dodajemy do nowego drzewa Th jak zostalo to opisane w rozdziale
4.2(7), wykonujac co najwyzej jedno rozlaczanie jesli nowy syn ma te sama range co to.
7Z niezgodnoéciami tworzonymi w tym przypadku postepujemy tak, jak zostalo to opisane
w rozdziale 4.4(7). Usuwamy wszystkie Guide’y oraz tablice uzywane przez korzenie, ktére
teraz zostaly dotaczone po korzeniem t,.

DecreaseKey(Q, e, e') Zastepujemy warto$é elementu e na wartosé e’. Jesli e’ nie narusza po-
rzadku kopcowego konczymy operacje. Jesli e’ zakldca porzadek kopcowy sprawdzamy czy
nie jest mniejszy od t1. Jesli tak to zamieniamy wartosci wierzchotkéw e’ i 1 1 sprawdzamy,
czy podmieniona wartos¢ t;,,, nie zaktéca porzadku kopcowego. Jedli wystepuje zakloce-
nie z powodu nowej wartosci e (niezaleznie czy podmieniliSmy ¢; czy nie) dorzucamy go
do zbioru wierzchotkéw zaklécajacych zawartych t1. Mechanizmy opisane w rozdziale 4.4
pozwalaja nam pilnowa¢ odpowiedniej ilosci niezgodnoéci powstalych w ten sposob.

DeleteMin(Q) Procedura usuwania elementu minimalnego podsumowuje to opracowanie, gdyz
uzywa praktycznie wszystkich oméwionych elementéw kolejki.

1. Przenosimy synéw t, na liste synéw ¢; w czasie liniowym od ich ilosci (czyli O(logn)).
Kazdego dodajemy do listy synéw w czasie stalym, poniewaz majac syna rangi ¢
wystarczy, ze za pomoca tablicy wskaznikéw na syna danej rangi (ktéra posiada t1)
dodamy tego syna jako nastepnego na liscie. Teraz t5 ma range 0 i réwniez dodajemy
go do listy synow t;. W ten sposéb “oprézniamy” drzewo Ts.

2. Usuwamy t;, zachowujac jednak informacje zawarte w wierzchotku, ktére beda jeszcze
potrzebne. Mamy O(logn) niezaleznych drzew.

3. Szukamy nowego minimum w zbiorach V'(¢1,,,), W(t1,,,) 1 wéréd O(logn) powstalych
niezaleznych drzew. V'(t1,,,) 1 W (t1,,,) tez maja rozmiar O(logn) wiec nadal miescimy
sie zalozonym czasie.

4. Jedli minimum nie jest korzeniem zadnego z O(logn) niezaleznych drzew, to zawiera
sie w ktéryms$ z nich 7. Aby “wyciagnaé¢” to minimum jako nowy korzeh drzewa T
trzeba “zatata¢” po nim dziure. W tym celu znajdujemy wsréd drzew niezaleznych
wierzchotek o identycznej randze i podmieniamy go z nowym minimum. Moze nam
powstaé¢ w wyniku tej operacji jedna nowa niezgodnogé'®.

5. Drzewo, ktorego korzeniem jest nowe minimum to nasze nowe 73. Podlaczamy pod
nie liste niezaleznych drzew. Ustawiamy jego nowa range. T pozostaje puste.

6. Porzadkujemy synéw T tak aby warunki S1-S5, R1 i R3 byly zachowane. Robimy
to za pomoca operacji taczenia i roztaczania drzew. Niezaleznych drzew jest najwyzej

17W takim wypadku nalezy do zbioru V(t1,,,) lub W(t1,,,)-
18Nowe minimum byto wierzchotkiem zaklécajacym kolejnosé. Jesli podmieniony wierzchotek tez bedzie zaktécal
kolejnosé powstanie nowa niezgodnosé.



O(logn) 1, wiec takie tez jest ograniczenie czasowe na wykonanie tej operacji. Na
uporzadkowanie kazdej rangi potrzebujemy stala liczbe operacji. Porzadkujemy je od
najmniejszej do najwigkszej. Po porzadkowaniu tworzymy nowe Guide’y, ktére pilnuja
dwbch ograniczen — dolnego i gérnego (warunek R1).

7. Laczymy zbiory W i V starego minimum, zbiory W i V nowego minimum i tak nowo
powstaly zbidr staje sie zbiorem W nowego minimum. Jesli powstata, dodajemy jedna
niezgodno$é wymieniona w punkcie 4.. Nowe W ma rozmiar O(logn), bo kazdy ze
zbioréw, ktory wzielidmy do sumy mial rozmiar O(logn). Nowe V jest puste, bo nie
istnieje wierzchotek o randze wigkszej niz t1. Tak wiec ten krok réwniez zajmuje nam
O(logn) czasu.

8. Na W wykonujemy O(logn) transformacji redukujacych niezgodnosci (rozdzial 4.3)
w ten sposéb, aby w W bylo co najwyzej po jednym wierzchotku danej rangi. Dzieki
tym operacjom mamy zachowane warunki O1-O5 i R2.

9. Tworzymy Guide dla zbioru W (ty,_,, ). Z punktu widzenia Guide’a bedzie to tablica
samych 0.

Delete(Q,e) Jesli ¢ bedzie najmniejszym mozliwym elementem, to te operacje zastepujemy

5}

dwoma operacjami: DecreaseKey(Q, e, ¢); DeleteMin(Q).

Szczegoly implementacji

W tym rozdziale opiszemy szczegdly implementacji omawianej kolejki priorytetowej.

Kazdy wierzcholek reprezentujemy jako rekord, ktory zawiera:

Wartos¢.
Range wierzchotkach.

Wskaznik na: lewego brata, prawego brata, ojca oraz pierwszego syna z lewej (o najwyzszej
randze).

Wskaznik na pierwszy element w swoim zbiorze V.
Wskaznik na pierwszy element w swoim zbiorze W.

Wskaznik na nastepny i wskaznik na poprzedni element na liScie niezgodnoéci, do ktorej
ten wierzchotek nalezy. Jest to pewien zbiér W lub zbiér V' innego wierzchotka. Jesli ten
element jest pierwszy na lidcie, to wskaznik na poprzedni wskazuje na samego siebie.

Mamy dodatkowo 3 tablice dynamiczne:

Tablica wskaznikéw na synéw ¢, o randze i dla i € {0,1,...,7(¢1) — 1}.
Tablica wskaznikéw na synéw o o randze i dla i € {0,1,...,7(t2) — 1}.

Tablica wskaznikéw na wierzchotki w W (t;) o randze i (te wskazniki moga mie¢ wartosé
NULL).

Mamy 5 Guide’éw:

9Réznych rang jest O(logn), a ilogé wierzchotkéw jest stata.

10



Dla gérnej granicy (co najwyzej 7 wierzchotkéw) dla n;(t1).

Dla dolnej granicy (co najmniej 2 wierzchotki) dla n;(¢1).

Dla dolnej granicy (co najmniej 2 wierzchotki) dla n;(t2).

(
(
Dla gérnej granicy (co najwyzej 7 wierzchotkéw) dla n;(t2).
(
(

Dla gérnej granicy (co najwyzej 6 wierzchotkéw) dla w;(t1).
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