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1 Problem nastepnika

Problem nastepnika polega na utrzymaniu zbioru S ztozonego z n liczb z uporzadkowanego uniwer-
sum U = {1,2,--- ,u}, na ktérym mozna wykonywaé standardowo zdefiniowane operacje INSERT,
UPDATE, oraz SUCCESSOR. Warto wspomnieé¢, ze SUCCESSOR moze jako parametr bra¢ dowolny
element x € U, niekoniecznie x € S.

Nalezy sensownie ograniczy¢ pamieé¢ zajmowang przez strukture danych — tatwo mozna przecho-
wywaé wszystkie mozliwe odpowiedzi na pytania w pamieci rzedu ©(2%). Z tego powodu bedziemy
sie zajmowad tylko algorytmami zajmujacymi O(u logo(l) u) pamieci.

Klasycznie problem rozwiazuje si¢ uzywajac zbalansowanych binarnych drzew poszukiwan. Tym
sposobem mozna uzyskaé¢ O(logn) dla wszystkich operacji.

Drzewa binarne nie wykorzystuja jednak zalozenia o skonczonym uniwersum. Pokazemy ze mozna
wykorzystaé to zalozenie do zdefiniowania struktur danych wykonujacych operacje w czasie o(logn).

2 Drzewa van Emde Boasa

Idea: Przeszukiwaé¢ binarnie bity liczby.

Niech high(z) i low(z) beda odpowiednio lewa i prawa polowa bitéw liczby w zapisie binarnym.
Na przyklad = 1100100011, high(z) = 11001, low(z) = 00011. Zauwazmy, ze = = high(z) - vVu' +
low(x), gdzie v’ jest u zaokraglonym w gére do potegi dwdjki.

Drzewo vEB uniwersum rozmiaru u bedzie sktadato sie z:

e /upoddrzew vEB rozmiaru \/u: S[0], S[1],- - - , S[y/u—1]. Kazde poddrzewo zawiera przedzial
dlugosci v/u. Klucz x nalezy do drzewa wtedy i tylko wtedy, gdy low(x) nalezy do SThigh(z)].

e Jedno poddrzewo vEB rozmiaru /u: S.summary. Dla kazdego i takiego, ze S[i] jest niepuste
wkladamy ¢ do S.summary.

e S.min — minimum zbioru, trzymane niezaleznie od poddrzew — to znaczy element nie moze
by¢ jednoczes$nie S.min i by¢ w jakim$ poddrzewie. Zauwazmy, ze zeby sprawdzi¢ czy drzewo
jest puste wystarczy sprawdzié¢ czy S.min jest puste.

e S.max — maximum zbioru. W przeciwienstwie do minimum, maximum jest réwniez trzymane
w odpowiednim poddrzewie.

e operacji S.successor i S.insert.



Algorithm 1 S.successor(x)

if x < S.min then
return S.min
end if
if low(x) < S[high(x)].max then
return high(x) -/u + S[high(x)].successor(low(x))
else
i = S.summary.successor(high(x))
return i -y/u + S[i].min
end if

Algorithm 2 S.insert(x)

if S.min = @ then
S.min = S.max = x

return

end if

if x > S.max then
S.max = x

end if

if x < S.min then
swap(x, S.min)
end if
if S[high(x)].min = @ then
SThigh(x)].min = S[high(x)].max = low(x)
S.summary.insert(high(x))
else
Slhigh(x)].insert(low(x))
end if




Czas dzialania INSERT oraz SUCCESSOR ma rownanie rekurencyjne

T(u) =T(vVu)+O(1) (1)

ktore ma rozwiazanie O(loglog u). Kluczowym jest osiagniecie tylko jednego wywolania rekurencyj-
nego poprzez trzymanie minimum osobno. Gdyby minimum bylo trzymane rekurencyjnie, INSERT
potrzebowalby dwdch rekurencyjnych INSERTOW — jednego do poddrzewa i jednego do S.summary,
a wtedy zlozonosé czasowa bytaby O(logw). Dzieki trzymaniu minimum osobno INSERT do pustego
drzewa jest trywialny.

2.1 Zmniejszenie zuzycia pamieci

Problemem jest zuzycie pamieci O(u) — u moze byé bardzo duze. Zeby zaradzié¢ temu problemowi
wykorzystujemy tu dynamiczne tablice hashujace. Rozmiar takiej tablicy jest ograniczony przez
iloé¢ jej elementéw, wiec mozemy zmniejszy¢ rozmiar vEB tree do O(n), gdy tablice SUMMARY i
SUB beda tablicami hashujacymi.

3 Hashowanie doskonate

Doskonala funkcja hashujaca h przeprowadza zbiér kluczy M o mocy m = |M| na zbiér N o mocy
n = |N|, bez kolizji, tzn VY, yerrh(x) # h(y).

3.1 Przypadek statyczny

W przypadku statycznym mamy dana cala zawarto$é tablicy hashujacej T' na poczatku algorytmu.
Musimy stworzyé¢ taka strukture, w ktérej odpowiednio szybko bedzie sie wykonywaé operacje
QUERY.

Okazuje sie, ze mozemy zagwarantowaé¢ O(1) w najgorszym przypadku na QUERY. Wykorzystu-
jemy w tym celu hashowanie dwupoziomowe. Na poczatku bierzemy sobie funkcje f : M = N,
ktéra jest 2-uniwersalna, tj. V; yenr P(h(z) = h(y)) = % Ona przeprowadza nam zbiér kluczy na
tzw. "kubelki”. Niektore kubelki pozostaja puste, a niektére maja wiecej elementéw (z wysokim
prawdopodobienstwem mozemy stwierdzié, ze nie bedzie ich powyzej O(log)i gn)) Dla kazdego nie-
pustego kubetka o indeksie i tworzymy nowa funkcje (tez 2-uniwersalna) f; : M; = N;, gdzie M;, to
elementy zhashowane do kubetka i przez funkcje f, a |N;| = |M;|%. Potrafimy przy takim zalozeniu,
1

z prawdopodobienstwiem wigkszym od 5 wylosowa¢ funkcje, ktéra bedzie doskonata (nie bedzie

miala kolizji dla tego kubetka). Losujemy dopdki nie znajdziemy funkcji, ktéra nie koliduje.

Taka konstrukcja gwarantuje nam czas wykonania QUERYO(1) i ograniczenie na pamieé¢ O(n).
Oczekiwany czas wylosowania funkcji dla kubetka jest staly, ale w najgorzszym przypadku moze
zajaé wiecej czasu. Nie bierzemy jednak czasu konstrukeji stownika (zakladamy, ze kiedy$ znajdzie
odpowiednie funkcje).



3.2 Przypadek dynamiczny

Ten przypadek jest podobny do przypadku statycznego, lecz mamy jeszcze operacje INSERT, UPDATE
i DELETE, dla ktérych tez chcemy dobry czas wykonania. Tu juz nie mozemy dla nich zagwarantowaé
czasu $cisle statego.

Tworzymy tablice hashujaca tak jak w przypadku statycznym, tylko tym razem |[N| = 2n. Gdy
nasza tablica rozrasta sie do 2n elementéw, wtedy tworzymy 2 razy wieksza tablice hashujaca,
kopiujac zawartosé starej. Analogicznie, gdy ilos¢ elementéw zmniejsza sie do 0.25n, zmniejszamy
dwukrotnie rozmiar tablicy. Zawsze po rozszerzeniu/zwezeniu do rozmiaru 2k, tablica zawiera k
elementéw, czyli trzeba dodaé lub usunaé O(k), aby dokonaé kolejnej zmiany rozmiaru — to nam
amortyzuje czas operacji zmiany rozmiaru do O(1). Czas staje sie tez oczekiwany, bo wylosowanie
funkcji jest teraz wliczane w czas operacji zmiany rozmiaru.

4 Drzewa x-fast

Drzewa x-fast sa kolejna struktura danych, pomocna przy problemie nastepnika/poprzednika. Ko-
rzystaja one z nowoprzypomnianej dynamicznej tablicy hashujacej.

Rysunek 1: Przyktad drzewa x-fast.

4.1 Konstrukcja

Drzewo x-fast ma w liSciach wszystkie elementu uniwersum U o mocy u = |U|. Oznaczamy lidcie,
ktore naleza do naszego zbioru S jedynkami, a pozostale zerami. Cale drzewo, jest drzewem OR,
tzn. jezeli ktérys z syndéw ma jedynke, to jego ojciec tez ma jedynke. Drzewo to jest wirtualne, nie
trzymamy go w postaci drzewa w pamieci, za to trzymamy tablice hashujaca, ktorej kluczami sa
binarne prefiksy odpowiadajace wierzchotkom w drzewie. Ponad to utrzymujemy tez dwustronng
liste elementéw ze zbioru S.

4.2 Zlozonosé

e PRED



Rysunek 2: Dziatanie pred na drzewie x-fast.

Wyszukujemy binarnie najdtuzszy wspdlny podciag jakiegos elementu z .S i naszego szukanego
elementu z i znajdujemy wierzcholek v (wierzcholek symbolizuje najdiuzszy wspélny prefiks)
— czas O(loglogu). Jezeli x jest w lewym poddrzewie v, to wchodzimy w prawe poddrzewo
i schodzimy $ciezka jedynek jak najbardziej w lewo, znajdujemy wtedy nastepnik x. Jezeli
szukaliSmy poprzednika, to korzystamy z listy, zeby w O(1) znale$¢ poprzednik (element przed
nastepnikiem w liscie). Analogiczna sytuacja, gdy = jest w prawym poddrzewie v, schodzimy
w lewe poddrzewo i potem maksymalnie w prawo i znajdujemy poprzednik — czas O(logu), ale
ta operacja jest deterministyczna dla kazdego wierzchotka, wiec mozna ja przeliczaé¢ wezesniej i
trzymaé te informacje w tablicy hashujacej, co daje nam w rezultacie czas QUERYO(log log u).

UPDATE

Dodajemy element do zbioru S, musimy wtedy doda¢ najwyzej logu prefiksow do tablicy
hashujacej — czas O(logu).

SPACE

Dla kazdego z n elementéw z S trzymamy wszystkie binarne prefiksy — pamieé¢ O(nlogu).

5 Drzewa y-fast

Drzewa y-fast sa rozwinieciem drzew x-fast, poprzez dodanie posredniosci (ang. indirection).

5.1 Konstrukcja

Teraz nie trzymamy wszystkich elementoéw uniwersum w liSciach drzewa, trzymamy za to

n
logu

zbalansowanych drzew BST (AVL lub RBT) o rozmiarze O(logu). Dla kazdego z trzymanych



drzew wybieramy reprezentanta. Reprezentanci maja oddziela¢ wartosciami poszczegdlne drzewa
(warto$ci w ramach réznych drzew sie nie nakladaja).

Rysunek 3: Przyktad drzewa y-fast.

5.2 Zlozonosé

e PRED

Wyszukujemy binarnie po kluczach w tablicy, tak jak w drzewie x-fast. Zamiast nastep-
nika/poprzednika znajdujemy 2 drzewa, w ktérych jest ewentualny poprzednik/nastepnik.
Drzewa te maja rozmiar O(log u), czyli wyszukiwanie binarne w jednym takim, to O(loglogu),
co jest tez ztozonoscia catej funkcji.

e UPDATE

Wyszukujemy drzewo do ktérego mamy wstawi¢ nasz element i wstawiamy go tam — obie
operacje po O(loglogu). Problem tworzy sie, gdy ktére$ drzewo zbytnio sie rozrasta lub ma-
leje. Jezeli nasze drzewo urosnie do rozmiaru 2n logwu, to rozbijamy je na 2 mniejsze drzewa i
wybieramy nowych reprezentantéw — czas O(logu). Jesli zmaleje do % log u, to taczymy drze-
wo z jego bocznym drzewem (potem ewentualnie rozlaczamy znowu). Widaé, ze po zmianie
rozmiaru, ilo$é elementéw w drzewie bedzie pomiedzy (% log u; 2 logu). Czyli do nastepnego
roztaczenia uplynie jeszcze O(logu) krokéw, czyli amortyzowany koszt to O(1).
e SPACE

Wszystkie prefiksy dla & drzew, czyli O(n) oraz % drzew o rozmiarze log u daje w sumie

O(n).

5.3 Liczenie najmniejszego bitu ustawionego na 1

Problem: Dla stowa w policzy¢ indeks najmniejszego bitu ustawionego na 1.

Rozwiazania: Wszystkie rozwiazania ponizej dzialaja w czasie O(1).

e Omnipotentna RAM ktéra ma taka instrukcje.

e Procesory Pentium, Cray, etc. posiadaja taka instrukcje.



e Wyliczenie a = (w AND (w—1)) XOR w, w ktérym zostaje jedynie najmniejszy bit. Zamiana
tego na warto$¢ binarna jest mozliwa w czasie O(1).

e Lookup table.

5.4 Model RAMBO

RAMBO[5] (Random Access Machine with Bit Overlap) to model obliczen w ktérym sa slowa
dlugosci > logu bitéw (innymi stowy na tyle duze by trzymaé wskazniki do danych), ktére moga
by¢ manipulowane w czasie O(1). W przeciwienstwie do zwyklej RAM, w RAMBO slowa moga sie
czesciowo pokrywaé, t.j. bity moga byé wspotdzielone przez rézne stowa.

5.5 Drzewa RAMBO vEB

Brodnik, Carlsson, Karlsson, and Munro pokazali[6], ze jest mozliwe zaimplementowanie drzew van
Emde Boasa z operacjami w czasie O(1) uzywajac RAMBO. Potrzebne jest 2u bitéw, jeden dla
kazdego wezta w pelnym drzewie binarnym. Stowa to drogi z korzenia do licia. Ustawiamy bity na
1 w tych weztach, ktére sg przodkami elementu w zbiorze.

Dla pewnego zapytania x € U mozemy policzy¢ najmniejszego przodka ustawionego na 1 w czasie
O(1). By dostaé¢ nastepnik, moglibySmy trzymaé¢ wskazniki w kazdym wezle na minimum i maksi-
mum elementéw w poddrzewie, ktérego korzeniem jest ten wezel. Ale wtedy kazdy lis¢ mogliby mieé
do 2log u wskaZnikow do siebie, i INSERT oraz DELETE wymagaly by Q(logu) zmian wskaZnikéw.

Bedziemy zatem trzymaé lewe i prawe wskazniki w weztach, ktére maja inne wskazniki niz ich
rodzic. Dokladniej, trzymamy wskazniki w kazdym skaczgcym wezle, to znaczy takim, ktéry ma
elementy w obu poddrzewach. Kazdy skaczacy wezel trzyma wskaznik na maksimum w lewym
poddrzewie i minimum w prawym poddrzewie.

Teraz poprzednik i nastepnik elementu x uniwersum mozna policzy¢ uzywajac wskaznikow w naj-
mniejszym skaczacym przodku. Ta struktura zajmuje 2u bitéw oraz 2n stéw RAM-u na wskazniki.
Zuzycie pamieci mozna dodatkowo zmniejszy¢ do u, zauwazajac, ze liScie nie potrzebuja trzymaé
bitéw.

6 Podsumowanie struktur danych

struktura danych czas/op. rozmiar model
1962  drzewa zbalansowane O(logn) O(n) BST
1975 drzewa vEB [1] O(log w) = O(log log u) O(u) word RAM
1984 drzewa x-fast [2] O(logu) O(nlogu) word RAM
1984 drzewa y-fast [2] O(log w) z duzym ppb. O(n) word RAM
1989 drzewa RAMBO vEB [6] 0(1) O(u) RAMBO
1993 drzewa fusion [3] O(log,, n) = O <logn> O(n) word RAM

log log u



7 Ograniczenia dolne

7.1

Model obliczen

Model obliczen, w ktérym bedziemy udowadniaé ograniczenia dolne to model cell-probe, w ktérym
pamiec jest podzielona na stowa wielkosci w, gdzie w jest parametrem modelu. Czytanie z i pisanie
do komoérek pamieci kosztuje 1 jednostke; wszystkie inne operacje sg za darmo.

Ten model jest staby i mato realistycznie oddaje wspdlczesne procesory, ale nadaje sie Swietnie do
dowodzenia twierdzen o ograniczeniach dolnych — wszystkie zachodzg rowniez w modelu RAM.

7.2

Wyniki
Ajtai 1988[7] — Dowdd pierwszego nietrywialnego ograniczenia dolnego w(1) — Q(y/logw).

Miltersen 1994[8] — Dowdd tego samego wyniku uzywajac zlozonosci komunikacyjnej oraz

Q(Jlogn).
Miltersen, Nisan, Safra, Wigderson 1995[9] & JCSS 1998[10] — Wprowadzenie techniki elimi-
nacji rund, czystszy dowdd tego samego ograniczenia.

Beame, Fich 1999[11] & JCSS2002[12] & manuskrypt 1994 — Dowdéd mocnych ograniczen

Q(log)igw) oraz lolgﬁ)gn). Autorzy dodatkowo zaprezentowali statyczng strukture osig-

log w

gajaca O(min{ Toglog ./lolgﬁj gn)}, co pokazuje ze te ograniczenia sa optymalne biorac pod
uwage tylko n i w.

Xiao - praca doktorska 1992 na U.C. San Diego[13] — Niezalezny, wczesniejszy, dowdd tego
samego ograniczenia co Beame i Fich.

Sen - CCC 2003[14]; Sen, Venkatesh - JCSS2008[15] — Silniejsza wersja lematu eleminacji
rund, dajaca czystszy dowdd.

Patrascu, Thorup - STOC 2006[16]; SODA2007[17] — Waskie ograniczenia dla a = log 7, gdzie
s to uzyta pamieé:

w
a

w

7 . ) (2)
Toen 108 5) log(log ¥/ log lo%)

w — logn log log

)

©(min{log,, n,log( - Toa

Ten kompromis pomiedzy n, w i s pokazuje, ze biorac pod uwage tylko struktury danych

uzywajace O(nlog®® n) pamieci, optymalny czas operacji to ©(min{log,, n, loglo% ). To
Toglgn

implikuje ze drzewa van Emde Boasa sa optymalne jesli w = O(logn), natomiast drzewa
fusion sa optymalne jesli logw = Q(v/log nloglogn)

Przedstawione wyniki sg wlasciwie dla prostszego problemu — koloru przodka. Kazdy element jest
czerwony lub niebieski, zapytanie na elemencie x zwraca kolor przodka x. Poniewaz mozna rozwigzaé
problem koloru przodka uzywajac operacji PREDECESSOR, dolne ograniczenie dla koloru przodka
da dolne ograniczenie dla problemu przodka.



7.3 Model ztozonosci komunikacyjnej

Rozpatrzymy problem w modelu zlozonosci komikacyjnej. Niech Alicja reprezentuje algorytm, a
Bob pamie¢. Dane wejéciowe Alicji to zapytanie x; Boba struktura danych y. Alicja i Bob mo-
ga komunikowaé sie wysylajac sobie wiadomosci o wielkoSci nie wiekszej niz odpowiednio a i b.
Zalozymy, ze a = O(logn), by bylo mozliwe adresowanie calej struktury danych (pamietajmy o
zalozeniu, ze struktura danych ma nie przekraczaé¢ wielomianowej wielkosci), i b = w, tak by Bob
zwracal jedno stowo pamieci. Celem jest policzenie pewnej funkcji f(z,y). W naszym przypadku
funkcja f to problem koloru poprzednika. Parametrem, ktéry nas interesuje jest liczba wiadomosci
wymienionych pomiedzy Alicja i Bobem. Jest ona niewieksza niz dwukrotno$é liczby zapytan w
modelu cell — probe. Zauwazmy, ze model ten jest bardzo silny — Alicja i Bob moga wykonywaé
dowolne obliczenia.

7.3.1 Ograniczenie dolne problemu nastepnika

Udowodnimy ograniczenie dolne ©(min{log, w,log, n}) na ilo$¢ wysylanych wiadomosci w grze
komunikacyjnej. Z tego mozna wyprowadzi¢ ograniczenie dane przez Beame’a i Fich’a. Mamy a =
©(logn), tzn. uzyta pamiec¢ to nPM) | oraz b = w. Ograniczenie dolne jest najgorsze (najmniejsze)
gdy:

logw  logn

log, w = logyn = = = log? w = lognloglogn (3)
loglogn  logw
W stosunku do n, logw = /log nloglogn, wiec ograniczenie wynosi log, w = lolglgozn‘ W stosunku
do w, loglogw = ©(loglog n), wiec ograniczenie wynosi log, n = log’ﬁ)gw.

7.3.2 Eliminacja rund

Eliminacja rund moze by¢ uzyta w dowolnej grze komunikacyjnej, niekoniecznie zwigzanej z pro-
blemem nastepnika. Daje ona warunki dla ktérych pierwsza runda komunikacji moze by¢ wyelimi-
nowana.

Definicja 1. Niech f*) bedzie wariantem f, w ktérym Alicja ma k wejsciowych danych x1,- - - , xy,
a Bob ma wejscia y,i € {1,---k} oraz x1,--- ,x;—1. Celem jest policzenie f(z;,y).

Zal6zmy, ze Alicja musi wystaé pierwszg wiadomosé. Zauwazmy, ze ona musi wystaé tg wiadomosé
mimo, ze nie wie jakie jest ¢. Je$li a << k, z duzym prawdopodobienstwem Alicja nie wysle
nic ciekawego o z;, co jest jedyna interesujaca czescia jej odpowiedzi. A wiec mozemy traktowaé
protokélt jako zaczynajacy sie od drugiej wiadomogci, eliminujac pierwsza.

Lemat 2 (Lemat o eliminacji rund). Zalézmy, Ze jest protokdl dla f®) w ktérym Alicja méwi
pierwsza, ktory uiywa t wiadomosci i jego prawdopodobienstwo bledu wynosi 6. Wtedy jest protokdt
dla f, gdzie Bob mowi pierwszy, ktory uzywa t — 1 wiadomo$ci © ma prawdopodobieristwo bledu

§ +O0(Va/k).



7.3.3 Szkic dowodu ograniczenia

Niech ¢ bedzie liczba rund komunikacji (czyli liczba zapytan do pamieci) wykonanych przez algo-
rytm. Naszym celem jest wykonanie ¢ eliminacji rund, eliminujac wszystkie wiadomosci. W miare
eliminowania kolejnych rund, redukujemy n i w do jakich§ n’ i w’. Chcemy za kazdym razem
zwiekszaé prawdopodobienstwo btedu o co najwyzej é, aby na koncu otrzymac nietrywialne praw-
dopodobienstwo sukcesu (co najmniej %)

7.3.4 Eliminacja Alicja = Bob

Wejscie Alicji ma w’ bitéw (na poczatku w = w'). Podzielmy je na k réwnych kawatkéw 1, xa, - - - , 2k,
gdzie k = O(at?). Kazdy kawalek jest liczba w’/k-bitows.

Mozemy skonstruowaé drzewo, w ktorym kazdy wierzcholek ma ow'/k synéw, na w’-bitowych sto-
wach odpowiadajgcych mozliwym wejéciom Alicji, ktére sa elementami struktury danych. Drzewo
ma wtedy wysokosé k. Ta technika jest podobna do drzew vEB, z tym ze zamiast podzieli¢ zapytanie
na dwie czeéci, dzielimy na k czesci.

Poniewaz udowadniamy ograniczenie dolne, mozemy dobra¢ dane dowolnie by sprawié, ze problem
jest trudny. Niech elementy w strukturze danych maja wspdlny prefiks dlugosci ¢ z zapytaniem
Alicji i niech wszystkie réznig sie na i-tym kawalku. A wiec wszystkie elementy sa rozgalezione
w i-tym kawalku (najtrudniejszy przypadek drzew vEB). Alicja i Bob znaja strukture wejsé, wiec
Bob potrzebuje znaé tylko i, wartos$¢ i-tego kawalka oraz xi,--- ,x; (bo wszystkie wartosci Boba
musza mie¢ wspélny prefiks). Wiec gdy wyeliminujemy wiadomos$é Alicji, w’ jest zredukowane do
w'/k = ©(w' /at?). Uzywajac lematu mozna pokazaé, ze prawdopodobienstwo bledu zwigksza si¢ o
O(1/t), czyli dokladnie tyle, na ile mozemy sobie pozwoli¢ w jednej rundzie.

7.3.5 Eliminacja Bob = Alicja

Wiadomosé Alicji jest wyeliminowana, wiec Bob méwi pierwszy, wiec nie zna wartosci zapytania.
Wejscie Boba to n’ liczb dlugosci w’. Podzielmy ten zbiér na k kawatkéw zlozonych z n'/k liczb
kazdy, gdzie k = ©(bt?). To jest analogiczne do drzew fusion, gdzie drzewa te rozgaleziaja sie,
zmniejszajac n o wspélezynnik w!/®.

Ponownie mozemy skonstruowaé¢ trudna instancje problemu. Prefiksujemy liczby w kazdym kawal-
ku wartoscia dtugosci log k, dajac unikalny identyfikator kazdemu kawatkowi (i-ty kawalek bedzie
zaczynal si¢ prefiksem 7). Zapytanie Alicji zaczyna si¢ jakims losowym prefiksem dlugosci log &, kté-
ry decyduje o tym ktory kawalek jest interesujacy, wiec uzywajac lematu mozemy wyeliminowaé
wiadomo$é Boba zwiekszajac prawdopodobienstwo bledu o O(1/t).

Eliminacja redukuje n’ do n'/k = ©(n'/bt?) oraz w' do w' — logk = O(logbt?). Dopdki w jest
niemate (Q(log bt?)), ostatni sktadnik mozna pominaé (redukuje on w o rzad co najwyzej 2).

7.3.6 Zatrzymanie eliminacji

Kazda runda redukuje n’ do ©(n'/bt?) i w’ do ©(w'/at?) oraz mozna uzyskaé prawdopodobiefistwo
bledu mniejsze niz % odpowiednio dobierajac stale.
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Zatrzymujemy eliminacje gdy w’ = O(log bt?) lub n’ = 2. Stopien redukcji daje nam ograniczenie
dolne ¢t = Q(min{log,;> w,logy2 n}). Poniewaz t = O(logn), a > logn i t = O(logw), b = w,
podstawy logarytméw sa odpowiednio pomiedzy a i a® oraz bib3. A wiec otrzymali$my ograniczenie
dolne t = Q(min{log, w,log, n})

7.4 Bez zalozenia skonczonego uniwersum

W modelu drzew decyzyjnych, algorytm jest widziany jako drzewo. Wezly reprezentuja dowolne
obliczenie z wyjatkiem skokéw, a krawedzie wychodzace z wezléw reprezentuja decyzje. Kazdy
wezel moze mie¢ O(1) synéw. Diugoéé drogi z korzenia do liscia w danej instancji algorytmu jest
dtugoscia dziatania algorytmu. Zatem ztozonosé czasowa to wysoko$é drzewa.

Twierdzenie 3. W modelu drzew decyzyjnych kazda struktura danych implementujgca operacje
INSERT 7 SUCCESSOR wymaga 2(logn) zamortyzowanego czasu wykonania.

Dowéd: Redukcja liniowa z sortowania:

Algorithm 3 Sort(ai,as,...,a,)

for i =1ton do
INSERT(a;)
end for
print = SUCCESSOR(—00)
fori=1ton—1do
print z = SUCCESSOR(x)
end for

Powyzsza procedura w oczywisty sposéb sortuje elementy aq,ag, - - - , an. Zatem SORT <pjn INSERT
& SUCCESSOR. Sortowanie n elementéw ma n! réznych permutacji, wiec jest co najmniej n! lisci w
drzewie decyzyjnym sortowania. Zatem wysoko$¢ drzewa jest (nlogn), a wiec rowniez zlozonosé
sortowania.

INSERT & SUCCESSOR jest nielatwiejsze od sortowania, wiec dla tego problemu dolne ograniczenie
w modelu drzew decyzyjnych to réwniez Q(n logn), wiec amortyzacyjnie kazda operacja potrzebuje
Q(logn) czasu.

8 Zastosowania

Struktury danych implementujace stownik z uporzadkowanego uniwersum z INSERT, DELETE i SUC-
CESSOR maja kilka zastosowan.

8.1 Union-split-find
Union-split-find:
e T - podzial {1,2, - ,u} na przedzialy.
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e T.find(z) - zwraca nazwe przedziatlu zawierajacego x.
e T.union(z) - laczy przedzial zawierajacy = z nastepnym przedziatem.

e T.split(x) - dzieli przedzial I zawierajacy x na przedzialy I N[1,z] oraz I N [z + 1,u].

Implementacja: Przedzialy mozna reprezentowaé przez ich najwiekszy element. Zatem podzial
[1,2z1], [z1+ 1,22, , [vx + 1, u] mozna reprezentowaé przez zbiér S = {x1,x2, - ,xk,u}. Zbiér S
mozna przechowaé¢ uzywajac stownika z uporzadkowanego uniwersum. Wtedy 7. find to SUCCES-
SOR, T.union to DELETE a T.split to INSERT.

8.2 Sortowanie liczb calkowitych ze skoniczonego uniwersum

Implemetacja jest identyczna jak w twierdzeniu 3.
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