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Streszczenie

Problem asymptotycznie najlepszych drzew poszukiwan binarnych wcigz pozostaje
otwarty. Praca przedstawia jeden z postulowanych modeli dla wersji online tego proble-
mu oraz definicje konkurencyjnosci. Prezentuje dowdd dolnego ograniczenia dynamicznie
optymalnej struktury online oraz opis dziatania wraz ilustracjami i z analiza zlozonosci
drzew Tango o wspdlczynniku konkurencyjnosci O(lglgn).

1. Wprowadzenie

Teoria ztozonosci obliczeniowej to opis ciaglego dazenia ku perfekcji, czyli ku lepszym, szyb-
szym i - jesli to mozliwe - optymalnym strukturom danych i algorytmom. Drzewa wyszukiwan
binarnych sg z pewnoscig jednymi z najstarszych i popularniejszych struktur, a mimo to wciaz
bada si¢ ich mozliwosci oraz poddaje usprawnieniom. Drzewa Tango poruszone w tej pracy sa
Swietnym tego przykltadem - zblizyly sie do doskonatosci na odlegtoéé mniejsza niz pozostale
drzewa BST (a przynajmniej w zakresie dowodu konkurencyjnosci). By jednak moc zaczaé
moéwié¢ o lepszych i gorszych strukturach, niezbedne jest ustalenie co i przy pomocy jakich
kryteriow chcielibysmy ze soba poréwnywac.

1.1. Model obliczen

Rozwazmy strukture danych BST bez operacji dodawania i usuwania elementéw, tzn. wspie-
rajaca wylacznie wyszukiwanie, na statycznym ustalonym uniwersum kluczy. Skupimy sie
wytacznie na poszukiwaniach konczacych sie sukcesem, ktére bedziemy nazywaé zapytania-
mi lub dostepami. Danymi wejSciowymi takiej struktury jest ciag zapytan X, sktadajacy sie
z kluczy x1, 29, ..., Tn. Dodatkowo ograniczymy sie do dtugich ciagéw zapytan - takich, dla
ktorych m > cn dla odpowiednio duzej stalej c.

W wersji online, w kazdym z wierzchotkéw drzewa takiej struktury, poza kluczem przechowy-
wana jest stata iloé¢ informacji dodatkowych. Strukture taka definiuje algorytm obstugujacy
dane zapytanie z;, nazywany rowniez algorytmem zapytania BST. Algorytm ten dysponuje
wskaznikiem przy pomocy ktérego wykonuje kolejne operacje na podstawie funkcji klucza,
danych dodatkowych i wartosci zapytania. W szczegdlnoéci - na jego decyzje moze wplywaé
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przesztosé, ale nie dysponuje on wiedza o przysztych elementach ciagu zapytan. Na poczatku
kazdego zapytania x; wskaznik jest z powrotem ustawiany na korzen drzewa (jedna operacja).
Nastepnie algorytm moze wykonywaé ciag sktadajacy sie z operacji przesuwania wskaznika do
lewego syna, prawego syna lub ojca oraz rotacji na wskazniku i jego ojcu. Operacje w trakcie
ktorej wskaznik jest przesuwany lub ustawiany na dany wierzchotek nazywamy rowniez odwie-
dzeniem tego wierzchotka. Kazdej z operacji przypisuje sie koszt jednostkowy, ktorych suma
w efekcie daje koszt calego zapytania. Sume kosztow zapytan dla danego ciagu X nazywamy
kosztem obstuzenia tego ciagu przez dang strukture BST.

Model ten, podobny do tych do wprowadzonego juz w [ST83] i stosowany w [Wil89] wydaje sie
mocno uproszczony, jednak nawet dla niego wiele probleméw pozostaje nierozstrzygnietych.

1.2. Definicja konkurencyjnosci

Dla danego konkretnego ciagu zapytan X, istnieje struktura danych BST ktéra wykonuje go
optymalnie, tzn. w najkrétszym czasie. Niech OPT(X) oznacza ilo$é jednostkowych operacji
wykonanych przez najszybsza strukture BST dla ciggu zapytan X. Ze wzgledu na to ze
OPT(X) dotyczy konkretnej instancji problemu, mozemy traktowaé go jako réwnie dobrze jak
optymalne drzewo offline, takie, ktére wie jakie zapytania pojawia sie w przysztosci. Mozemy
rowniez zalozyé, ze taka struktura zaczyna w optymalnym stanie zawierajacym n kluczy.
Zalozenie to zmniejsza ilo$¢ operacji koniecznych wykonania o conajwyzej O(n), poniewaz
kazde drzewo BST w czasie liniowym da sie przerotowa¢ na dowolne inne (na tym samym
zbiorze kluczy). Dla OPT(X) > m i m > n jest to zatem réznica o staly wspoélczynnik.
Strukture danych BST nazywamy dynamicznie optymalna, jesli wykonuje wszystkie ciagi
zapytan X w czasie O(OPT(X)). Struktura taka jest C' — konkurencyjna, jesli wykonuje te
ciagi (odpowiedniej diugosci) w czasie conajwyzej C' - OPT(X). W szczegblnosci struktura
dynamicznie optymalna jest O(1) — konkurencyjna.

1.3. Poréwnanie popularnych struktur

Wiele prac i badan naukowych w zakresie poszukiwan optymalnych drzew BST po$wiecono
drzewom splay, po raz pierwszy opisanym przez Sleatora i Tarjana [ST85]. Drzewa te sa sa-
moorganizujaca sie struktura poszukiwan online, korzystajaca z prostej heurystyki - klucz,
ktorego dotyczylo ostatnie zapytanie zostaje przesuniety do korzenia drzewa wraz z zacho-
waniem porzadku BST. Postawiona przez samych twércow hipoteza, jakoby drzewa te byty
O(1) — konkurencyjne nadal pozostaje nierozstrzygnieta. Powstalo przez ten czas kilka gor-
nych ograniczen na pesymistyczng ztozono$é¢ drzew splay - udowodniono min. ze dla niektérych
klas zapytan osiagaja one ztozono$é o(mlgn). Przykladowo, twierdzenie o dostepie sekwencyj-
nym, w ktorym zapytania tworza porzadek symetryczny ogranicza ilos¢ operacji wykonanych
przez drzewo splay do m + 4.5n, niezaleznie od ukladu poczatkowej struktury[AE04]. Jedno-
czesnie istniejg klasy zapytan, dla ktérych drzewa te réwniez dzialaja w czasie liniowym, lecz
najlepsze znane ograniczenie wciaz jest rzedu O(mlgn). Tym samym nie przedstawiono jak
dotad dowodu na konkurencyjnos$é¢ drzew splay (wzgledej dynamicznie optymalnej struktury
BST) mniejsza niz trywialne O(lgn), charakteryzujace zwykte drzewa zbalansowane takie jak
drzewa AVL, drzewa czerwono-czarne i inne.



Drzewa Tango wymy$lone przez Erica Demain’e i innych [DHIP04] sa pierwsza udowodniona
struktura BST $cisle przekraczajaca ta granice i osiagajaca O(lglgn) - konkurencyjnosé.

2. Dolne ograniczenie - przeplot

Teoria informacji dostarcza dowodow na to, ze kazda struktura BST dziatajaca online po-
trzebuje wykonaé Q(mlgn) operacji dla przecietnego ciagu zapytan, nie stanowi to jednak
Scistego oszacowania dla konkretnej instancji problemu. Wilber przedstawit dwa, jedyne jak
dotad dolne ograniczenia na czas dzialania OPT(X) z naszego modelu[Wil89]. W swojej pra-
cy dowodzi miedzy innymi, ze dla dowolnej struktury BST istnieje taki ciag zapytan, ktéry
wymaga od niej wykonania Q(lgn) operacji dla pojedyficzego zapytania. Tym samym zrow-
nuje on wszystkie takie struktury pod wzgledem pesymistycznej ztozonosci do Q(mlgn) - w
najgorszym wypadku zatem OPT(X) nie jest lepszy od zwyklego drzewa zbalansowanego.

Oba dowody przedstawione przez Wilbera sa dosy¢ skomplikowane i owocuja ztozonymi funk-
cjami zaleznymi od wejéciowego ciggu zapytan. W dalszej czesci pracy skupimy sie na uprosz-
czonym wariancie pierwszego ograniczenia, zaprezentowanym przez Erica Demaine’a i innych
[DHIP04], wystarczajacym do okreslenia konkurencyjnosci drzew Tango.

2.1. Drzewo przeplotu

Zdefiniujmy na potrzeby dowodu i przysztych analiz drzewo przeplotu P dla zbioru kluczy
{1,2,3...n} jako idealne drzewo binarne zawierajace owe klucze w swoich wierzchotkach. Przez
idealne drzewo rozumiemy takie, w ktérym kazdy wierzcholek poza lisciem ma dwoje potom-
kéw 1 wszystkie liScie sa na tym samym poziomie.

Dla kazdego wierzchotka y w drzewie P, niech P, oznacza poddrzewo wyznaczone przez y,
tzn. ktorego y jest korzeniem. Okreslamy jego prawy region R, jako zbiér wierzchotkéw z
prawego poddrzewa y, oraz lewy region, L, jako zbiér wierzchotkéw z lewego poddrzewa y
wraz z .




Majac dany wierzcholek y, etykietujemy elementy z ciagu zapytan X w naszym problemie, za-
pisujac sobie czy szukane klucze znajduja sie w lewym czy w prawym regionie y (pomijamy te,
ktére nie znajduja si¢ w poddrzewie P,). Maksymalny, uporzadkowany podciag z;, , zi,, ...75,
zapytan o wierzchotki alterujacych miedzy etykietami ”lewy”, ”prawy” nazywamy przeplo-
tem y, a warto$¢ p - jego moca. Ograniczenie przeplotu IB(X) jest suma mocy przeplotéw
po wszystkich wierzchotkach y € P.
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Wartosé tej funkcji mozna réwniez wyrazi¢ wzorem:

(1)  IBX)=)Y {o<i<m:(X;€LyAXi11€Ry)V(Xi€RyAXi1 €Ly}
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2.2. Dowdd dolnego ograniczenia

Udowodnimy, ze:
Teza 1. %(X) — n jest dolnym ograniczeniem na OPT(X), tzn. koszt optymalnego drzewa
offline ktore obstuguje cigg zapytarn X.

Forma twierdzenia ttumaczy réwniez dlaczego w modelu konieczne bylo przyjecie m > n.

Niech T bedzie dowolnym drzewem BST zgodnym z naszym modelem. Przez T; bedziemy
oznaczaé stan tego drzewa po wykonaniu zapytan xi, za, ..., T;—1, T;.

Rozwazmy przeplot przez wierzchotek y nalezacy do P. Przez punkt przejscia dla y w danym
momencie ¢ nazywamy wierzchotek z T; o najmniejszej glebokosci, taki, ze $ciezka od korzenia
T; do tego wierzchotka zawiera po conajmniej jednym z kluczy z lewego i prawego regionu
y. Bezpoérednio z definicji wynika, Ze znajduje si¢ on w zbiorze R, albo L, i jest pierwszym
napotkanym kluczem ze swojego regionu.
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Kazdy algorytm dziatajacy na drzewie BST, uzyskujac dostep do jakiego$ elementu z lewego
regionu ¥y i elementu z prawego regionu y, zgodnie z intuicja bedzie musial conajmniej raz
odwiedzi¢ ktory$ z punktow przejscia dla y tzn. spetni¢ warunek przejscia.

Bedziemy chcieli oszacowaé z dotu liczbe wykonanych operacji przez ilo$¢ warunkéw przejscia,
ktore bedziemy musieli spetnié. Ich zsumowanie ulatwiaja nastepujace 3 wlasnosci:

1) W danym momencie i wierzchotek y ma dokladnie jeden punkt przejscia

2) Punkt przejscia jest staly dla danego wierzcholka az do czasu jego odwiedzenia (po-
trzebne do zmiany sposobu sumowania)

3) Nie mozemy jedna operacja spelni¢ kilka warunkéw przejécia (zaden z wierzchotkéw nie
jest punktem przejécia dla wiecej niz jednego innego wierzchotka)
Lemat 2. Dla danego wierzcholka y w danym momencie © istnieje dokladnie jeden punkt
przejécia.

Dowdéd. Niech t bedzie najnizszym wspélnym przodkiem (dalej oznaczanym jako LCA; de-
finicje i wlasnosci mozna znalezé min. w pracy Harela i Tarjana [HT84]) wszystkich wierz-
chotkéw z T;. Podobnie [ - LC A wszystkich wierzchotkéw z T; z lewego regionu y oraz r -
LC A wszystkich wierzchotkéw z prawego regionu y. LC' A danego zbioru punktow jest jedno-
znaczy i z definicji nalezy nadal do przedziatu, z ktérego pochodza klucze. Wybrane regiony
sg cigglymi przedziatami, zatem ich LC A réwniez nalezg do odpowiadajacych zbioréw, tzn.
t e T;,l € Lj,r € R;. Dodatkowo ¢t musi by¢ réwne [ lub r, z uwagi na to, ze T; = L; U R;
Przez symetrie oraz dla ustalenia uwagi zalézmy, ze t € L; — t = [, zatem [ jest przodkiem
r. W takim razie to r jest punktem przejscia dla y - poniewaz Sciezka od korzenia drzewa
do niego zawiera po drodze wierzcholek z lewego regionu y (1) oraz jest najkrétsza droga
do jakiegokolwiek wierzchotka z prawego regionu (w tym przypadku r jako ich najnizszego
wspdblnego przodka).

O]

Lemat 3. Dla danego wierzchotka y jego punkt przejscia z nie ulega zmianie, jesli nie zostanie
odwiedzony przez algorytm drzewa BST.



Dowdd. Ustalmy przedzial czasowy [j, k|, oraz niech [, r beda jak w dowodzie poprzednie-
go lematu i ponownie dla ustalenia uwagi zalézmy, ze r jest punktem przejicia, a [ - jego
przodkiem (w momencie j). Skoro na tym przedziale czasowym nie odwiedzamy wierzchol-
ka r, to w konsekwencji nie odwiedzimy réwniez zadnego wierzchotka z jego poddrzewa - r
wcigz pozostaje LOA (R,) i jednoczednie lezy na najkrétszej sciezce od korzenia do dowolnego
wierzcholka z tego zbioru. By nadal pozostal punktem przejécia musimy zagwarantowacé, ze
na tej Sciezce zawsze znajdzie sie jaki§ wierzcholek z L,. Wierzchotek | w momencie j nie
znajdowal sie w poddrzewie r i bez odwiedzania naszego punktu przejScia nie mégl sie zna-
lez¢é w jego poddrzewie. Zatem LCA(I, r) nalezacy do zbioru L, (patrz poprzedni dowéd) i
znajdujacy sie na Sciezce z korzenia 1" do r gwarantuje, ze r nadal pelni role punktu przejécia
i konczy dowdd.

O
I na koniec wtasnos¢ niezbedna do sumowania:

Lemat 4. W danym momencie i zZaden wierzcholek z T; nie moze byé punktem przejécia dla
dwdch réznych wierzchotkow z P.

Dowdd. Rozwazmy dwa rézne wierzchotki y; i yo z drzewa P o takim samym punkcie przejscia
i okreslmy dla nich odpowiadajace [; i ; jak w dowodzie z Lematu pierwszego. Jesli zaden
z wierzchotkéw y; nie jest przodkiem drugiego w drzewie P, to ich poddrzewa sg rozlaczne,
zatem maja rozne punkty przejicia (taki punkt nalezy zawsze do poddrzewa Ty, ). W przeciw-
nym wypadku przez symetrie zalézmy ze y; jest przodkiem yo w drzewie P. Punkt przejscia
dla yo musi oczywiscie naleze¢ do T), - jest nim wyzszy z wierzchotkéw [y lub ry. Jednocze-
$nie, tylko nizszy z nich moze by¢ kandydatem na punkt przejscia dla yo - dochodzimy do
Sprzecznosci. O

Tym samym dysponujemy juz wszystkim, czego nam trzeba, by ostatecznie udowodnié¢ nasza
teze.

Dowdd. Checemy ograniczy¢ liczbe operacji potrzebnych do wykonania przez liczbe koniecz-
nych do odwiedzonia punktéw przejscia. Dzigki lematowi 3 mozemy zsumowaé te punkty
po wierzchotkach y z drzewa P ktérym odpowiadaja. Dla wierzchotka y i jego przeplotu
Ty s Tiy, ... x4, rozwazmy odcinki czasowe [igj_1,42;] dla 1 < j < [§] oraz zdefiniujmy ponow-
nie [ i r. Kazde odwiedzenie wierzchotka z lewego regionu wymaga odwiedzenia [, podobnie
jak kazde odwiedzenie wierzchotka z prawego regionu wymaga odwiedzenia r. By uniknaé
kosztu punktu przejscia dla y, gdzie$ na tym przedziale czasowym musialby sie on zmienié¢
z T na [ lub odwrotnie. Jednakze zgodnie z lematem 2 taka zamiana wymaga odwiedzenia
tego punktu. Zatem na kazdym z tych przedzialéw conajmniej raz musi zosta¢ odwiedzony
jaki§ punkt przejscia dla y. Sumujac po przedzialach wychodzi nam, ze algorytm dzialajacy
na BST musi wykonaé¢ conajmniej [5] > £ — 1 odwiedzen. Sumujac po wszystkich y € P
otrzymujemy zalezno$é¢ od IB(X).

p _ZePpy _ IB(X)
g ()=




3. Gorne ograniczenie - Drzewa Tango

3.1. Opis struktury

Drzewa Tango beda odzwierciedleniem innej, abstrakcyjnej struktury opartej na drzewie prze-
plotu, wprowadzonym przy dowodzie dolnego ograniczenia na czas dziatania optymalnego
BST. Ponownie rozwazmy idealne drzewo binarne P na tym samym zbiorze kluczy {1,2,...n}.
Tym razem, dla kazdego wierzchotka wewnetrznego y € P wyrdzniamy krawedz do prefero-
wanego syna - lewa, lub prawa, w zaleznosci od tego, czy ostatnie zapytanie dla poddrzewa
y dotyczylo odpowiednio lewego lub prawego regionu (w szczegdlnosci, zapytanie o y be-
dzie odnosilo sie do lewego regionu). Ponadto dla liéci i wierzchotkéw z poddrzew jeszcze
nie odwiedzanych nie wyrézniamy preferowanego syna. Tym razem drzewo nie jest zupelnie
statyczne. Niech P; oznacza teraz stan tego drzewa w momencie %, tzn. po ciagu zapytan
1,2, ..., x;. Stan ten jest wyznaczony jednoznacznie i zalezny wylacznie od ciagu zapytan
X. Jedli przyjrzymy sie drzewu P to widzimy réwniez, ze w danym momencie ¢ podgraf wy-
réznionych krawedzi tworzy jego dekompozycje na tzn. preferowane sciezki (sp6jne sktadowe
tego podgrafu).

Struktura drzewa Tango bedzie reprezentowaé¢ wtadnie ta dekompozycje. To znaczy, ze w
danym momencie ¢ abstrakcyjnemu drzewu P; bedzie odpowiadaé¢ stan drzewa Tango T;.
Kazda z istniejacych w danym momencie éciezek preferowanych bedzie reprezentowana przez
zbalansowane drzewo BST, zwane drzewem pomocniczym. Na poziomie koncepcyjnym mozna
wyobrazaé je sobie zatem jako drzewo drzew - na poziomie strukturalnym drzewo Tango
wygladac¢ bedzie jednak jak zwykte drzewo BST, spelniajace zalozenia z naszego modelu. Ten
wymog oraz statycznosé¢ drzewa wyrdzniaja je od drzew Link-cut Sleatora i Tarjana|Tar83] i
sprawiaja ze niektore operacje taczenia i dzielenia poddrzew pomocniczych wymagaja wiekszej
uwagi. Oba rodzaje drzew bazuja jednak na tej samej metodzie dekompozycji na $ciezki
preferowane.

3.2. Opis algorytmu

Algorytm Tango bedzie wykonywany sekwencyjnie zgodnie z modelem drzewa BST online na
ciggu zapytan X. Dla danego zapytania x; i stanu drzewa T; algorytm ten ma dwa cele do
spelnienia:



1) Odwiedzenie wierzchotka zawierajacego klucz z zapytania x; (warunek konieczny obstu-
zenia zapytania)

2) Zmiana stanu z T;_1 na T;, odpowiadajacy abstrakcyjnemu drzewu P; (warunek zacho-
wania wlasnosci struktury)

Wyszukiwanie wierzchotka bedzie nastepowalo identycznie jak w zwyklym drzewu BST. Za
kazdym razem, kiedy bedziemy przechodzili przez krawedZ niepreferowana, bedzie to ozna-
czato przejscie do kolejnego drzewa pomocniczego. Niech 51, So, ...Sk11 bedzie ciagiem odwie-
dzanych przez nas kolejno Sciezek reprezentowanych przez drzewa pomocnicze. Przy kazdym
przejéciu z S; do S;41 bedziemy musieli dokonaé rozcigcia Sciezki S; na dwie - gérng i dolna,
wzgledem wierzchotka z ktérego dokonaliSmy przejscia. Jego efektem bedzie odjecie taczacej
obie czesci krawedzi od zbioru krawedzi preferowanych. Nastepnie algorytm polaczy gdérna
czes¢ Sciezki S ze Sciezka Sjy1, dodajac taczaca je krawedz do zbioru preferowanych. Na sam
koniec algorytm dokona jeszcze jednej pary operacji cigcia i ztaczenia jesli wierzcholek z; w
drzewie nie byl liSciem i posiadal krawedz preferowana do prawego syna (zgodnie z nasza
definicja, nalezy ja wéwczas zmienic).

Wszystkie te operacje, odnoszace sie do sciezek w abstrakcyjnym drzewie P, beda w praktyce
wykonywane na drzewach pomocniczych z T'. Ponizszy rysunek stanowi przyklad zaleznosci
miedzy takimi Sciezkami i drzewami:

3.3. Drzewa pomocnicze

Drzewo pomocnicze jest rozszerzonym drzewem czerwono-czarnym, przechowujacym Sciezke
preferowana, skierowang od korzenia w strone lisci w porzadku kluczy. Kazdy z wierzchot-
kéw zawiera réwniez swoja ustalona i niezmienna gleboko$¢ w drzewie P oraz maksymalna
i minimalna z wysokosci z wierzchotkéw w swoim poddrzewie (drzewa pomocniczego), oraz
informacje o tym, czy jest korzeniem drzewa, czy nie. Glebokosci tworzg zatem spéjny pod-
ciag na przedziale [0,lg(n + 1)]. Najplytszy z wierzchotkéw nazywamy szczytem $ciezki, a
najglebszy - jej dnem. ChcielibySmy dla tak reprezentowanych $éciezek wykonywaé w czasie
logarytmicznym od wielkoéci drzewa operacje:

1) Wyszukiwania elementu

2) Cigcia drzewa pomocniczego na dwa rozlaczne drzewa wzgledem danej glebokosci d



3) Laczenia dwbéch drzew pomocniczych zawierajacych rozlaczne $Sciezki preferowane, z
ktérych dno jednej jest szczytem drugiej

Nasze drzewa pomocnicze od tych zdefiniowanych w Link-cut trees odréznia funkcja wago-
wa - porzadek w drzewie wg kluczy a nie wg glebokosci. Zaznaczajac ktére wierzcholtki sa
korzeniami drzew, jestedmy w stanie reprezentowaé¢ krawedzie miedzy drzewami traktujemy
jak zwykle krawedzie preferowane. Zaznaczane wierzchotki w trakcie trwania operacji wewne-
trzych dla danego drzewa pomocniczego, sg ignorowane, dzieki temu operacje te nie wplywaja
na wyglad innych sciezek.

Na drzewach czerwono-czarnych mozna zaimplementowaé funkcje wyszukiwania, rozdziela-
nia i scalania, w czasie O(lg k) gdzie k to rozmiar drzewa. Pierwsza z tych funkcji odpowiada
wlasnie wyszukiwaniu elementu w drzewie pomocniczym. Przy pomocy odpowiednio wykona-
nych operacji rozdzielania i scalania dla drzew czerwono-czarnych mozemy zaimplementowaé
réowniez ciecie i taczenie dla drzew pomocniczych. Przypomnijmy definicje:

1) Rozdzielenie drzewa czerwono-czarnego w wierzchotku z: przeksztalcenie drzewa w taki
sposéb, by x stal si¢ korzeniem, jego lewe poddrzewo stanowi drzewo czerwono-czarne
dla kluczy mniejszych od z, a prawe poddrzewo - dla kluczy wiekszych

2) Scalanie dwéch drzew czerwono-czarnych, ktérych korzenie maja wspélnego ojca x:
Przeksztalcenie drzewa w jedno, ktérego korzeniem jest x

Opis tych funkcji mozemy znalezé na przyktad w [CLRS]
Implementacja cigcia drzewa

Zal6zmy ze chcemy rozcigé drzewo A na glebokosci d. Wszystkie wierzcholki spetniajace te
wlasnosé tworza przedzial kluczy w tym drzewie (bo przechowuje ono $ciezke z abstrakeyj-
nego drzewa BST). W czasie O(lg k) korzystajac z zapamietanej w wierzcholtkach informacji
o maksymalnej glebokosci w danym poddrzewie znajdujemy wierzchotki [ r, wyznaczajace
konce tego przedziatu (tzn. wierzcholki o glebokosci wigkszej od d o najmniejszym i najwiek-
szym kluczu), oraz I’ i v’ - ich poprzednika i nastepnika, tworzacych przedzial otwarty (I, r').
Nastepnie dokonujemy rozdzialu kolejno wzgledem wierzchotkéw I/, r’. Na tym etapie, wierz-
chotek drzewa D, odpowiadajacego wszystkim wierzchotkom na glebokosci wiekszej niz d jest
lewym synem wierzchotka r’. By wyciaé go z drzewa, wystarczy teraz tylko zaznaczy¢ go jako
korzen drzewa pomocniczego. Od teraz bedzie on ignorowany przez funkcje drzewa A, dlatego
mozemy je z powrotem scali¢ kolejno na wierzchotkach 7’ oraz [I’.

Implementacja ztaczenia drzewa jest procesem dokladnie odwrotnym - wszystkie wymienione
czynnosci powtarzamy od konca. W rezultacie otrzymujemy jedno drzewo czerwono-czarne.

3.4. Analiza zlozonosci

Lemat 5. Algorytm Tango obstuguje cigg zapytan X na zbiorze kluczy {1,2,...,n} w czasie
O((OPT(X) +n)(1+1glgn))

Dowdd. Oszacujmy koszt jednego zapytania z; przez ilo$¢ operacji na drzewach pomocni-
czych, ktore musimy wykonaé¢. Niech k oznacza ilos¢ przejé¢ miedzy odwiedzanymi réznymi



drzewami pomocniczymi, czyli dokonanych zmian krawedzi preferowanych. Dla kazdego z nich
dokonujemy conajwyzej po jednej operacji:

1) Wyszukania (konczacego sie sukcesem lub przej$ciem do innego poddrzewa)
2) ciecia (w celu aktualizacji Sciezki)
3) zlaczenia (w celu aktualizacji Sciezki)
A w ostatnim drzewie - dodatkowo jednej operacji wyszukania zaznaczonego poprzednika x;.

Kazda z wyzej wymienionych operacji jestedémy w stanie wykona¢ na drzewach pomocniczych
w czasie logarytmicznym wzgledem ich wielkosci, zachowujac dalej ich wlasnoéci. Najdtuzsza
Sciezka preferowana, zaczynajaca sie w korzeniu, ma wysoko$¢ lgn 4 1. Zatem koszt przetwo-
rzenia jednego drzewa mozemy z gory ograniczy¢ przez c¢- O(lg(lgn+1)) = O(1 +1glgn) dla
stalej ¢, a koszt przetworzenia k + 1 takich drzew - O((k + 1)(1 +1glgn)).

Koszt przetworzenia ciagu zapytan X mozemy réwniez ograniczy¢ przez O(K - (1 + lglgn))
gdzie K to laczna liczba odwiedzen drzew/$ciezek w naszym drzewu Tango. Zauwazmy, ze
za kazdym razem, gdy odwiedzamy nowe drzewo (nie liczac pierwszego), dokonujemy zmiany
krawedzi preferowanej z lewej na prawa lub utworzenia nowej. Suma zmian krawedzi prefe-
rowanych jest zalezna wylacznie od ciagu zapytan - kazda taka zmiana oznacza odwiedzenie
wierzcholka z innego regionu niz ostatni dla danego poddrzewa, zatem nalezy do przeplotu.
Nie mozemy utworzy¢ wiecej krawedzi niz n, zatem K = O(IB(X) +n + m). W ten sposéb
koszt algorytmu Tango wynosi O((IB(X) + n+m)(1+1Iglgn)). Jednoczesnie z poprzednich
lematéw wiemy, ze OPT(X) > IBéx) —n oraz OPT(X) > m, zatem czas dzialania algorytmu
Tango wynosi O((OPT(X) 4+ n)(1+1glgn)).

O]

Okreslilismy bezposrednia zaleznos¢ dziatania drzew Tango w zaleznosci od dynamicznie opty-
malnego drzewa BST. W szczegélnosci dla m = §2(n) oznacza to, ze drzewa te sa O(lglgn)
- konkurencyjne. Korzystajac z dowiedzionego przez nas ograniczenia dolnego nie jesteSmy w
stanie poprawi¢ tego rezultatu. Sciezka preferowana bezposrednio z korzenia zawiera g(n+1)
wierzchotkow, zatem w odpowiadajacym jej drzewie zawsze bedzie znajdowal sie wierzchotek
na glebokosci lglgn. Zapytanie o taki wierzcholek moze dokonaé conajwyzej jednej zmia-
ny krawedzi preferowanej. Dla kazdego drzewa Tango istnieje zatem ustalony ciag zapytan
dotyczacych zawsze najglebszego wierzchotka w tym drzewie, w konsekwencji wymuszajac
wykonanie Q(IB(X) - (Iglgn + 1)) operacji.
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