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1 Wstep

Wyszukiwanie wzorca jest zadaniem znanym z dziedziny algorytméw tek-
stowych. Oparte na automatach skoniczonych algorytmy Boyera-Moore’a, Mor-
risa-Pratta, Knutha-Morrisa-Pratta i ich dalsze modyfikacje dobrze spelniaja
swojg role pod warunkiem, ze zalezy nam na wyszukaniu zadanego, pojedyn-
czego wzorca w tekécie. Gdy interesuje nas wyszukiwanie wielu wzorcow w tym
samym tekscie, poréwnywanie tekstéw lub okreslanie samopodobienstwa tekstu,
te algorytmy wciaz sa uzyteczne. Istnieja natomiast struktury danych, ktére mo-
ga nam poméc w wyszukiwaniu z lepsza ztozonoscia czasowa, takie jak drzewa
i tablice sufiksowe. Sa one dwiema réznymi strukturami danych, ktére nadaja
si¢ do przeprowadzania uzytecznych zapytan zwiazanych z wyszukiwaniem w
tekscie na wejsciu.

2 Definicje
Przypomnijmy i zdefiniujmy podstawowe pojecia:

Y. — alfabet
- — operator konkatenacji, zwyczajowo a - b oznaczamy przez ab
|w] — dlugosé stowa w
< — porzadek leksykograficzny
T = totyts. . .tp—1 — tekst dlugosci n, w ktérym ¢; € ¥
Ti = titi+1ti+2. . ~tn—1 - Z—ty suﬁks T

Aby ustalié¢ écisty porzadek na sufiksach danego tekstu, bedzie wygodnie do-
lozy¢ na koniec tekstu znak #. Przyjmujemy, Ze jest leksykograficznie mniejszy
od dowolnego symbolu z .

3 Drzewa sufiksowe

Drzewo sufiksowe dla tekstu T jest drzewem trie przechowujacym kazdy
sufiks T;.



3.1 Wyszukiwanie

3.2 Budowanie drzewa sufiksowego

4 Tablice sufiksowe

Tablica sufiksowa (ang. suffix array) SAr dla tekstu T to tablica zawiera-
jaca indeksy sufikséw 1" posortowane wedtug porzadku leksykograficznego tych
sufikséw. Wezmy dla przyktadu stowo

T=MISSISSIPP I #
012345678 91011

Porzadek sufiksow przedstawia ponizsza tabela

i | SA7[i] | Tsarp

0 11 7#

1 10 1#

2 7 IPPI#

3 4 ISSIPPI#

4 1 ISSISSIPPIF#

) 0 MISSISSIPPI#

6 9 PI#

7 8 PPI#

8 6 SIPPI#

9 3 SISSIPPI#
10 ) SSIPPI#
11 2 SSISSIPPI#

Czasami bedziemy potrzebowaé informacji na temat podobienstw dwoch su-
fiksow sgsiadujacych w tablicy SAr. Moze by¢ wtedy przydatny dostep do ta-
blicy LCP7 najdtuzszych wspélnych prefikséw (ang. longest common prefiz).

Definicja 1. LOPr[i] = max{|w| : w jest prefiksem Tsa, i) @ Tsapriv1]
Dla naszego stowa MISSISIPI# bedzie to

LCPr =(0,1,1,4,0,0,1,0,2, 1, 3) .

4.1 Wyszukiwanie wzorca

Dany jest wzorzec P = pop1p2. - .Pm—1- Wyszukiwanie wzorca M w teksécie T
mozna wykonaé za pomocg algorytmu 1, ktéry realizuje wyszukiwanie binarne.
Nie jest to najszybszy algorytm stuzacy do znajdowania wystapienia wzorca.
Jest jednak szybszy od algorytmu Knutha-Morrisa-Pratta dla T znacznie dluz-
szych od P. Latwo udowodnié¢ jego zlozono$é czasowa.

W algorytmie stosujemy poréwnywanie dwoch stéw w porzadku <. Jedno
takie poréwnanie trwa proporcjonalnie dlugo do dlugosci wzorca m. Binarne
przeszukiwanie zakresu dostepnych indekséow tekstu gwarantuje, ze poroéwnan
stéw bedzie O(logn). Calosé dokona si¢ zatem w czasie O(m logn).



Algorithm 1 Szukanie wzorca w tekscie

1: procedure FIND(String P, String T, Integer]] SA)
2 if P< TSAT[O] then

3 return 0

4: else if P = Tg4,[n—1) then
5: returnn — 1

6 else

7 [0

8 r—n-—1

9: while r — [ > 1 do

10: m— (I+7r)/2

11: if P < TSAT[m] then
12: r<—m

13: else

14: l—m

15: end if

16: end while

17: end if

18: return r

19: end procedure

4.2 Budowa tablicy sufiksowej

Zaprezentowany nizej algorytm Kéarkkainena-Sandersa buduje tablice sufik-
sowa w czasie i pamieci O(n) Pozwole sobie na niezalaczenie pseudokodu pro-
cedur RADIXSORTTHREES, RADIXSORTPAIRS i MERGE i pozostang przy opisie
stownym. Nie sg one na tyle ciekawe, by zapelniaé tresé¢ tej pracy. Aby czytelnik
zrozumial dziatanie tej metody, trzeba przyblizy¢ pojecie rangi. Ranga sufiksu T;
okredla jego pozycje w porzadku sufikséw. Tablica rang R jest w pewnym sensie
odwrotnoscia tablicy sufiksowej. Scidlej rzecz ujmujac R[i] = j < SA[j] = i.

Algorytm KS jest algorytmem rekurencyjnym. Spéjrzmy na zapis procedu-
ry COMPUTERANKS z algorytmu 2. Na wstepie dzieli indeksy na dwa zbiory
wzgledem reszty z dzielenia indeksu przez 3. Indeksy podzielne przez 3 zostaja
spisane w tablicy Sy a pozostale w S1s.

Wykorzystajmy S12 do utworzenia nowego stowa.Niech

Sia = (titats)(tatsta) (tatste) (tstetr) - . . (tuthriti+a),

gdzie k jest rozmiarem tablicy S12 po przejsciu krokéw 2-9. Jak widaé, jest to
konkatenacja kolejnych trojek stowa T pomijajac te zaczynajace sie na litery o
indeksach podzielnych przez 3. Warto zwréci¢ uwage na jeden szczegol technicz-
ny. Jesli pierwszy lub drugi symbol ostatniej tréojki jest ostatnim symbolem T,
woéwczas na kolejne pozycje tej (i by¢ moze wezedniejszej) trojki doktadamy bra-
kujace #. Kazda trdjke traktujemy jako pojedynczy symbol pewnego nowego
alfabetu.

Na tym etapie chcielibyémy znaé lokalne rangi stowa S1o. Beda one uzyte do
okreslenia rang stowa T. Aby to osiggnaé, wykonujemy sortowanie pozycyjne
tréojek. Pozycje tréjek w posortowej tablicy moga stanowié lokalne rangi, pod



warunkiem, ze kazde dwie tréjki roznia sie. Jesli tak nie jest, wywotujemy CoMm-
PUTERANKS z argumentem Rio. To nam gwarantuje, ze po wykonaniu krokéw
10-12 R;i5 jest tablica réoznowarto$ciowa.

W kolejnym kroku chcieliby$my okresli¢ lokalne rangi dla pozycji podzielnych
przez 3. Na tym etapie jest juz latwiej. Mozemy skorzystaé z tablicy Ri,. Niech

So = (to, R1)(t3, Ra)(te, R7) . .. (t;, Rjt1).

Majac dane lokalne rangi Rj2 i symbole bez problemu przeprowadzimy sor-
towanie pozycyjne par stowa Sy. Podobnie jak wczesniej, otrzymujemy tablice
Ry.

Algorithm 2 Karkkdinena-Sandersa

1: procedure COMPUTERANKS(String T')
2 j—0,k<0

3 fori=0...|T|—1do

4 if i =3 0 then

5: Solj ++] i

6 else

7 Slg[k + “r] — 1

8 end if

9: end for
10: Ri12 — RADIXSORTTHREES(S12)
11: if 3 #] . ng[l] = ng[]] then
12: R12 — COMPUTERANKS(R;2)
13: end if
14: Ry — RADIXSORTPAIRS(Sy, R12)
15: R — MERGE(Ry, Ri2)
16: return R

17: end procedure

18: procedure SUFFIXARRAY (String T)

19: R «— CoMPUTERANKS(T)
20: fori=0...|T|—1do
21: SA[R[i]] = ¢

22: end for

23: return SA

24: end procedure

Pozostalo scali¢ Ry i Ris. Nie jest to trudne, gdy na potrzeby scalania wyli-
czymy sobie ich odwrotnoéci. Dzieki temu wyznaczymy czesSciowa kolejnosé wy-
bierania elementéw. Trzeba jeszcze zdefiniowaé porzadek na pozycjach z dwoch
roznych klas. Nalezy przyjac, ze dla ¢ =35 0

(ti,Ri+1) < (tj,Rj+1) St <tV (ti =1; N\ Rit1 < Rj+1) j=s31
(ti < t;)V
(tistivr, Riv2) < (8,641, Rjy2) & (L =t Atigr < tj41)V j=32

(titivr =tjtjp1 A Riyz < Rjy2)



Przesledzmy czas wykonania jednego wywotania procedury COMPUTERANKS.
Przebiegniecie tablicy w krokach 3-9 zajmuje czas O(n). Wykonanie sortowa-
nia pozycyjnego w linii 10 trwa O(n) czasu, podobnie jak w linii 14. Utwo-
rzenie dwoéch odwrotnych tablic i scalenie w linii 15 odbywa si¢ réwniez w
czasie liniowym. Zauwazmy, ze przy rekursji przekazujemy w argumencie ta-
blice o rozmiarze % rozmiaru tablicy wejsciowej, z doktadnoscia do jednego
elementu. Stad wzér rekurencyjny na zlozono$é procedury COMPUTERANKS

T(n) =T(2n) + O(n) a to prowadzi do wniosku, ze T'(n) = O(n).

4.3 Tworzenie tablicy LC'P

Tablice LC'P mozemy obliczyé¢, gdy mamy juz dana tablice sufiksowa dla
danego tekstu. Zanim obejrzymy algorytm warto najpierw rozwazy¢ niezbyt
skomplikowana teze.

Lemat 1. Niech Rp i LCP7 oznaczajg odpowiednio tablice rang i najdiuzszych
wspdlnych prefikséw dla danego tekstu T. Wowczas dla i € [1...n — 2] zachodzi

LCP7[Ry[i]] > LCPy[Ryli — 1] — 1

Dowdd. Gdy LCPr[Rr[i — 1]] — 1 = 0, wéwczas nieréwno$é zawsze zachodzi.
Przyjmijmy, ze LCPr[Rr[i —1]] =1 > 1. Wtedy

Ty.k) . Tjg+1)=TEi—1.0+1-1).
Czyli T[j+ 1.5 +1) =T[i.i+1-1). O

Przejdzmy do algorytmu.

Algorithm 3 obliczanie LCP
1: procedure COMPUTERANKS(String T')
2 l—0

3 fori=0...n—1do

4 if R[i] > 1 then

5: Jj — SA[R[i] — 1]
6.
7

8

9

while S[i +1] = S[j + 1] do
I+ +
end while
LCPIR[i]] <1
10: I — max{l — 1,0}
11: end if
12: end for
13: end procedure

Poprawnos¢ algorytmu wynika z lematu 1. Jesli policzyliémy wczesniej diu-
gos¢ prefiksu dwéch sufikséw, mozemy to wykorzystaé przy liczeniu dlugosci dla
kolejnego sufiksu. Algorytm obliczajacy tablice najdluzszych wspélnych prefik-
sow przebiega wszystkie ¢ od 0 do n — 1. Wydaje sie, ze liniowy czas dzialania
jest zaburzony przez dzialajaca wewnatrz petle while inkrementujacg wartosé [.
Ale wystarczy tylko zauwazy¢, ze [ nie moze inkrementowaé wiecej niz n razy
a liczba dekrementacji jest tez nie wieksza od n. Dzigki temu algorytm 3 dziala
w czasie O(n);
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