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Streszczenie

Drzewa obszarów to struktura wykorzystywana do zadawania zapyta« o punkty w ob-
szarze ortogonalnym. O punktach mo»na my±le¢ jak o rekordach w bazie danych. Praca
zawiera opis struktury oraz algorytmu przy pomocy którego mo»na t¡ struktur¦ zbudowa¢.
Opisany jest równie» sposób zadania zapyta« o zbiór punktów. Wszystkie opisane algorytmy
s¡ analizowane zarówno je±li chodzi o zªo»ono±¢ czasow¡ jak i o pami¦ciow¡.

1 Opis problemu i jego motywacja na przykªadzie zadawania za-
pyta« bazie danych

Wyobra¹my sobie, »e chcemy uzyska¢ informacje o pracownikach naszej �rmy, którzy zarabiaj¡
miedzy 3000 a 4000 tysi¡ce zªotych oraz urodzili si¦ miedzy 1950 a 1955 rokiem. Ka»dy pracow-
nik mo»e zosta¢ opisany jako para informacji (pensja, rok urodzenia). Mo»na o tym my±le¢ jak
o punkcie w przestrzeni R2. Przykªadowy wynik zapytania:

�ródªo: Geometria Obliczeniowa. Algorytmy i zastosowania, M. de Berg

Uwaga 1.1 Zauwa»my, »e na ka»dy rekord zawieraj¡cy d pól mo»emy patrze¢ jak na punkt
w przestrzeni Rd. Zatem od teraz nie b¦dziemy my±le¢ o rekordach w bazie, ale o punktach w
przestrzeni Rd.
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2 Przeszukiwanie obszarów jednowymiarowych

Zaªó»my, »e mamy zbiór punktów na osi OX i interesuj¡ nas te nale»¡ce do przedziaªu [x, x′].
Dla zadanego zbioru punktów mo»emy zbudowa¢ zrównowa»one drzewo wyszukiwa« binarnych i
przy jego pomocy odpowiada¢ na zapytania o punkty z danego odcinka. Zaªó»my, »e mamy na-
st¦puj¡cy zbiór punktów: {3, 10, 19, 23, 30, 37, 49, 59, 62, 70, 80, 100, 105} i chcemy odpowiedzie¢
na pytanie o punkty le»¡ce w przedziale [18, 77].

�ródªo: Geometria Obliczeniowa. Algorytmy i zastosowania, M. de Berg

2.1 Algorytm budowy drzewa

Alg(P)

1: if |P| == 1 then

2: stwórz li±¢ pami¦taj¡cy jeden punkt
3: else

4: vvalue := mediana(Px);
5: podziel P na zbiory: Px≤mediana, Pmediana<x;
6: vlewy := Alg(P≤x);
7: vprawy := Alg(Px<);
8: end if

9: return v;

Twierdzenie 1 Czas budowy struktury to O(nlogn) a wymagana pami¦¢ to O(n).

Dowód 1 Czas: T (n) = 2 ∗ T (n
2 ) + O(n) = O(nlogn) - szukamy mediany oraz dwukrotnie wy-

woªujemy si¦ dla zbioru o poªow¦ mniejszego.
Pami¦¢: M(n) = 2∗M(n

2 ) +O(1) = O(n) - korze« zajmuje pami¦¢ rz¦du O(1). Inny sposób my-
±lenia o koszcie pami¦ciowym tej struktury to liczenie kosztu �od doªu� najni»szy poziom wymaga
n komórek pami¦ci, kolejny n

2 itd. Zatem M(n) = n + n
2 + n

4 + ... + n
2logn = O(n)

Uwaga 2.1 Zauwa»my, »e dla posortowanego zbioru czas budowy struktury to O(n). Dzieje si¦
tak poniewa» szukanie mediany odbywa si¦ w czasie staªym. Mo»na te» budowa¢ drzewo od doªu
i nie przejmowa¢ si¦ problemem mediany.

De�nicja 1 Wierzchoªek dziel¡cy dla przedziaªu [x, x'] to taki w którym rozchodz¡ si¦ ±cie»ki od
korzenia do x oraz x'.
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2.2 Algorytm zapytania o przedziaª

Alg(T, [x,x'])

1: schod¹ w dóª drzewa do czasu a» znajdziesz wierzchoªek dziel¡cy lub dojdziesz do li±cia;
2: if vdziel jest li±ciem then

3: sprawd¹ czy vdziel nale»y do przedziaªu i ewentualnie dodaj go do wyniku;
4: else

5: zejd¹ ±cie»k¡ od x i dodaj do wyniku punkty wisz¡ce w li±ciach drzew na prawo od ±cie»ki
sprawd¹ czy punkt pami¦tany w li±ciu (na ko«cu ±cie»ki do x) nale»y do przedziaªu, je±li
tak to dodaj go do wyniku;

6: zejd¹ ±cie»k¡ od x' i dodaj do wyniku punkty wisz¡ce w li±ciach drzew na lewo od ±cie»ki
sprawd¹ czy punkt pami¦tany w li±ciu (na ko«cu ±cie»ki do x) nale»y do przedziaªu, je±li
tak to dodaj go do wyniku;

7: end if

8: return wynik;

Twierdzenie 2 Czas wykonania zapytania to O(log n + k), gdzie k to rozmiar wyniku, tj. liczba
punktów skªadaj¡cych si¦ na wynik.

Dowód 2 Zej±cie w drzewie do x oraz x' to O(log n), bo drzewo jest zrównowa»one. Koszt
przej±cia odpowiednich poddrzew jest liniowy od liczby ich li±ci i wynosi O(k). Zatem caªkowity
czas potrzebny na wykonanie zapytania oraz obliczenie wyniku to O(log n + k)

3 Drzewa obszarów (2D)

Uwaga 3.1 Tymczasowo zaªó»my, »e »adne dwa punkty nie maj¡ takich samych wspóªrz¦dnych
x oraz y. Potem poka»emy jak pozby¢ si¦ tego (nierealnego) zaªo»enia.

De�nicja 2 Podzbiór punktów pami¦tanych w li±ciach poddrzewa zakorzenionego w w¦¹le v na-
zywamy podzbiorem kanonicznym v oraz oznaczamy jako P(v).

3.1 Opis struktury

• Gªówne drzewo T jest zrównowa»onym drzem wyszukiwa« binarnych (BST) zbudowanym
wzgl¦dem wspóªrz¦dnych x punktów ze zbioru P

• Dla ka»dego w¦zªa wewn¦trznego lub li±cia v w drzewie T, podzbiór kanoniczny P(v) jest
pami¦tany w zrównowa»onym drzewie wyszukiwa« binarnych Tstow(v) wzgl¦dem wspóª-
rz¦dnej y punktów. W¦zeª v pami¦ta wska¹nik do drzewa Tstow(v), które nazywamy struk-
tur¡ stowarzyszon¡ z v.
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�ródªo: Geometria Obliczeniowa. Algorytmy i zastosowania, M. de Berg

3.2 Algorytm budowy struktury

• P - zbiór punktów

• Px - zbiór P posortowany po wspóªrz¦dnej x

• Py - zbiór P posortowany po wspóªrz¦dnej y

Alg(Px, Py)

1: if (|P| == 1) then
2: stwórz li±¢ pami¦taj¡cy jeden punkt i zbuduj Tstow dla tego punktu;
3: else

4: vvalue := mediana(Px);
5: podziel Px oraz Py na zbiory: P x≤vvalue

x , P vvalue<x
x P x≤vvalue

y oraz P vvalue<x
y ;

6: vlewy := Alg(P x≤vvalue
x , P x≤vvalue

y );
7: vprawy := Alg(P vvalue<x

x , P vvalue<x
y );

8: vstow := zbuduj Tstow(Py);
9: end if

10: return v;

Twierdzenie 3 Zarówno czas jak i pami¦¢ potrzebna do budowy struktury to O(nlogn).

Dowód 3 Czas: T (n) = 2 ∗ T (n
2 ) + O(n) = O(nlogn) - szukamy mediany oraz dwukrotnie

wywoªujemy si¦ dla zbioru o poªow¦ mniejszego. Czas potrzebny na zbudowanie struktury stowa-
rzyszonej jet liniowy, bo zbiór Py jest odpowiednio posortowany.
Pami¦¢: Ka»dy punkt p jest pami¦tany w strukturze stowarzyszonej w¦zªów na ±cie»ce w T ku
li±ciowi zawieraj¡cemu p. �cie»ka ma dªugo±¢ O(logn) a wszystkich punktów jest O(n) zatem
caªa struktura zajmuje O(nlogn) komórek pami¦ci.

3.3 Algorytm zapytania o zbiór punktów w obszarze [x, x′]× [y, y′]

Alg(T, [x, x′]× [y, y′])
1: vdziel := WierzchoªekDziel¡cy(T, [x, x']);
2: if vdziel jest li±ciem then

3: sprawd¹ czy ma znajdowa¢ si¦ w wyniku je±li tak to dodaj go do rozwi¡zania;
4: else

5: id¹ ±cie»k¡ do x i wykonuj zapytania jednowymiarowe dla poddrzew na prawo od ±cie»ki,
na ko«cu ±cie»ki sprawd¹ czy punkt w li±ciu ma by¢ podany;

6: id¹ ±cie»k¡ do x' i wykonuj zapytania jednowymiarowe dla poddrzew na lewo od ±cie»ki,
na ko«cu ±cie»ki sprawd¹ czy punkt w li±ciu ma by¢ podany;

7: end if

8: return wynik;

Twierdzenie 4 Czas zapytania o punkty z obszaru [x, x′] × [y, y′] to O(log2n + k), gdzie k to
rozmiar wyniku.

Dowód 4 Ka»de zapytanie o obszar jednowymiarowy zajmuje czas rz¦du O(logn + kv) takich
zapyta« b¦dzie O(logn), natomiast liczba zwróconych punktów to

∑
kv = k. Zatem czas caªego

zapytania zamyka si¦ w O(log2n + k).
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4 Uogólnienie drzew obszarów na wiele wymiarów

Algorytm budowy struktury jest bardzo podobny do algorytmu dla drzew dwuwymiarowych.
Podstawowa ró»nica w algorytmie to brak sortowania po wspóªrz¦dnych. Struktury stowarzy-
szone dla drzew pierwszego poziomu to (d-1)-wymiarowe drzewa obszarów. Analogicznie dla
drzew kolejnych poziomów.

Twierdzenie 5 Niech P b¦dzie zbiorem n punktów w d-wymiarowej przestrzeni, gdzie d ≥ 2.
Drzewo obszarów dla P u»ywa O(nlogd−1n) pami¦ci i mo»na je zbudowa¢ w czasie O(nlogd−1n).
Punkty z P le»¡ce w prostok¡tnym obszarze zapytania, mo»na poda¢ w czasie O(logdn+k), gdzie
k jest rozmiarem wyniku.

Dowód 5 Tworzenie d-wymiarowego drzewa obszarów polega na zbudowaniu zrównowa»onego
BST, co wymaga czasu O(nlogn), i konstruowaniu struktur stowarzyszonych. W w¦zªach na
dowolnej gª¦boko±ci drzewa pierwszego poziomu ka»dy punkt jest pami¦tany w dokªadnie jednej
strukturze stowarzyszonej. Czas potrzebny na utworzenie struktur stowarzyszonych na pewnej
gª¦boko±ci mo»na ograniczy¢ przez O(Td−1(n)), jest tak poniewa» Td−1(n) jest conajmniej liniowe.
Zatem caªkowity czas potrzebny na utworzenie struktury mo»na opisa¢ nast¦puj¡cym wzorem

Td(n) = O(nlogn) + O(logn) ∗O(Td−1(n)) = O(nlogd−1n)

jest tak poniewa» T2(n) = O(nlogn) - pokazali±my to przy okazji analizy drzew dwuwymiaro-
wych. Analiz¦ zu»ywanej pami¦ci mo»na przeprowadzi¢ w analogiczny sposób z t¡ ró»nic¡, »e
BST wymaga O(n) pami¦ci, zatem pami¦¢ potrzebna do utworzenia struktury mo»e zosta¢ opi-
sana nast¦puj¡cym wzorem:

Md(n) = O(n) + O(logn) ∗O(Md−1(n)) = O(nlogd−1n)

jest tak poniewa» M2(n) = O(nlogn) - pokazali±my to przy okazji analizy drzew dwuwymiarowych.
Oznaczmy przez Qd(n) czas potrzebny na wyznaczenie wszystkich drzew jednowymiarowych, które
w swoich li±ciach przechowuj¡ wynik naszego zapytania. Wiemy, »e Q2(n) = O(log2n), zatem
prawdziwy jest wzór

Qd(n) = O(logn) + O(logn)Qd−1(n) = O(logdn)

Zatem czas potrzebny na wykonanie zapytania oraz zwrócenie wyniku to O(logdn + k), gdzie k
jest rozmiarem wyniku.

5 Kaskadowanie cz¡stkowe

Omawiali±my ju» struktur¦ która operowaªa na elementach z R2 i odpowiadaªa na zapytania
o obszar [x, x′] × [y, y′] w czasie O(log2n + k), teraz poka»emy jak zredukowa¢ ten czas do
O(logn + k).

5.1 Przykªad

Przedstawmy pomysª kaskadowania cz¡stkowego na prostym przykªadzie. Niech S2 ⊆ S1 oraz
istniej¡ tablic¦ A1, A2, takie »e A1 przechowuje posortowane elementy z S1, analogicznie dla
A2 oraz S2. Je±li A1[i] pami¦ta warto±¢ yi to przechowujemy wska¹nik z A1[i] do pozycji w A2

z najmniejszym kluczem wi¦kszym lub równym ni» yi. Je±li nie ma takich kluczy to wska¹nik
na warto±¢ NULL. Teraz gdy chcemy wypisa¢ wszystkie elementy z S1 oraz S2, które nale»¡ do
przedziaªu [y1, y2] wystarczy nam jedno przeszukiwanie binarne w tablicy A1 oraz przej±cie obu
tablic co zajmuje czas O(logn + k), gdzie k to liczba punktów z S1 oraz S2, które nale»¡ do
przedziaªu [y, y′]. Przykªad zapytania dla przedziaªu [20, 65]
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�ródªo: Geometria Obliczeniowa. Algorytmy i zastosowania, M. de Berg

5.2 Przeniesienie pomysªu na drzewa obszarów

Struktura stowarzyszona dla konkretnego wierzchoªka v w drzewie obszarów przestaje by¢ zbalan-
sowanym BST. Warto zamieni¢ je na tablic¦ A(v) punktów uporz¡dkowanych wzgl¦dem wspóª-
rz¦dnej y. Ka»dy element tablicy A(v) pami¦ta dwa wska¹niki do odpowiednich pozycji w
A(vlewy) oraz A(vprawy). Przypu±¢my, »e A(v)[i] pami¦ta punkt p = (px, py), wtedy wska¹-
nik do A(vlewy) pokazuje na pozycj¦ najmniejszego elementu p

′
= (p

′
x, p

′
y) dla którego zachodzi

py ≤ p
′
y. Analogicznie dla drugiego wska¹nika i tablicy A(vprawy).

�ródªo: Geometria Obliczeniowa. Algorytmy i zastosowania, M. de Berg

W jaki sposób odpowiadamy na pytanie o obszar [x, x′] × [y, y′]? W tablicy stowarzyszonej
wierzchoªka dziel¡cego robimy wyszukiwanie binarne w celu znalezienia najmniejszego elementu
wi¦kszego lub równego y. Dalej procedura jest analogiczna jak wcze±niej. Schodzimy ±cie»k¡ do
wierzchoªka x i wypisujemy poddrzewa, które le»¡ na prawo od ±cie»ki. W jaki sposób wypisujemy
poddrzewa? Znamy wska¹nik do najmniejszego (wzgl¦dem wspóªrz¦dnej y) elementu z tablicy
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stowarzyszonej (mo»emy ustala¢ odpowiednie pozycje w tablicach stowarzyszonych przechodz¡c
drzewo), który speªnia nasze kryteria, zatem przechodzimy odpowiedni¡ tablic¦ a» dojdziemy do
ostatniego elementu, który jest ≤ y

′
.

Twierdzenie 6 Czas zapytania o obszar [x, x′]× [y, y′] wynosi O(log n + k)

Dowód 6 Jakie operacje wykonujemy? Wyszukiwanie binarne w tablicy stowarzyszonej z wierz-
choªkiem dziel¡cym, przej±cie od wierzchoªka dziel¡cego do li±ci przechowuj¡cych x oraz x', wypi-
sane odpowiednich elementów z tablic stowarzyszonych z wybranymi wierzchoªkami. Czas wszyst-
kich operacji zamyka si¦ w O(logn + k).

Uwaga 5.1 Ta poprawka pozwala nam przyspieszy¢ wyszukiwanie punktów w przestrzeni Rd z
czasu O(logdn + k) do O(logd−1n + k) dla d ≥ 2. W jaki sposób? Struktury jednowymiarowe
zamieniamy na tablice stowarzyszone, a zapytanie dla struktury dwuwymiarowej wykonujemy tak
jak to zostaªo opisane wy»ej.

6 Ogólny zbiór punktów

6.1 Pozbycie si¦ niewygodnego zaªo»enia

Poczynili±my (nierealne) zaªo»enie o tym »e »adne dwa punkty nie maj¡ takiej samej wspóªrz¦dnej
x lub y. Teraz poka»emy jak pozby¢ si¦ tego niewygodnego zaªo»enia. Ka»dy punkt p = (px, py)
b¦dziemy reprezentowa¢ jako p̂ = ((px|py), (py|px)). Porz¡dek na parach (a|b) zadajemy w
nast¦puj¡cy sposób

(a|b) < (á|b́)⇔ a < á ∨ (a = á ∧ b < b́)

Uwaga 6.1 Je±li punkty p oraz q s¡ ró»ne to p̂ i q̂ s¡ ró»ne na wszystkich wspóªrz¦dnych.

6.2 Sposób zadawania zapytania

Zaªó»my, »e chcemy zapyta¢ o obszar R = [x, x′] × [y, y′]. W tym celu de�niujemy obszar
R̂ = [(x| −∞), (x′|+∞)]× [(y| −∞), (y′|+∞)] o który b¦dziemy pyta¢ algorytm. Poka»my, »e
p ∈ R⇔ p̂ ∈ R̂

p = (px, py)⇒ p̂ = ((px|py), (py|px))

p ∈ R⇔ x ≤ px ≤ x′ ∧ y ≤ py ≤ y′

m

(x,−∞) ≤ (px, py) ≤ (x′, +∞) ∧ (y,−∞) ≤ (py, px) ≤ (y′, +∞)

m

p̂ ∈ R̂
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