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Streszczenie

Drzewa obszaréw to struktura wykorzystywana do zadawania zapytan o punkty w ob-
szarze ortogonalnym. O punktach mozna mysle¢ jak o rekordach w bazie danych. Praca
zawiera opis struktury oraz algorytmu przy pomocy ktérego mozna ta strukture zbudowac.
Opisany jest réwniez sposéb zadania zapytaii o zbiér punktéow. Wszystkie opisane algorytmy
sa analizowane zaréwno jesli chodzi o ztozono$¢ czasows jak i o pamieciowa.

1 Opis problemu i jego motywacja na przykladzie zadawania za-
pytan bazie danych

Wyobrazmy sobie, ze chcemy uzyskaé¢ informacje o pracownikach naszej firmy, ktorzy zarabiaja
miedzy 3000 a 4000 tysiace ztotych oraz urodzili sie miedzy 1950 a 1955 rokiem. Kazdy pracow-
nik moze zosta¢ opisany jako para informacji (pensja, rok urodzenia). Mozna o tym mysleé¢ jak
o punkcie w przestrzeni R?. Przykladowy wynik zapytania:
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Zrodlo: Geometria Obliczeniowa. Algorytmy i zastosowania, M. de Berg

UwaGA 1.1 Zauvwazmy, ze na kazdy rekord zawierajgcy d pol mozemy patrzeé jok na punkt
w praestrzeni RY. Zatem od teraz nie bedziemy mysleé o rekordach w bazie, ale o punktach w
przestrzeni RY.
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2 Przeszukiwanie obszaréw jednowymiarowych

Zalozmy, ze mamy zbior punktow na osi OX i interesuja nas te nalezace do przedziatu [z, 2/].
Dla zadanego zbioru punktéw mozemy zbudowaé zréwnowazone drzewo wyszukiwan binarnych i
przy jego pomocy odpowiada¢ na zapytania o punkty z danego odcinka. Zalézmy, ze mamy na-
stepujacy zbior punktow: {3, 10,19, 23,30, 37,49,59,62, 70, 80, 100, 105} i chcemy odpowiedzie¢
na pytanie o punkty lezace w przedziale [18,77].

Zrodlo: Geometria Obliczeniowa. Algorytmy i zastosowania, M. de Berg

2.1 Algorytm budowy drzewa

Alg(P)
1. if [P| == 1 then
2:  stworz lis¢ pamietajacy jeden punkt
else
Upalue = mediana(P);
podziel P na zbiory: ngmediana; Prediana<a;
Vlewy *— Alg(P<y);
Uprawy *— Alg(Pr<);
8: end if
9: return v;

Twierdzenie 1 Czas budowy struktury to O(nlogn) a wymagana pamieé to O(n).

Dowo6d 1 Czas: T'(n) = 2+ T(5) + O(n) = O(nlogn) - szukamy mediany oraz dwukrotnie wy-
wotujemy sie dla zbioru o polowe mniejszego.

Pamigé: M(n) =2+ M(5)+O(1) = O(n) - korzeri zajmuje pamieé rzedu O(1). Inny sposéb my-
Slenia o koszcie pamieciowym tej struktury to liczenie kosztu “od dotu® najnizszy poziom wymaga
n komdrek pamieci, kolejny 5 itd. Zatem M(n) =n+ § + % + ... + 55z = O(n)

UWAGA 2.1 Zauwazmy, ze dla posortowanego zbioru czas budowy struktury to O(n). Dzieje sig
tak poniewaz szukanie mediany odbywa sie w czasie statym. Mozna tez budowaé drzewo od dotu
1 nie przejmowaé sie problemem mediany.

Definicja 1 Wierzchotek dzielgey dla przedziatu [z, ©’] to taki w ktdrym rozchodzq sie Sciezki od
korzenia do x oraz z’.



2.2 Algorytm zapytania o przedzial

Alg(T, [xx7)

1: schodz w dét drzewa do czasu az znajdziesz wierzchotek dzielacy lub dojdziesz do liscia;
2: if vg,e jest lidciem then

3:  sprawdZ czy vg.ie nalezy do przedziatu i ewentualnie dodaj go do wyniku;

4: else

5:  zejdz 4ciezky od x i dodaj do wyniku punkty wiszace w lidciach drzew na prawo od éciezki
sprawdz czy punkt pamietany w lisciu (na koncu Sciezki do x) nalezy do przedziatu, jesli
tak to dodaj go do wyniku;

6: zejdz Sciezka od x’ i dodaj do wyniku punkty wiszace w lisciach drzew na lewo od Sciezki
sprawdz czy punkt pamietany w lisciu (na koncu §ciezki do x) nalezy do przedziatu, jesli
tak to dodaj go do wyniku;

7. end if

8: return wynik;

Twierdzenie 2 Czas wykonania zapytania to O(log n + k), gdzie k to rozmiar wyniku, tj. liczba
punktow sktadajgcych sie na wynik.

Dowod 2 Zejscie w drzewie do x oraz z’ to O(log n), bo drzewo jest zréwnowazone. Koszt
przejscia odpowiednich poddrzew jest liniowy od liczby ich lisci i wynosi O(k). Zatem catkowity
czas potrzebny na wykonanie zapytania oraz obliczenie wyniku to Oflog n + k)

3 Drzewa obszaréw (2D)

UwacGA 3.1 Tymczasowo zaldzmy, Ze Zadne dwa punkty nie majg takich samych wspotrzednych
z oraz y. Potem pokazemy jak pozbyé sie tego (nierealnego) zatozenia.

Definicja 2 Podzbidr punktow pamictanych w lisciach poddrzewa zakorzenionego w weéle v na-
zywamy podzbiorem kanonicznym v oraz oznaczamy jako P(v).

3.1 Opis struktury

e Gtowne drzewo T jest zrownowazonym drzem wyszukiwar binarnych (BST) zbudowanym
wzgledem wspoétrzednych x punktéw ze zbioru P

e Dla kazdego wezta wewnetrznego lub lidcia v w drzewie T, podzbior kanoniczny P(v) jest
pamietany w zrownowazonym drzewie wyszukiwan binarnych Ty, (v) wzgledem wspol-
rzednej y punktow. Wezel v pamieta wskaznik do drzewa Tgion(v), ktore nazywamy struk-
tura stowarzyszong z v.

drzewo wyszukiwarn
binarnych wzgledem
wsplrzednych x

drzewo wyszukiwan
binarnych wzgledem
wspotrzednych y

P ———



Zrodlo: Geometria Obliczeniowa. Algorytmy i zastosowania, M. de Berg

3.2 Algorytm budowy struktury
o P - zbiér punktow
e P, - zbiér P posortowany po wspélrzednej x

e P, - zbiér P posortowany po wspolrzednej y

Alg(P,., P,)
1. if (|P| == 1) then
2:  stworz lig¢ pamietajacy jeden punkt i zbuduj Ty dla tego punktu;
: else

3
4 Vyalue *— mediana(Px);

5. podziel P, oraz P, na zbiory: PZSVeatue  PUoalue<® Pgﬁvvalue oraz Pyjratue=t;
6 'Ulewy = Alg(megvvalue’ Pyxgvz,alue);

T Uprawy = Alg(P;value<x7 P;wlue<x);

8: Ustow — ZbuduJ Tstow(Py);

9: end if

10: return v;

Twierdzenie 3 Zardwno czas jok i pamieé potrzebna do budowy struktury to O(nlogn).

Dowéd 3 Czas: T(n) = 2 xT(5) + O(n) = O(nlogn) - szukamy mediany oraz dwukrotnie
wywotujemy sie dla zbioru o potowe mniejszego. Czas potrzebny na zbudowanie struktury stowa-
rzyszonej jet liniowy, bo zbior Py jest odpowiednio posortowany.

Pamieé: Kazdy punkt p jest pamietany w strukturze stowarzyszonej weztéw na $ciezce w T ku
lisciowi zawierajgcemu p. Sciezka ma diugosé O(logn) a wszystkich punktéw jest O(n) zatem
cata struktura zagmuge O(nlogn) komdrek pamieci.

3.3 Algorytm zapytania o zbiér punktéw w obszarze [z, z'] X [y, /]

Alg(T, [z,2] x [y,y])

Vdziel ‘= WierzcholekDzielacy(T, [x, x]);

if vg.4e jest lisciem then
sprawdz czy ma znajdowaé sie w wyniku jesli tak to dodaj go do rozwigzania;

else
idz §ciezka do x i wykonuj zapytania jednowymiarowe dla poddrzew na prawo od sciezki,
na koricu 4ciezki sprawdz czy punkt w lisciu ma by¢ podany;

6: idz éciezka do x’ i wykonuj zapytania jednowymiarowe dla poddrzew na lewo od $ciezki,

na koricu $ciezki sprawdz czy punkt w lisciu ma byé podany;
7: end if
8: return wynik;

—_

Twierdzenie 4 Czas zapytania o punkty z obszaru [z,2'] x [y,9'] to O(log*n + k), gdzie k to
rozmiar wyniku.

Dowod 4 Kazde zapytanie o obszar jednowymiarowy zajmugje czas rzedu O(logn + ky) takich
zapytan bedzie O(logn), natomiast liczba zwréconych punktow to Yk, = k. Zatem czas calego
zapytania zamyka sie w O(log®n + k).



4 Uogoblnienie drzew obszaréw na wiele wymiaréw

Algorytm budowy struktury jest bardzo podobny do algorytmu dla drzew dwuwymiarowych.
Podstawowa réznica w algorytmie to brak sortowania po wspoélrzednych. Struktury stowarzy-
szone dla drzew pierwszego poziomu to (d-1)-wymiarowe drzewa obszaréw. Analogicznie dla
drzew kolejnych poziomoéw.

Twierdzenie 5 Niech P bedzie zbiorem n punktéw w d-wymiarowej przestrzeni, gdzie d > 2.
Drzewo obszaréw dla P uzywa O(nlog®'n) pamieci i mozna je zbudowaé w czasie O(nlog®n).
Punkty z P lezgce w prostokgtnym obszarze zapytania, mozina podaé w czasie O(log'n + k), gdzie
k jest rozmiarem wyniku.

Dowoéd 5 Tworzenie d-wymiarowego drzewa obszarow polega na zbudowaniu zréwnowazonego
BST, co wymaga czasu O(nlogn), i konstruowaniu struktur stowarzyszonych. W weztach na
dowolnej gltebokosci drzewa pierwszego poziomu kazdy punkt jest pamietany w doktadnie jednej
strukturze stowarzyszonej. Czas potrzebny na utworzenie struktur stowarzyszonych na pewnej
glebokosci mozna ograniczyé przez O(Ty—1(n)), jest tak poniewaz Ty—1(n) jest conajmniej liniowe.
Zatem catkowity czas potrzebny na utworzenie struktury mozna opisaé nastepujgcym wzorem

Ty(n) = O(nlogn) + O(logn) * O(Ty_1(n)) = O(nlog?1n)

jest tak poniewaz To(n) = O(nlogn) - pokazalismy to przy okazji analizy drzew dwuwwymiaro-
wych. Analize zuzywanej pamieci mozna przeprowadzié w analogiczny sposéb z tq réinica, Ze
BST wymaga O(n) pamieci, zatem pamieé potrzebna do utworzenia struktury moze zostaé opi-
sana nastepujgcym wzorem:

My(n) = O(n) + O(logn) * O(My_1(n)) = O(nlog?*n)

jest tak poniewaz Ma(n) = O(nlogn) - pokazalismy to przy okazji analizy drzew dwuwwymiarowych.
Oznaczmy przez Qq(n) czas potrzebny na wyznaczenie wszystkich drzew jednowymiarowych, ktore
w swoich lisciach przechowujq wynik naszego zapytania. Wiemy, ze Qa(n) = O(log®n), zatem
prawdziwy jest wzor

Qa(n) = O(logn) + O(logn)Qq—1(n) = O(log™n)

Zatem czas potrzebny na wykonanie zapytania oraz zwrdcenie wyniku to O(log®n + k), gdzie k
jest rozmiarem wyniku.

5 Kaskadowanie czastkowe

Omawialismy juz strukture ktéra operowata na elementach z R? i odpowiadala na zapytania
o obszar [z,2] x [y,y'] w czasie O(log>n + k), teraz pokazemy jak zredukowaé ten czas do
O(logn + k).

5.1 Przyklad

Przedstawmy pomyst kaskadowania czastkowego na prostym przyktadzie. Niech Sy C S) oraz
istnieja tablice Ay, Ag, takie ze A; przechowuje posortowane elementy z S7, analogicznie dla
Ag oraz So. Jesli Aj[i] pamieta wartos¢ y; to przechowujemy wskaznik z A;[i] do pozycji w A
z najmniejszym kluczem wiekszym lub réwnym niz y;. Jesli nie ma takich kluczy to wskaznik
na warto$¢ NULL. Teraz gdy chcemy wypisa¢ wszystkie elementy z S7 oraz So, ktére naleza do
przedziatu [y1, y2] wystarczy nam jedno przeszukiwanie binarne w tablicy A; oraz przejscie obu
tablic co zajmuje czas O(logn + k), gdzie k to liczba punktow z S; oraz So, ktore naleza do
przedziatu [y,y']. Przyktad zapytania dla przedziatu |20, 65]
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5.2 Przeniesienie pomystu na drzewa obszaréw

Struktura stowarzyszona dla konkretnego wierzchotka v w drzewie obszaréw przestaje by¢ zbalan-
sowanym BST. Warto zamieni¢ je na tablice A(v) punktéow uporzadkowanych wzgledem wspot-
rzednej y. Kazdy element tablicy A(v) pamieta dwa wskazniki do odpowiednich pozycji w
A(Viewy) oraz A(vprawy). Przypusémy, ze A(v)[i] pamieta punkt p = (ps,py), wtedy wskaz-
nik do A(viewy) pokazuje na pozycje najmniejszego elementu p = (P;;»P;J) dla ktorego zachodzi

Dy < p;. Analogicznie dla drugiego wskaznika i tablicy A(vprquwy)-

2,19) (7,10) (12.3) (17.62) (21.49) (41.95) (58.59) (93.70)
(5.80) (837) (15.99) (33,30)  (52.23) (67.89)
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Zrodlo: Geometria Obliczeniowa. Algorytmy i zastosowania, M. de Berg

W jaki sposob odpowiadamy na pytanie o obszar [z,z'] X [y,y']? W tablicy stowarzyszonej
wierzchotka dzielacego robimy wyszukiwanie binarne w celu znalezienia najmniejszego elementu
wiekszego lub réwnego y. Dalej procedura jest analogiczna jak wczeéniej. Schodzimy $ciezka do
wierzchotka x i wypisujemy poddrzewa, ktore lezg na prawo od éciezki. W jaki sposéb wypisujemy
poddrzewa? Znamy wskaznik do najmniejszego (wzgledem wspotrzednej y) elementu z tablicy



stowarzyszonej (mozemy ustala¢ odpowiednie pozycje w tablicach stowarzyszonych przechodzac
drzewo), ktory spelnia nasze kryteria, zatem przechodzimy odpowiednia tablice az dojdziemy do
ostatniego elementu, ktory jest < y.

Twierdzenie 6 Czas zapytania o obszar [x,2'] X [y,y'] wynosi O(log n + k)

Dowdd 6 Jakie operacje wykonujemy? Wyszukiwanie binarne w tablicy stowarzyszonej z wierz-
chotkiem dzielgcym, przejscie od wierzchotka dzielgcego do lisci przechowujgcych x oraz z’, wypi-
sane odpowiednich elementéw z tablic stowarzyszonych z wybranymi wierzchotkami. Czas wszyst-
kich operacji zamyka si¢ w O(logn + k).

UWwAGA 5.1 Ta poprawka pozwala nam przyspieszyé wyszukiwanie punktow w przestrzeni R z
czasu O(login + k) do O(log"'n + k) dla d > 2. W jaki sposéb? Struktury jednowymiarowe
zamieniamy na tablice stowarzyszone, a zapytanie dla struktury dwuwymiarowej wykonujemy tak
jak to zostalo opisane wyzej.

6 Ogoélny zbiér punktéow

6.1 Pozbycie sie niewygodnego zalozenia

Poczynilismy (nierealne) zalozenie o tym ze zadne dwa punkty nie maja takiej samej wspotrzednej
x lub y. Teraz pokazemy jak pozby¢ si¢ tego niewygodnego zatozenia. Kazdy punkt p = (ps,py)
bedziemy reprezentowaé jako p = ((pz|py), (pylpz)). Porzadek na parach (a|b) zadajemy w
nastepujacy sposob

(alb) < (4b) @ a<aV (a=daAb<Db)

UWAGA 6.1 Jesli punkty p oraz q sq rdzne to p i § sqg rozne na wszystkich wspotrzednych.

6.2 Sposbéb zadawania zapytania

Zalozmy, ze chcemy zapyta¢ o obszar R = [r,2'] x [y,y']. W tym celu definiujemy obszar
R = [(z]| — 00), (2’| + 00)] x [(y| — 0), (¥| + 00)] 0 ktéry bedziemy pytaé algorytm. Pokazmy, ze

)
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pERSPER
p = (Pz,py) = D = ((Pz|py), (PylP2))
peERer<p, <a'Ny<p, <y
T
(z,—00) < (Paypy) < (2, +00) A (y, —00) < (py, pz) < (¥, +00)
T
h €
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