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1 Przedstawienie struktury

Drzewa Link-Cut to struktura danych umozliwiajaca szybkie wykonywanie operacji zwiazanych ze
spdjnoscia grafu bedacego zmieniajacym sie w czasie lasem ukorzenionych drzew. Jej tworcami sa
Daniel D. Sleator i Robert E. Tarjan. Struktura ta znajduje zastosowania w problemie maksymal-
nego przeptywu oraz badaniu spéjnosci zmieniajacych sie grafow.

2 Zmieniajace sie drzewa

Problem zmieniajacych sie w czasie drzew polega na dobrej reprezentacji grafu w postaci lasu,
ktorego kazde drzewo jest ukorzenione. Drzewa te nie musza spetnia¢ zadnych dodatkowych warunkdw,
w szczegdlnosci kazdy wierzcholek moze mieé¢ dowolng ilosé wierzchotkéw potomnych. Taka struk-
tura powinna potrafi¢ przeprowadza¢ nastepujace operacje:

o Make Tree(u) — tworzy nowe drzewo zlozone tylko z korzenia u; dzieki tej operacji las moze
sie powiekszaé o nowe wierzchotki.

o Link(u,v) — podczepia drzewo, ktorego korzeniem jest wierzcholtek u pod wierzchotek v, czyli
dodaje krawedz (u,v). Wymagane jest, aby u bylo korzeniem swojego drzewa oraz zeby oba
wierzchotki pochodzity z réznych drzew.

e Cut(u) — Usuwa krawedz miedzy wierzchotkiem u a jego bezposrednim przodkiem. Wierz-
chotek u nie moze by¢ korzeniem swojego drzewa - staje sie nim dopiero po wykonaniu tej
operacji.

e Find_Root(u) — Zwraca korzen drzewa zawierajacego wierzchotek u. Dzieki tej operacji mozna
np. sprawdza¢, czy dane dwa wierzchotki a, b naleza do tego samego drzewa - wystarczy wtedy
sprawdzi¢, czy Find_ Root(a) = Find_ Root(b).

3 Drzewa Link-Cut

Drzewa Link-Cut realizuja wszystkie powyzsze operacje w czasie logarytmicznym od liczby wierz-
chotkow lasu.



3.1 Definicje

Definicja 1. Las, ktory bedzie przedstawiany przez drzewo Link-Cut, bedziemy nazywaé reprezen-
towanym. Kazde drzewo reprezentowanego lasu rowniez nazwiemy reprezentowanym.

Problem reprezentacji zmieniajacego sie w czasie lasu zabrania jakichkolwiek modyfikacji reprezen-
towanego lasu. Nie mozemy zatem zmieniaé¢ jego struktury. Poniewaz drzewa z reprezentowanego
lasu moga mieé strukture dowolng, nie mozemy polegaé¢ jedynie na krawedziach. Potrzebujemy
dostepu o kilka krawedzi wyzej, a nie tylko od syna do ojca. Z tego powodu drzewa reprezen-
towanego lasu sa dzielone na $ciezki, ktére w naszej strukturze beda pamietane w dosé nietypowy
spos6b.

Definicja 2. Kazdy wierzchotek ma prawo mieé doktadnie jednego preferowanego syna. KrawedZ
miedzy wierzchotkiem a jego preferowanym synem réwniez bedziemy nazywaé preferowang. Przez
preferowang $ciezke rozumieé bedziemy maksymalng (w sensie zawierania) Sciezke ztozong jedynie
z preferowanych krawedzi. W szczegdlnoSci moze byé to Sciezka pusta - ztozona tylko z jednego
wierzchotka, ktory nie jest incydentny z Zadng preferowang krawedzig.

Z definicji tej wida¢, ze preferowane Sciezki tworza podziat wierzchotkow reprezentowanego lasu (bo
kazdy wierzchotek nalezy do doktadnie jednej preferowanej $ciezki).

Drzewa Link-Cut reprezentuja kazde drzewo z reprezentowanego lasu za pomoca drzew pomoc-
niczych. Kazde jedno drzewo pomocnicze reprezentuje doktadnie jedna preferowana sciezke. Drzewa
pomocnicze to po prostu drzewa splay, w ktorych wartosciami wierzchotkéw sa ich gltebokosci
w reprezentowanym lesie (czyli odlegltosci, liczone w krawedziach, do korzenia swojego drzewa).
Wrynika z tego bezposrednio, ze dla kazdego wierzcholka u wszystkie wierzcholki bedace w jego
lewym poddrzewie (patrzac na drzewo pomocnicze) lezg blizej korzenia niz w, a wierzchotki z
prawego poddrzewa - dalej od niego. Co wiecej, w drzewie pomocniczym kazdy wierzchotek v z
prawego poddrzewa wierzchotka u ma te wtasnosé, ze éciezka taczaca v z korzeniem swojego drzewa
przechodzi przez u.

Drzewa pomocnicze sa potaczone siecia Sciezkowych wskaznikow. Kazde drzewo pomocnicze posi-
ada dokladnie jeden $ciezkowy wskaznik, ktéry jest przechowywany w aktualnym korzeniu drzewa
pomocniczego. Wskazuje on na wierzchotek, ktory, patrzac na reprezentowany las, jest ojcem wierz-
chotka z danej $ciezki najblizej polozonego korzenia. Nie mozemy pozwoli¢ sobie na wskazniki
w drugg strone, gdyz dany wierzchotek moze mie¢ dowolng liczbe drzew pomocniczych na niego
wskazujacych. Korzen drzewa pomocniczego, ktére ma pusty Sciezkowy wskaznik, nazwiemy korze-
niem gtéwnym.

Zestaw drzew pomocniczych wraz ze §ciezkowymi wskaznikami tworzy drzewo drzew pomocniczych,
ktérych zbiér bedziemy rozumieé¢ wiagnie jako drzewo Link-Cut. Pojedyncze drzewo drzew po-
mocniczych odpowiada za jedno drzewo w reprezentowanym lesie. Drzewo drzew pomocniczych
bedziemy od teraz nazywaé drzewem nadrzednym. Taka reprezentacja dobrze odzwierciedla cata
strukture reprezentowanego lasu - kazde jedno drzewo Link-Cut odzwierciedla doktadnie jeden las.
Stwierdzenie to w druga strone nie jest prawda - las moze by¢ reprezentowany przez wiele drzew
Link-Cut, bo istnieje wiele sposobdw rozbicia pojedynczego drzewa na preferowane $ciezki.



3.2 Operacje na drzewach Link-Cut
3.2.1 Operacja podstawowa

Wszystkie wymagane operacje beda korzystaly z procedury Access(u). Zadaniem tej procedury jest
odpowiednia reorganizacja drzewa nadrzednego zawierajacego wierzchotek u w taki sposéb, aby u
stal sie korzeniem gtéwnym. Wymaganie to natychmiast pociaga za soba fakt, ze u musi leze¢ na
tej samej Sciezce preferowanej co korzenn R reprezentowanego drzewa zawierajacego u. Procedura
Access(u) tworzy wiec §ciezke preferowana od R do u. Kazda krawedz preferowana nienalezaca do
tej Sciezki, a incydentna z ktéryms z jej wierzchotkdéw, musi przesta¢ by¢ krawedzia preferowana
- zamiast tego zostanie przeksztalcona na Sciezkowy wskaznik. Wykonanie tych dwoéch rzeczy -
uczynienie $ciezki R do u preferowang oraz odpreferowanie krawedzi incydentnych spoza tej sciezki
- wystarcza, aby powstate drzewo nadrzedne miato dobra strukture.

Skoro sciezka od R ma koriczyé sie na u, u musi odpreferowaé swojego preferowanego syna, jesli
taki w ogole istnieje. Spowoduje to rozbicie preferowanej $ciezki przechodzacej przez u na dwie
czesci - gorng i dolng. Czedé gorna jest czescia Sciezki z R do w, natomiast Sciezka dolna musi
staé¢ sie samodzielna, niezalezna sciezks, ze Sciezkowym wskaznikiem wskazujacym na u. Jednym
ze sposobow na oddzielenie dolnej Sciezki jest wykonanie splay(u), czyli wymuszenie na u bycie
korzeniem swojego drzewa pomocniczego, a nastepnie pozbycie sie prawego poddrzewa - tam wlagnie
beda wszystkie wierzchotki o wiekszej gtebokosci, a wiec doktadnie te ktére chcemy odtaczyé.

Po odlaczeniu dolnej czedcei $ciezki, potrzebna jest rozbudowa éciezki od u w gore. W tym wiagnie
momencie skorzystamy ze §ciezkowych wskaznikow. Po wykonaniu splay(u), u jest korzeniem swo-
jego drzewa pomocniczego, ma wiec bezposredni dostep do Sciezkowego wskaznika, ktory wskazuje
wierzchotek v bedacy na sciezce od R do u. Pozostaje nam potaczy¢ sciezke preferowana zawierajaca
u ze Sciezka zawierajaca v - innymi stowy, trzeba uczynié¢ u synem preferowanym v. Dzieje sie to w
dwoch krokach: najpierw odlaczamy czesé sciezki preferowanej lezaca ponizej wierzchotka v (w ten
sam sposob, jak to zrobilismy w przypadku wierzchotka u, czyli wykonujemy splay(v) i odtaczamy
prawe poddrzewo), a nastepnie taczymy Sciezke zawierajaca v ze $ciezka zawierajaca u. Poniewaz
wszystkie wierzchotki z drzewa pomocniczego zawierajacego u maja wicksza glebokosé niz wierz-
chotki z drzewa pomocniczego zawierajacego v, wystarczy uczyni¢ u prawym synem wierzchotka
v. QOczywidcie trzeba réwniez pozbawié u $ciezkowego wskaznika, jako ze nie jest juz korzeniem
swojego drzewa pomocniczego. Po wykonaniu tych czynnodci jestesmy gotowi do kontynuowania
przedtuzania éciezki. Procedure podsumowuje ponizszy pseudokod:

Algorithm 1.  Access(u)

splay(u)

sciezkowy wskaznik(right(u)) = u

right(u) = NULL

X=u

while x # root do
y = Sciezkowy wskaznik(x)
splay(y)
{Zmiana preferowanego syna}
sciezkowy wskaznik(right(y)) =y
right(y) = x
sciezkowy wskaznik(x) = NULL



X=y
end while

splay(u)

end

a wyniki jej dziatania ilustruje ponizszy przyktad:

(12)

Drzewo reprezentowane: po lewej przed, po prawej po wywolaniu Access(10); pogrubione sg krawedzie
preferowane
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Drzewo nadrzedne: po lewej przed, po prawej po wywotaniu Access(10); pogrubione sg krawedzie
preferowane, strzalki symbolizujg Sciezkowe wskazniki

Majac gotowa procedure Access(u), napisanie wymaganych funkcji nie jest juz problemem.



3.2.2 Znajdowanie korzenia

Operacja Find Root(u) wymaga niewiele wiecej niz procedura Access(u). Po wykonaniu procedury
mamy pewnosé, ze u jest korzeniem gléwnym, oraz ze w jego drzewie pomocniczym znajduje sie
takze R, czyli szukany korzen reprezentowanego drzewa. Ma on najmniejsza glebokosé (rowna 0),
wiec aby go znalez¢, wystarczy i8¢ od u w lewo tak dlugo jak tylko sie da. Na konicu czeka szukany
korzen R.

Algorithm 2. Find_ Root(u)

Access(u)

while left(u) # NULL do
u = left(u)

end while

splay(u)

return u

end

3.2.3 Rozlaczanie wierzcholtkéw

Konsekwencja rozlaczenia wierzchotka u od swojego bezposredniego przodka w reprezentowanym
drzewie jest roztgczenie u od swoich wszystkich, takze tych dalszych, przodkéw. Po wykonaniu
Access(u) wiemy, ze wszyscy przodkowie u sg w jego lewym poddrzewie (jako ze maja mniejsza
glebokos¢). Wystarczy wiec odlaczyé to lewe poddrzewo wu.

Algorithm 3. Cut(u)

Access(u)
left(u) = NULL

end

3.2.4 Laczenie drzew

Laczenie dwoch reprezentowanych drzew tez nie jest trudne. Po wywotaniu Access(u) i Access(v)
wystarczy uczyni¢ v lewym synem wierzchotka wu.

Algorithm 4. Link(u)

Access(u)
Access(v)
left(u) = v

end
4 Analiza czasowa

7 pseudokodéw widaé¢, ze wszystkie wykonywane w funkcjach operacje, poza byé¢ moze procedura
Access(u), dzialaja w czasie co najwyzej logarytmicznym. Pozostaje wiec zbada¢ zlozonosé tej



procedury. W dalszym ciggu n oznacza liczbe wierzcholkéw reprezentowanego lasu.

4.1 Slabsze ograniczenie

Pokazemy najpierw, ze:

Twierdzenie 1. Access(u) dziata w zamortyzowanym czasie O(log? n).

7 pseudokodu tej procedury wida¢, ze czas jej dziatania zalezy od liczby iteracji gléwnej petli
oraz czasu wykonywania funkcji splay (wszystkie inne operacje obecne w petli sa wykonywane
w czasie stalym, nie wnosza wiec nic wielkiego do ztozonodci). Znanym faktem jest, ze funkcja
splay w drzewach o tej samej nazwie dziala w zamortyzowanym czasie logarytmicznym. Co wiecej,
kazda kolejna iteracja petli pracuje na coraz wyzej potozonych preferowanych $ciezkach, i to na
doktadnie jednej. Kazda iteracja powoduje wiec stata liczbe zmian stanu "bycia preferowanym
synem". Stad wniosek, ze jesli pokazemy, ze zmian tego stanu jest zamortyzowanie O(logn) na
operacje, czyli w sumie O(mlogn) dla ciggu m kolejnych operacji, to bedzie z tego juz wynikac
wymagane ograniczenie czasowe O(log?n) procedury Access(u).

4.1.1 Podzial na krawedzie lekkie i ciezkie

Podzial na krawedzie lekkie i ciezkie jest doé¢ ogolna techniks przydatna przy analizowaniu ztozonosci
algorytmow dziatajacych na dowolnych drzewach ukorzenionych.

Niech size(u) oznacza liczbe wierzchotkow calego poddrzewa u (rozwazamy drzewa lasu reprezen-
towanego).

Definicja 3. KrawedZ tqczqcq wierzchotek u ze swoim ojcem v nazwiemy ciezkq wtedy, gdy size(u) >

%size(v), a lekkg w przeciwnym przypadku.

Niech lekko$é(u) oznacza liczbe lekkich krawedzi znajdujacych sie na $ciezce z u do korzenia. Latwo
zauwazy¢, ze lekkosé(u) < logn. Istotnie, za kazdym razem gdy idziemy lekka krawedzia w dot,
liczba wierzchotkéw w poddrzewie zmniejsza si¢ co najmniej dwukrotnie. Nie mozna jej zmniejszaé
w nieskoriczonosé, po logn krokach na pewno zabraknie wierzchotkéw.

Co do krawedzi ciezkich, zauwazmy, ze z kazdego wierzchotka wychodzi co najwyzej jedna taka
krawedz, bo tylko jeden syn moze mie¢ wiecej niz potowe wierzchotkéw z poddrzewa swojego ojca.
Jestedmy juz gotowi zeby przeprowadzié

Dowadd. Zastosujmy podzial na lekkie i ciezkie krawedzie do reprezentowanego lasu.

Pokazalismy, ze wystarczy ograniczy¢ liczbe zmian stanu "bycia preferowanym". Zmiany stanu sa
wykonywane w procedurze Access(u) parami - z kazdym odpreferowaniem wiaze si¢ zapreferowanie.
Wystarczy wiec policzy¢ liczbe krawedzi stajacych sie preferowanymi.

Jedno wykonanie Access(u) spowoduje preferowanie co najwyzej logn krawedzi lekkich. Wynika
to stad, ze wszystkie krawedzie stajace sie preferowanymi leza na éciezce od u do korzenia a, jak
zauwazyliémy wczesniej, na jednej sciezce moze by¢ jedynie logn krawedzi lekkich.



Pozostaje ograniczy¢ liczbe preferowanych krawedzi ciezkich. Wywotanie Access(u) moze spowodowaé:
preferowanie nawet liniowej liczby takich krawedzi, jednak rzeczywiscie amortyzuje sie to do ilosci
logarytmicznej. Rozwazmy m > n kolejnych wykonan procedury Access(u). Zauwazmy, ze liczbe
zapreferowan krawedzi ciezkich mozemy ograniczy¢ przez liczbe odpreferowan tego rodzaju krawedzi
plus n — 1. Wynika to stad, ze przed rozpoczeciem wykonywania naszych m operacji co najwyzej
n — 1 krawedzi ciezkich nie byto preferowanych (bo co najwyzej tylko tyle krawedzi jest w calym
lesie), a w trakcie wykonywania tego ciagu operacji zapreferowanie ponowne danej krawedzi ciezkiej
musi wiaza¢ sie¢ z odpreferowaniem jej w przeszlosci (nie mozna przeciez zapreferowaé krawedzi
bedacej juz preferowana). Stad mamy nieréwnosé:

#rapreferowan krawedzi ciezkich < #odpreferowan krawedzi ciezkich +(n — 1)

Kazde odpreferowanie krawedzi ciezkiej wiaze sie jednak z zapreferowaniem krawedzi lekkiej - co
wynika bezpodrednio stad, ze z danego wierzchotka wychodzi co najwyzej jedna krawedz ciezka. Ale
przeciez ograniczylismy juz liczbe zapreferowan krawedzi lekkich. Ostatecznie wiec mamy:

#rapreferowan krawedzi ciezkich < #odpreferowan krawedzi ciezkich +(n — 1) <
< #zapreferowani krawedzi lekkich +(n — 1) < mlogn + (n — 1)

Co daje liczbe O(mlogn + n) zmian preferowan krawedzi w ciggu m operacji. Stad i z naszych
poprzednich rozwazan wynika juz zadane ograniczenie O(log?n). O

4.2 Lepsze ograniczenie

Poprzednie ograniczenie miato na celu przedstawienie ogélnej, ciekawej techniki wykorzystywanej
przy badaniu algorytméw dziatajacych na drzewach, czyli podziatu na krawedzie lekkie i ciezkie.
Osiagniety tam rezultat jest co prawda catkiem dobry, okazuje sie jednak, ze mozna go znaczaco
poprawi¢. Dokladniej pokazemy, ze:

Twierdzenie 2. Zamortyzowany czas wykonania procedury Access(u) jest O(logn).
Dowdd. Z pseudokodu procedury Access(u) mozna wywnioskowac, ze czas jej dziatania jest rowny:
czas_ zapreferowania_ jednej krawedzi * liczba_ zapreferowan krawedzi

7 poprzedniego dowodu wiemy, ze liczba_ zapreferowarn_krawedzi jest O(logn). Wystarczy wiec
pokaza¢, ze zamortyzowany czas_zapreferowania_jednej krawedzi jest staly. Wykorzystamy w
tym celu odpowiednia funkcje potencjatu.

Niech s(u) oznacza liczbe wierzchotkow znajdujacych sie pod wierzchotkiem u w drzewie nadrzed-
nym. Nasza funkcja potencjatu bedzie rowna: ® = > logs(u). Podstawowe twierdzenie drzew
splay mowi nam, ze: T'(splay(u)) < 3(logs(r) — logs(u)) + 1 gdzie r jest korzeniem drzewa po-
mocniczego zawierajacego u. Procedura splay, bedgca wazna czescia Access(u), zmienia co prawda
strukture pojedynczego drzewa pomocniczego, jednak nie ma wplywu na ogélng strukture drzewa
nadrzednego. Wynika stad, ze wartosci s zmieniaja sie jedynie wierzchotkom z pojedynczego drzewa



pomocniczego (ktore, przypomnijmy, jest drzewem splay) zawierajacego u. Dalej, jesli oznaczymy
przez v wierzchotek, na ktory wskazuje §ciezkowy wskaznik mieszczacy sie w r, to z definicji s
wnioskujemy prawdziwosé nieréwnosci: s(u) < s(r) < s(v). Stad i z ograniczenia na zamorty-
zowany czas procedury splay dostajemy sume teleskopowa, ktoéra redukuje sie i jest na pewno nie
wieksza niz:

3(log s(korzen _reprezentowanego drzewa) — log s(u)) + O(liczba_ zapreferowar_krawedzi)

co jest oczywiscie O(logn). O

4.3 Podsumowanie

Dowiedlismy, ze zamortyzowany czas wykonania procedury Access(u) jest logarytmiczny ze wzgledu
na liczbe wierzchotkéw lasu. W potaczeniu z naszymi poprzednimi spostrzezeniami daje to ogranicze-
nie logarytmiczne na wszystkie wymagane operacje. Drzewa Link-Cut sa wiec dobra struktura
przechowujaca zmieniajace sie w czasie lasy.
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