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1 Przedstawienie struktury

Drzewa Link-Cut to struktura danych umo»liwiaj¡ca szybkie wykonywanie operacji zwi¡zanych ze
spójno±ci¡ grafu b¦d¡cego zmieniaj¡cym si¦ w czasie lasem ukorzenionych drzew. Jej twórcami s¡
Daniel D. Sleator i Robert E. Tarjan. Struktura ta znajduje zastosowania w problemie maksymal-
nego przepªywu oraz badaniu spójno±ci zmieniaj¡cych si¦ grafów.

2 Zmieniaj¡ce si¦ drzewa

Problem zmieniaj¡cych si¦ w czasie drzew polega na dobrej reprezentacji grafu w postaci lasu,
którego ka»de drzewo jest ukorzenione. Drzewa te nie musz¡ speªnia¢ »adnych dodatkowych warunków,
w szczególno±ci ka»dy wierzchoªek mo»e mie¢ dowoln¡ ilo±¢ wierzchoªków potomnych. Taka struk-
tura powinna potra�¢ przeprowadza¢ nast¦puj¡ce operacje:

• Make_Tree(u) � tworzy nowe drzewo zªo»one tylko z korzenia u; dzi¦ki tej operacji las mo»e
si¦ powi¦ksza¢ o nowe wierzchoªki.

• Link(u,v) � podczepia drzewo, którego korzeniem jest wierzchoªek u pod wierzchoªek v, czyli
dodaje kraw¦d¹ (u, v). Wymagane jest, aby u byªo korzeniem swojego drzewa oraz »eby oba
wierzchoªki pochodziªy z ró»nych drzew.

• Cut(u) � Usuwa kraw¦d¹ mi¦dzy wierzchoªkiem u a jego bezpo±rednim przodkiem. Wierz-
choªek u nie mo»e by¢ korzeniem swojego drzewa - staje si¦ nim dopiero po wykonaniu tej
operacji.

• Find_Root(u) � Zwraca korze« drzewa zawieraj¡cego wierzchoªek u. Dzi¦ki tej operacji mo»na
np. sprawdza¢, czy dane dwa wierzchoªki a, b nale»¡ do tego samego drzewa - wystarczy wtedy
sprawdzi¢, czy Find_Root(a) = Find_Root(b).

3 Drzewa Link-Cut

Drzewa Link-Cut realizuj¡ wszystkie powy»sze operacje w czasie logarytmicznym od liczby wierz-
choªków lasu.
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3.1 De�nicje

De�nicja 1. Las, który b¦dzie przedstawiany przez drzewo Link-Cut, b¦dziemy nazywa¢ reprezen-

towanym. Ka»de drzewo reprezentowanego lasu równie» nazwiemy reprezentowanym.

Problem reprezentacji zmieniaj¡cego si¦ w czasie lasu zabrania jakichkolwiek mody�kacji reprezen-
towanego lasu. Nie mo»emy zatem zmienia¢ jego struktury. Poniewa» drzewa z reprezentowanego
lasu mog¡ mie¢ struktur¦ dowoln¡, nie mo»emy polega¢ jedynie na kraw¦dziach. Potrzebujemy
dost¦pu o kilka kraw¦dzi wy»ej, a nie tylko od syna do ojca. Z tego powodu drzewa reprezen-
towanego lasu s¡ dzielone na ±cie»ki, które w naszej strukturze b¦d¡ pami¦tane w do±¢ nietypowy
sposób.

De�nicja 2. Ka»dy wierzchoªek ma prawo mie¢ dokªadnie jednego preferowanego syna. Kraw¦d¹

mi¦dzy wierzchoªkiem a jego preferowanym synem równie» b¦dziemy nazywa¢ preferowan¡. Przez

preferowan¡ ±cie»k¦ rozumie¢ b¦dziemy maksymaln¡ (w sensie zawierania) ±cie»k¦ zªo»on¡ jedynie

z preferowanych kraw¦dzi. W szczególno±ci mo»e by¢ to ±cie»ka pusta - zªo»ona tylko z jednego

wierzchoªka, który nie jest incydentny z »adn¡ preferowan¡ kraw¦dzi¡.

Z de�nicji tej wida¢, »e preferowane ±cie»ki tworz¡ podziaª wierzchoªków reprezentowanego lasu (bo
ka»dy wierzchoªek nale»y do dokªadnie jednej preferowanej ±cie»ki).

Drzewa Link-Cut reprezentuj¡ ka»de drzewo z reprezentowanego lasu za pomoc¡ drzew pomoc-

niczych. Ka»de jedno drzewo pomocnicze reprezentuje dokªadnie jedn¡ preferowan¡ ±cie»k¦. Drzewa
pomocnicze to po prostu drzewa splay, w których warto±ciami wierzchoªków s¡ ich gª¦boko±ci
w reprezentowanym lesie (czyli odlegªo±ci, liczone w kraw¦dziach, do korzenia swojego drzewa).
Wynika z tego bezpo±rednio, »e dla ka»dego wierzchoªka u wszystkie wierzchoªki b¦d¡ce w jego
lewym poddrzewie (patrz¡c na drzewo pomocnicze) le»¡ bli»ej korzenia ni» u, a wierzchoªki z
prawego poddrzewa - dalej od niego. Co wi¦cej, w drzewie pomocniczym ka»dy wierzchoªek v z
prawego poddrzewa wierzchoªka u ma t¦ wªasno±¢, »e ±cie»ka ª¡cz¡ca v z korzeniem swojego drzewa
przechodzi przez u.

Drzewa pomocnicze s¡ poª¡czone sieci¡ ±cie»kowych wska¹ników. Ka»de drzewo pomocnicze posi-
ada dokªadnie jeden ±cie»kowy wska¹nik, który jest przechowywany w aktualnym korzeniu drzewa
pomocniczego. Wskazuje on na wierzchoªek, który, patrz¡c na reprezentowany las, jest ojcem wierz-
choªka z danej ±cie»ki najbli»ej poªo»onego korzenia. Nie mo»emy pozwoli¢ sobie na wska¹niki
w drug¡ stron¦, gdy» dany wierzchoªek mo»e mie¢ dowoln¡ liczb¦ drzew pomocniczych na niego
wskazuj¡cych. Korze« drzewa pomocniczego, które ma pusty ±cie»kowy wska¹nik, nazwiemy korze-

niem gªównym.

Zestaw drzew pomocniczych wraz ze ±cie»kowymi wska¹nikami tworzy drzewo drzew pomocniczych,
których zbiór b¦dziemy rozumie¢ wªa±nie jako drzewo Link-Cut. Pojedyncze drzewo drzew po-
mocniczych odpowiada za jedno drzewo w reprezentowanym lesie. Drzewo drzew pomocniczych
b¦dziemy od teraz nazywa¢ drzewem nadrz¦dnym. Taka reprezentacja dobrze odzwierciedla caª¡
struktur¦ reprezentowanego lasu - ka»de jedno drzewo Link-Cut odzwierciedla dokªadnie jeden las.
Stwierdzenie to w drug¡ stron¦ nie jest prawd¡ - las mo»e by¢ reprezentowany przez wiele drzew
Link-Cut, bo istnieje wiele sposobów rozbicia pojedynczego drzewa na preferowane ±cie»ki.
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3.2 Operacje na drzewach Link-Cut

3.2.1 Operacja podstawowa

Wszystkie wymagane operacje b¦d¡ korzystaªy z procedury Access(u). Zadaniem tej procedury jest
odpowiednia reorganizacja drzewa nadrz¦dnego zawieraj¡cego wierzchoªek u w taki sposób, aby u
staª si¦ korzeniem gªównym. Wymaganie to natychmiast poci¡ga za sob¡ fakt, »e u musi le»e¢ na
tej samej ±cie»ce preferowanej co korze« R reprezentowanego drzewa zawieraj¡cego u. Procedura
Access(u) tworzy wi¦c ±cie»k¦ preferowan¡ od R do u. Ka»da kraw¦d¹ preferowana nienale»¡ca do
tej ±cie»ki, a incydentna z którym± z jej wierzchoªków, musi przesta¢ by¢ kraw¦dzi¡ preferowan¡
- zamiast tego zostanie przeksztaªcona na ±cie»kowy wska¹nik. Wykonanie tych dwóch rzeczy -
uczynienie ±cie»ki R do u preferowan¡ oraz odpreferowanie kraw¦dzi incydentnych spoza tej ±cie»ki
- wystarcza, aby powstaªe drzewo nadrz¦dne miaªo dobr¡ struktur¦.

Skoro ±cie»ka od R ma ko«czy¢ si¦ na u, u musi odpreferowa¢ swojego preferowanego syna, je±li
taki w ogóle istnieje. Spowoduje to rozbicie preferowanej ±cie»ki przechodz¡cej przez u na dwie
cz¦±ci - górn¡ i doln¡. Cz¦±¢ górna jest cz¦±ci¡ ±cie»ki z R do u, natomiast ±cie»ka dolna musi
sta¢ si¦ samodzieln¡, niezale»n¡ ±cie»k¡, ze ±cie»kowym wska¹nikiem wskazuj¡cym na u. Jednym
ze sposobów na oddzielenie dolnej ±cie»ki jest wykonanie splay(u), czyli wymuszenie na u bycie
korzeniem swojego drzewa pomocniczego, a nast¦pnie pozbycie si¦ prawego poddrzewa - tam wªa±nie
b¦d¡ wszystkie wierzchoªki o wi¦kszej gª¦boko±ci, a wi¦c dokªadnie te które chcemy odª¡czy¢.

Po odª¡czeniu dolnej cz¦±ci ±cie»ki, potrzebna jest rozbudowa ±cie»ki od u w gór¦. W tym wªa±nie
momencie skorzystamy ze ±cie»kowych wska¹ników. Po wykonaniu splay(u), u jest korzeniem swo-
jego drzewa pomocniczego, ma wi¦c bezpo±redni dost¦p do ±cie»kowego wska¹nika, który wskazuje
wierzchoªek v b¦d¡cy na ±cie»ce od R do u. Pozostaje nam poª¡czy¢ ±cie»k¦ preferowan¡ zawieraj¡c¡
u ze ±cie»k¡ zawieraj¡c¡ v - innymi sªowy, trzeba uczyni¢ u synem preferowanym v. Dzieje si¦ to w
dwóch krokach: najpierw odª¡czamy cz¦±¢ ±cie»ki preferowanej le»¡c¡ poni»ej wierzchoªka v (w ten
sam sposób, jak to zrobili±my w przypadku wierzchoªka u, czyli wykonujemy splay(v) i odª¡czamy
prawe poddrzewo), a nast¦pnie ª¡czymy ±cie»k¦ zawieraj¡c¡ v ze ±cie»k¡ zawieraj¡c¡ u. Poniewa»
wszystkie wierzchoªki z drzewa pomocniczego zawieraj¡cego u maj¡ wi¦ksz¡ gª¦boko±¢ ni» wierz-
choªki z drzewa pomocniczego zawieraj¡cego v, wystarczy uczyni¢ u prawym synem wierzchoªka
v. Oczywi±cie trzeba równie» pozbawi¢ u ±cie»kowego wska¹nika, jako »e nie jest ju» korzeniem
swojego drzewa pomocniczego. Po wykonaniu tych czynno±ci jeste±my gotowi do kontynuowania
przedªu»ania ±cie»ki. Procedur¦ podsumowuje poni»szy pseudokod:

Algorithm 1. Access(u)

splay(u)
±cie»kowy_wska¹nik(right(u)) = u
right(u) = NULL
x = u
while x 6= root do
y = ±cie»kowy_wska¹nik(x)
splay(y)
{Zmiana preferowanego syna}
±cie»kowy_wska¹nik(right(y)) = y
right(y) = x
±cie»kowy_wska¹nik(x) = NULL
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x = y
end while

splay(u)

end

a wyniki jej dziaªania ilustruje poni»szy przykªad:

Drzewo reprezentowane: po lewej przed, po prawej po wywoªaniu Access(10); pogrubione s¡ kraw¦dzie
preferowane

Drzewo nadrz¦dne: po lewej przed, po prawej po wywoªaniu Access(10); pogrubione s¡ kraw¦dzie
preferowane, strzaªki symbolizuj¡ ±cie»kowe wska¹niki

Maj¡c gotow¡ procedur¦ Access(u), napisanie wymaganych funkcji nie jest ju» problemem.
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3.2.2 Znajdowanie korzenia

Operacja Find_Root(u) wymaga niewiele wi¦cej ni» procedura Access(u). Po wykonaniu procedury
mamy pewno±¢, »e u jest korzeniem gªównym, oraz »e w jego drzewie pomocniczym znajduje si¦
tak»e R, czyli szukany korze« reprezentowanego drzewa. Ma on najmniejsz¡ gª¦boko±¢ (równ¡ 0),
wi¦c aby go znale¹¢, wystarczy i±¢ od u w lewo tak dªugo jak tylko si¦ da. Na ko«cu czeka szukany
korze« R.

Algorithm 2. Find_Root(u)

Access(u)
while left(u) 6= NULL do

u = left(u)
end while

splay(u)
return u

end

3.2.3 Rozª¡czanie wierzchoªków

Konsekwencj¡ rozª¡czenia wierzchoªka u od swojego bezpo±redniego przodka w reprezentowanym
drzewie jest rozª¡czenie u od swoich wszystkich, tak»e tych dalszych, przodków. Po wykonaniu
Access(u) wiemy, »e wszyscy przodkowie u s¡ w jego lewym poddrzewie (jako »e maj¡ mniejsz¡
gª¦boko±¢). Wystarczy wi¦c odª¡czy¢ to lewe poddrzewo u.

Algorithm 3. Cut(u)

Access(u)
left(u) = NULL

end

3.2.4 �¡czenie drzew

�¡czenie dwóch reprezentowanych drzew te» nie jest trudne. Po wywoªaniu Access(u) i Access(v)
wystarczy uczyni¢ v lewym synem wierzchoªka u.

Algorithm 4. Link(u)

Access(u)
Access(v)
left(u) = v

end

4 Analiza czasowa

Z pseudokodów wida¢, »e wszystkie wykonywane w funkcjach operacje, poza by¢ mo»e procedur¡
Access(u), dziaªaj¡ w czasie co najwy»ej logarytmicznym. Pozostaje wi¦c zbada¢ zªo»ono±¢ tej
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procedury. W dalszym ci¡gu n oznacza liczb¦ wierzchoªków reprezentowanego lasu.

4.1 Sªabsze ograniczenie

Poka»emy najpierw, »e:

Twierdzenie 1. Access(u) dziaªa w zamortyzowanym czasie O(log2 n).

Z pseudokodu tej procedury wida¢, »e czas jej dziaªania zale»y od liczby iteracji gªównej p¦tli
oraz czasu wykonywania funkcji splay (wszystkie inne operacje obecne w p¦tli s¡ wykonywane
w czasie staªym, nie wnosz¡ wi¦c nic wielkiego do zªo»ono±ci). Znanym faktem jest, »e funkcja
splay w drzewach o tej samej nazwie dziaªa w zamortyzowanym czasie logarytmicznym. Co wi¦cej,
ka»da kolejna iteracja p¦tli pracuje na coraz wy»ej poªo»onych preferowanych ±cie»kach, i to na
dokªadnie jednej. Ka»da iteracja powoduje wi¦c staª¡ liczb¦ zmian stanu "bycia preferowanym
synem". St¡d wniosek, »e je±li poka»emy, »e zmian tego stanu jest zamortyzowanie O(log n) na
operacj¦, czyli w sumie O(m log n) dla ci¡gu m kolejnych operacji, to b¦dzie z tego ju» wynika¢
wymagane ograniczenie czasowe O(log2 n) procedury Access(u).

4.1.1 Podziaª na kraw¦dzie lekkie i ci¦»kie

Podziaª na kraw¦dzie lekkie i ci¦»kie jest do±¢ ogóln¡ technik¡ przydatn¡ przy analizowaniu zªo»ono±ci
algorytmów dziaªaj¡cych na dowolnych drzewach ukorzenionych.

Niech size(u) oznacza liczb¦ wierzchoªków caªego poddrzewa u (rozwa»amy drzewa lasu reprezen-
towanego).

De�nicja 3. Kraw¦d¹ ª¡cz¡c¡ wierzchoªek u ze swoim ojcem v nazwiemy ci¦»k¡ wtedy, gdy size(u) >
1
2size(v), a lekk¡ w przeciwnym przypadku.

Niech lekko±¢(u) oznacza liczb¦ lekkich kraw¦dzi znajduj¡cych si¦ na ±cie»ce z u do korzenia. �atwo
zauwa»y¢, »e lekko±¢(u) ≤ log n. Istotnie, za ka»dym razem gdy idziemy lekk¡ kraw¦dzi¡ w dóª,
liczba wierzchoªków w poddrzewie zmniejsza si¦ co najmniej dwukrotnie. Nie mo»na jej zmniejsza¢
w niesko«czono±¢, po log n krokach na pewno zabraknie wierzchoªków.

Co do kraw¦dzi ci¦»kich, zauwa»my, »e z ka»dego wierzchoªka wychodzi co najwy»ej jedna taka
kraw¦d¹, bo tylko jeden syn mo»e mie¢ wi¦cej ni» poªow¦ wierzchoªków z poddrzewa swojego ojca.
Jeste±my ju» gotowi »eby przeprowadzi¢

Dowód. Zastosujmy podziaª na lekkie i ci¦»kie kraw¦dzie do reprezentowanego lasu.

Pokazali±my, »e wystarczy ograniczy¢ liczb¦ zmian stanu "bycia preferowanym". Zmiany stanu s¡
wykonywane w procedurze Access(u) parami - z ka»dym odpreferowaniem wi¡»e si¦ zapreferowanie.
Wystarczy wi¦c policzy¢ liczb¦ kraw¦dzi staj¡cych si¦ preferowanymi.

Jedno wykonanie Access(u) spowoduje preferowanie co najwy»ej log n kraw¦dzi lekkich. Wynika
to st¡d, »e wszystkie kraw¦dzie staj¡ce si¦ preferowanymi le»¡ na ±cie»ce od u do korzenia a, jak
zauwa»yli±my wcze±niej, na jednej ±cie»ce mo»e by¢ jedynie log n kraw¦dzi lekkich.
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Pozostaje ograniczy¢ liczb¦ preferowanych kraw¦dzi ci¦»kich. Wywoªanie Access(u) mo»e spowodowa¢
preferowanie nawet liniowej liczby takich kraw¦dzi, jednak rzeczywi±cie amortyzuje si¦ to do ilo±ci
logarytmicznej. Rozwa»my m > n kolejnych wykona« procedury Access(u). Zauwa»my, »e liczb¦
zapreferowa« kraw¦dzi ci¦»kich mo»emy ograniczy¢ przez liczb¦ odpreferowa« tego rodzaju kraw¦dzi
plus n − 1. Wynika to st¡d, »e przed rozpocz¦ciem wykonywania naszych m operacji co najwy»ej
n − 1 kraw¦dzi ci¦»kich nie byªo preferowanych (bo co najwy»ej tylko tyle kraw¦dzi jest w caªym
lesie), a w trakcie wykonywania tego ci¡gu operacji zapreferowanie ponowne danej kraw¦dzi ci¦»kiej
musi wi¡za¢ si¦ z odpreferowaniem jej w przeszªo±ci (nie mo»na przecie» zapreferowa¢ kraw¦dzi
b¦d¡cej ju» preferowan¡). St¡d mamy nierówno±¢:

#zapreferowa« kraw¦dzi ci¦»kich ≤ #odpreferowa« kraw¦dzi ci¦»kich +(n− 1)

Ka»de odpreferowanie kraw¦dzi ci¦»kiej wi¡»e si¦ jednak z zapreferowaniem kraw¦dzi lekkiej - co
wynika bezpo±rednio st¡d, »e z danego wierzchoªka wychodzi co najwy»ej jedna kraw¦d¹ ci¦»ka. Ale
przecie» ograniczyli±my ju» liczb¦ zapreferowa« kraw¦dzi lekkich. Ostatecznie wi¦c mamy:

#zapreferowa« kraw¦dzi ci¦»kich ≤ #odpreferowa« kraw¦dzi ci¦»kich +(n− 1) ≤

≤ #zapreferowa« kraw¦dzi lekkich +(n− 1) ≤ m log n + (n− 1)

Co daje liczb¦ O(m log n + n) zmian preferowa« kraw¦dzi w ci¡gu m operacji. St¡d i z naszych
poprzednich rozwa»a« wynika ju» »¡dane ograniczenie O(log2 n).

4.2 Lepsze ograniczenie

Poprzednie ograniczenie miaªo na celu przedstawienie ogólnej, ciekawej techniki wykorzystywanej
przy badaniu algorytmów dziaªaj¡cych na drzewach, czyli podziaªu na kraw¦dzie lekkie i ci¦»kie.
Osi¡gni¦ty tam rezultat jest co prawda caªkiem dobry, okazuje si¦ jednak, »e mo»na go znacz¡co
poprawi¢. Dokªadniej poka»emy, »e:

Twierdzenie 2. Zamortyzowany czas wykonania procedury Access(u) jest O(log n).

Dowód. Z pseudokodu procedury Access(u) mo»na wywnioskowa¢, »e czas jej dziaªania jest równy:

czas_zapreferowania_jednej_kraw¦dzi * liczba_zapreferowa«_kraw¦dzi

Z poprzedniego dowodu wiemy, »e liczba_zapreferowa«_kraw¦dzi jest O(log n). Wystarczy wi¦c
pokaza¢, »e zamortyzowany czas_zapreferowania_jednej_kraw¦dzi jest staªy. Wykorzystamy w
tym celu odpowiedni¡ funkcj¦ potencjaªu.

Niech s(u) oznacza liczb¦ wierzchoªków znajduj¡cych si¦ pod wierzchoªkiem u w drzewie nadrz¦d-
nym. Nasza funkcja potencjaªu b¦dzie równa: Φ =

∑
u log s(u). Podstawowe twierdzenie drzew

splay mówi nam, »e: T (splay(u)) ≤ 3(log s(r) − log s(u)) + 1 gdzie r jest korzeniem drzewa po-
mocniczego zawieraj¡cego u. Procedura splay, b¦d¡ca wa»n¡ cz¦±ci¡ Access(u), zmienia co prawda
struktur¦ pojedynczego drzewa pomocniczego, jednak nie ma wpªywu na ogóln¡ struktur¦ drzewa
nadrz¦dnego. Wynika st¡d, »e warto±ci s zmieniaj¡ si¦ jedynie wierzchoªkom z pojedynczego drzewa
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pomocniczego (które, przypomnijmy, jest drzewem splay) zawieraj¡cego u. Dalej, je±li oznaczymy
przez v wierzchoªek, na który wskazuje ±cie»kowy wska¹nik mieszcz¡cy si¦ w r, to z de�nicji s
wnioskujemy prawdziwo±¢ nierówno±ci: s(u) ≤ s(r) ≤ s(v). St¡d i z ograniczenia na zamorty-
zowany czas procedury splay dostajemy sum¦ teleskopow¡, która redukuje si¦ i jest na pewno nie
wi¦ksza ni»:

3(log s(korze«_reprezentowanego_drzewa)− log s(u)) + O(liczba_zapreferowa«_kraw¦dzi)

co jest oczywi±cie O(log n).

4.3 Podsumowanie

Dowiedli±my, »e zamortyzowany czas wykonania procedury Access(u) jest logarytmiczny ze wzgl¦du
na liczb¦ wierzchoªków lasu. W poª¡czeniu z naszymi poprzednimi spostrze»eniami daje to ogranicze-
nie logarytmiczne na wszystkie wymagane operacje. Drzewa Link-Cut s¡ wi¦c dobr¡ struktur¡
przechowuj¡c¡ zmieniaj¡ce si¦ w czasie lasy.
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