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1 Cel

Wyobrazmy sobie §wiat, w ktérym liczby nalezg do duzego Uniwersum, a ich posta¢ binarna ma
dtugosé w. W swiecie tym istnieje Maszyna, ktéra potrafi wykonywac na tych liczbach podstawowe
operacje matematyczne tj. dojaj, odejmij, pomnoz, XOR, ZnajdzPierwszyNiezerowyBit itp w
czasie stalym. My natomiast nie marzymy o niczym innym tylko o posiadaniu statycznej struktury,
ktéra zawiera zbiér Z n liczb z Uniwersum i portafi odpowiadaé na pytanie, co jest nastepnikiem
a co poprzednikiem danej liczby ¢ w Z. Wymagamy, zeby odpowiedz na takie pytanie byta w
O(log.,(n)), a struktura miata rozmiar O(n).

2 Fusion Tree

Nasz problem rozwiazuje uzycie struktury B-drzewa o licznoéci wierzchotkéw @(wl/ %). Drzewo
takie ma wysoko$¢ w ©(log,1/5(n)) = ©(log,(n)) = O(log(w)/log(n)). Musimy wiec tylko zadbaé
o to, zeby algorytm przeszukiwania takiego drzewa odwiadzal kazdy wierzchotek w czasie statym.
Poniewaz nie mamy czasu na przeczytanie wszystkich w!/5 stéw o dlugoéci w, sprébujemy je
skompresowa¢ do jednego stowa i przy sprawdzaniu, w ktérym poddrzewie wierzchotka nalezy
szukaé¢ sasiadow liczby k, skorzysta¢ z mocy naszej Maszyny i wykonaé stala liczbe operacji
matematycznych.

2.1 Interesujace bity i zarys liczby

Wyobrazmy sobie binarne T'rie zbudowane dla reprezentacji binarnych kluczy w wierzchotku. Ta-
kie drzewo bedzie mialo co najwyzej w'/® lisci i co najwyzej w'/®> — 1 wierzchotkéw dzielacych.
Zauwazmy, ze poziomy drzewa, na ktérych wystepuja wierzcholki dzielace utozsamiaja sie z po-
zycjami w reprezentacjach binarnych, na ktorych ktores z kluczy sie réznia. Bedziemy nazywaé te
pozycje bo, ..., b._1 (r to liczba wierzchotkéw dzielacych), a bity interesujacymi bitami.

at

S
f? f\é\a

Rysunek 1: T'rie dla kluczy 0000, 0010, 1100, 1111 z zaznaczonymi wierzchotkami dzielacymi.
Interesujecymi bitami sg bit 0-owy i 2-gi



Definicja 2.1. IdealnyZarys(x) to r-bitowy wektor, w ktérym na i-tej pozycji mamy b;-ty bit
x. Jest to podciag bitéw x zbudowany z interesujacych bitdw.

Dla kluczy z obrazka 2.1 IdealneZarysy to kolejno 00, 01, 10, 11.
Zauwazmy, ze jesli z < y to IdealnyZarys(x) < IdealnyZarys(y)

Niestety IdealnyZarys(z) trudno jest obliczyé, dlatego ograniczymy sie¢ do obliczenia Zarys(x),
ktory jest podciagiem bitéw x zbudowanym z interesujacych bitéw z powstawianymi gdzie niegdzie
dodatkowymi zerami.

Dazymy do tego aby méc zapisa¢ w'/® — 1 skonkatenowanych Zarys-6w w w bitach. Dlatego
kazdy Zarys nie powinien byé¢ dtuzszy niz w?/°.

Sprobujemy zatem przesunaé¢ kazdy interesujacy bit x tak, azeby zachowal swoja kolejnosé w

porzadku bitéw i zeby bit by byl odlegly od bitu b,_1 o conajwyzej w*/> miejsc.

2.2 Obliczanie zarysu

Niech x = Z;";Ol x;2°. Najpierw wyzerujemy wszystkie bity, ktére nie sa interesujace:

r—1 r—1
(1) 2zANDY 2" = "a, 2"
=0 =0

Nastepnie przemnozymy wynik przez liczbe m = Z::_Ol 2™ taka, ze:
1. V; jb; +m; sa unikatowe.
2. (br—1+my_1) — (bp +mp) < wt/5

3. bpgt+mog<br+my < <bp_o+me_o<b._1+m,_1

r—1 r—1 r—1r—1
(2) > w20 2m =Y "y 2
i=0 =0 i=0 j=0

Po tej operacji kazdy b;-ty interesujacy bit wpadnie w swoich prywatnych r miejsc. Nam po-
trzebne jest tylko jedno powtorzenie kazdego bitu, cieszac sie zatem, ze m spelnia warunki 2 i 3,
wykonujemy operacje:

r—1r—1 r—1 r—1
(3) DD w2 AND Y bt =N "y gbitme
=0 =0 =0 =0

Biorac pod uwage bity od pierwszego do ostatniego niezerowego otrzymujemy stowo, ktérego diu-
go$¢ jest mniejsza od w?/®, a wszystkie interesujace bity, z ktorych jest ztorzone, sa w odpowiedniej
kolejnosci. Pozostale bity sa zerami. Podsumowujac:

(4) Zarys(z) = ((xAND Ti(?bi))m)AND Ti(?””mi) >> miin (b; +my).
i=0 1=0

A oto jak wyznaczamy m:



Krok 1: Poczynajac od i = 0, az do r — 1 wybieramy kolejno m) < r® takie, ze Vo<i j<rbi +m;
sg unikatowe modulo 73.

Zalézmy, ze wybraliSmy juz spelniajace warunki m{ < m} < --- < mj_;. Zauwazmy, ze zeby
wybraé¢ mj musimy wystrzegac sie liczb postaci m; + b; + bpVo<i j k<r-

Mozemy m} wybraé, poniewaz mamy 3 liczb do wyboru, a tych, ktérych musimy sie wystrzegaé
jest najwyzej tr2.

Krok 2: Powyzsze wartosci nie spelniaja warunku zachowania kolejnosci. Poprawimy je zatem:

(5) m; = m} +ir® + ((w — b;)zaokraglone w dét do wielokrotnogci 7% )
Teraz m spelnia warunki:
1. Vim; =,s m} wiec Yo<i,j<rbi +m; s unikatowe modulo r3, a zatem sg kompletnie unikatowe.

2. by +mg wynosi w przyblizeniu w, a b,_; +m,_; w przyblizeniu w + 14, wiec ich réznica jest

O(r*) = O(w*/?)
3. Yogi<rb; +m; jest w przedziale rozmiaru r® za (|w/r®] +i)r3, wigc zachowujemy porzadek

Zauwazmy, ze nadal jesli x < y to Zarys(z) < Zarys(y)

2.3 Zarys wierzcholka, a zapytanie

Definicja 2.2. Zarys(w), gdzie w to wierzcholek FusionTree, jest konkatenacja Zarys-6w wszyst-
kich kolejnych kluczy danego wierzchotka poprzedzielanych 1 tj.
Zarys(w) = 1Zarys(xo)1 Zarys(z1) ... 1Zarys(zi_1), gdzie k- liczba kluczy.

Poniewaz k < w'/®, dlugo$é Zarysu(z) < r* zatem dtugoéé Zarysu(w) < (r* + 1)k. Poniewaz
r<k-—1tort+1< k% zatem Zarys(w) < k° < w. Zatem zarys wierzchotka miedci si¢ w jednym
stowie.

Definicja 2.3. PowielonyZarys(q), gdzie ¢ to liczba z zapytania, to skonkatenowany k razy
Zarys(q) przedzielony 0-ami.

PowielonyZarys(q) dla wierzchotka w ma dlugosé réwna Zarys(w) i 0-ra przedzielajace na tych
samych miejscach, co 1-ki przedzielajace.

Zauwazmy, ze:

k—1 k-1
(6) (Zarys(w) — PowielonyZarys(q))AND Z i(r*+1)+r* Z ¢ 20+ D+
i=0 i=0

0, Zarys(xz;) < Zarys(q)
C; =
1, Zarys(z;) > Zarys(q)

Wystarczy wiec odpowiedzie¢ na pytanie gdzie jest najbardziej znaczacy bit (6), zeby znalesé
Zarys klucza, ktéry jest poprzednikiem Zarysu zapytania.



Niestety klucz, ktorego Zarys jest poprzednikiem zarysu g, nie jest koniecznie poprzednikiem gq.
Rozwazmy poprzedni przyklad zestawu kluczy i zapytanie z ¢ = 0101. Zarys(q) = 00, ale ¢ wpada
tak naprawde do przedziatu 0010 - 1100

Rysunek 2: T'rie dla kluczy 0000, 0010, 1100, 1111 i zapytania 0101

Ale zidentyfikowanie klucza 0000 jest po prawdzie bardzo przydatne. Mozemy znales¢ najdiuz-
szy wspdélny prefiks ¢ i poprzednika/nastepnika jego Zarys-u. Nazwiemy go y (Mozemy to zrobié
czasie stalym dzieki operacji XOR). Po y nie moze wystgpowaé bit interesujacy, bo jesli by byto
inaczej, wtedy istnial by klucz, ktéry ma dtuzszy prefisk z q.

Nastepnie musimy sie upora¢ z jedng z dwéch mozliwych sytuacji: ¢ nalezy do nieistniejacego pod-
drzewam za y, ktore jest lewe lub prawe. W naszym przykladzie nalezy do prawego. Poprzednikiem
naszego ¢ jest zatem najwiekszy element w lewym poddrzewie y. Aby go znale$é wyszukujemy
Zarys(e), gdze e = y0111..11 (w przypadku prawego poddrzewa uruchomiliby$émy zapytanie dla
e = y100..00). Poniewaz e zaczyna si¢ od 30, to zapytanie wpadnie w odpowiedznie poddrzewo,
a poniewaz zawiera poza tym same 1-ki, to jego Zarys bedzedzie wigkszy lub réwny od kazde-
go Zarysu w tym poddrzewie. A poniewaz porzadek kluczy jest taki sam jak ich Zarys-6w, to
zostanie znaleziony najwiekszy klucz naszego poddrzewa. Klucz ten bedzie poprzednikiem gq.



