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1 Wst¦p

Struktura przedstawiona w niniejszej pracy jest na swój sposób niezwykªa. Z
jednej strony jest ona bardzo skomplikowana. Trudno j¡ sobie w caªo±ci wy-
obrazi¢. Cho¢ przy niewielkim wysiªku potra�my zrozumie¢ jak dziaªa ka»da z
operacji wykonywana na strukturze, o tyle poª¡czenie tego w caªo±¢ jest nie-
bagatelnym zadaniem dla naszej wyobra¹ni. To co b¦dzie dla nas list¡ podczas
wykonywania Insert b¦dzie dla nas zmody�kowanym drzewem Dietza-Ramana
zaimplementowanym przy pomocy drzew Levcopoulosa-Overmarsa przy opera-
cji Delete. Podczas ka»dej z operacji b¦dziemy koncentrowa¢ na jej szczegóªach
i abstrahowa¢ od tego jak nasza struktura wygl¡da naprawd¦. Z drugiej jednak
strony podczas tworzenia tej struktury napotkamy na szereg problemów. Brodal
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(autor tej struktury) rozwi¡zuje je w sposób prosty, pi¦kny i mniej lub bardziej
elegancki. Warto zainteresowa¢ si¦ t¡ prac¡ wªa±nie dla tych trików i sztuczek
u»ytych w tej strukturze. Mo»na powiedzie¢, »e Finger Search Tree with Con-
stant Insertion Time jest istn¡ "Pi¦kn¡ i besti¡"w±ród struktur danych.

1.1 Do czego sªu»y �nger?

Finger jest dodatkowym wska¹nikiem w naszej strukturze. Za jego pomoc¡ b¦d¡
odbywa¢ si¦ wszystkie operacje. Ten wska¹nik b¦dzie zazwyczaj oznaczaª miej-
sce w pobli»u którego b¦dziemy dokonywa¢ operacji. Dzi¦ki temu operacje na
strukturze z palcem b¦d¡ asymptotycznie lepsze od operacji na zwykªych struk-
turach.

1.2 Operacje jakie mo»emy wykona¢ na strukturze pal-

czastej

Mamy nast¦puj¡ce operacje, jakie mo»emy wykona¢:
FINGER Insert(FINGER F, VALUE V) - Tworzy nowy wierzchoªek z warto-

±ci¡ V bezpo±rednio na prawo od wierzchoªka na którego wskazuje F. Funkcja
zwraca wska¹nik na nowo wstawiony element i dziaªa (zazwyczaj) w czasie sta-
ªym.

VOID Delete(FINGER F) - Usuwamy wierzchoªek wskazywany przez �nger
F. Funkcja dziaªa (zazwyczaj) w czasie staªym.

FINGER Search(VALUE V) - Funkcja zwraca �nger na najwi¦kszy element
nie wi¦kszy ni» V. Funkcja ta powinna dziaªa¢ w czasie O(log d) co jest istot¡
struktur palczastych.

Kryje si¦ tu pewne niebezpiecze«stwo. Struktura nie zwraca uwagi jaka war-
to±¢ jest wstawiana po jakim elemencie (struktura pozwoli na dodanie nowego
wierzchoªka o dowolnej warto±ci po dowolnym wierzchoªku w strukturze). Z
drugiej strony struktury te zakªadaj¡, »e wierzchoªki s¡ posortowane rosn¡co
(Aby mo»na byªo szybko wykonywa¢ operacj¦ Search). Zatem to programista
powinien zapewni¢, »e wstawia now¡ warto±¢ w odpowiednie miejsce. Je±li nie
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wiemy jak¡ warto±¢ F powinni±my poda¢ procedurze to mo»emy u»y¢ funkcji
Search(V).

1.3 Co to jest "d"?

W zªo»ono±ci operacji Search pojawia si¦ zmienna d. Czemu jest ona równa?
Podczas wyszukiwania b¦dziemy korzysta¢ z dwóch rzeczy: palca F i warto±ci
V. Wyobra¹my sobie, »e wszystkie warto±ci ze struktury w której wyszukujemy,
umieszczamy na posortowanej li±cie. Warto±¢ d jest równa ilo±ci elementów po-
mi¦dzy F a V.

1.4 Intuicja

Spróbujmy lepiej zrozumie¢ jak wygl¡da wyszukiwanie zadanego elementu w
zale»no±ci od logarytmu z d.

Wyobra¹my sobie posortowan¡ tablic¦. Mamy wska¹niki oznaczaj¡ce pocz¡-
tek i koniec tablicy, zadany palec F oraz szukan¡ warto±¢ V. Jak j¡ wyszuka¢
szybko? Pierwszy pomysª jaki zazwyczaj przychodzi nam do gªowy gdy sªyszymy
hasªo "posortowana tablica"to "wyszukiwanie binarne". No i niby sªusznie - bo
szybciej wyszuka¢ danego elementu V si¦ nie da. Jednak w tej sytuacji jest to
dla nas... zbyt wolno. Wyszukiwanie binarne zadziaªa w czasie O(log n) nawet
je±li element V znajduje si¦ blisko naszego palca. Lepszym pomysªem b¦dzie
tzw. wyszukiwanie wykªadnicze. Bez straty ogólno±ci przyjmijmy, »e wyszuki-
wany element jest wi¦kszy ni» element wskazywany przez palec. Patrzymy na
elementy oddalone od palca o 20, 21, 22, 23, . . . a» napotkamy na element wi¦kszy
od elementu szukanego. Teraz mo»emy skorzysta¢ z wyszukiwania binarnego w
celu znalezienia naszego elementu. Algorytm dziaªa w czasie O(log d).
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Rozwa»my teraz peªne drzewo binarne. Warto±ci b¦dziemy przechowywa¢ w
li±ciach. Wszystkie li±cie b¦d¡ le»aªy na tym samym poziomie i dla uproszcze-
nia przyjmijmy, »e mamy 2k ró»nych warto±ci w drzewie. Jak teraz wygl¡da
wyszukiwanie warto±ci? Pierwszym pomysªem jaki przychodzi nam do gªowy
to przechodzenie drzewa do góry od wierzchoªka F tak dªugo, a» napotkamy
na LCA(F, V ), a nast¦pnie zej±cie w dóª do wierzchoªka V. Niestety ta metoda
jest za wolna. Na rysunku poni»ej widzimy, »e metoda ta mo»e wymaga¢ czasu
O(log n) nawet gdy wierzchoªek V jest nast¦pnikiem F. Aby usprawni¢ dziaªa-
nie algorytmu dodajemy dodatkowe wska¹niki do struktury. �¡czymy w list¦
wszystkie wierzchoªki od lewej do prawej le»¡ce na tym samym poziomie (rysu-
nek). Wyszukiwanie wygl¡da teraz nast¦puj¡co. Podobnie jak ostatnio idziemy
od wierzchoªka F w gór¦. Tym razem jednak oprócz sprawdzenia czy aktualnie
rozwa»any wierzchoªek to LCA(F, V ) patrzymy tak»e na s¡siadów tego wierz-
choªka na li±cie. Je±li wierzchoªek V znajduje si¦ w poddrzewie, którego± z s¡sia-
dów to przechodzimy do niego i rozpoczynamy wyszukiwanie w dóª. Algorytm
ten dziaªa w czasie O(log d). Wynika to z prostej obserwacji: Je±li w którym±
kroku b¦d¡c w wierzchoªku na poziomie i poszli±my do góry, zamiast do s¡siada
to F od V jest oddalony o conajmniej 2i.
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1.5 Przykªadowe struktury umo»liwiaj¡ce Finger Search

Poni»ej przedstawiam najwa»niejsze struktury danych wspieraj¡ce Finger Search

wraz ze zªo»ono±ci¡ obliczeniow¡ poszczególnych operacji.

Nazwa struktury Insert Delete Search Uwagi
linked (2,4)-trees O(1) O(1) O(log d) Zamortyzowany
skip list O(1) O(1) O(log d) Oczekiwany
treaps O(1) O(1) O(log d) Oczekiwany
Dietz-Raman O(1) O(1) O(log d) RAM Comparison
Brodal O(1) O(log∗ n) O(log d) Pointer Machine

Brodal-Lagogiannis-
Makris-Tsakalidis-Tsichlas

O(1) O(1) O(log d) Pointer Machine

Andersson-Thorup O(1) O(1) O
(√

log d
log log d

)
RAM Word

W 1980 roku Brown i Tarjan zauwa»yli, »e w strukturze zwanej linked (2,4)-
trees mo»na wykona¢ Finger Search w najgorszym czasie O(log d). W 1982
roku Huddleston i Mehlhorn pokazali jak zaimplementowa¢ wstawianie i usuwa-
nie w tej strukturze w zaamortyzowanym czasie staªym. W tabelce pojawiaj¡ si¦
dwie struktury zrandomizowane. Skip-listy (Pugh 1989) oraz drzewce (Seidel,
Aragon 1996). W 1994 roku Dietz-Raman pokazali, »e mo»na zaimplementowa¢
struktur¦ wspieraj¡c¡ Finger Search w której wstawianie i usuwanie jest w
najgorszym czasie staªy. Dokonali tego jednak w modelu oblicze« RAM. Doko-
nali tego tablicuj¡c maªe drzewa. Zaªo»yli jednak »e elementy mo»na jedynie
porównywa¢. W 1998 roku Brodal przedstawiª struktur¦ danych dziaªaj¡c¡ w
modelu pointer-base, która umo»liwiaªa wstawianie w najgorszym czasie staªym.
Jednak usuwanie ze struktury odbywaªo si¦ w czasie O(log∗ n). Poprawiª tym
sposobem wynik Harela i Luekera z 1980 roku, którzy to zaprezentowali struk-
tur¦ wspieraj¡c¡ Finger Search z czasem wstawiania i usuwania O(log∗ n). W
2002 roku Brodal, Lagogiannis, Makris, Tsakalidis i Tsichlas przedstawili struk-
tur¦ danych dziaªaj¡c¡ w modelu pointer-base w której usuwanie i dodawanie
warto±ci odbywa si¦ w najgorszym czasie staªym. W 2000 roku Anderson i Tho-
rup przekroczyli w modelu RAM granic¦ logarytmu otrzymaj¡c czas zapytania

O
(√

log d
log log d

)
. Rezultat ten zostaª osi¡gni¦ty poprzez rozpatrzenie warto±ci jako

sªów maszynowych i zastosowanie technik pokonuj¡cych dolne ograniczenia dla
struktur bazuj¡cych na porównywaniu.

1.6 Zastosowania

Wyobra¹my sobie, »e mamy dane dwie struktury danych (X oraz Y ) zawieraj¡ce
jakie± elementy. Przyjmijmy, »e X ma n elementów, a Y ma m elementów,
przy czym n ≤ m. Chcemy utworzy¢ jedn¡ struktur¦ zªo»on¡ z elementów obu
struktur. Rozwa»my nast¦puj¡cy algorytm:

Merge(X, Y )
1 for x ∈ X
2 Y.Insert(x)

Je±li Y jest zwykªym zbalansowanym drzewem wyszukiwa« binarnych to po-
wy»szy algorytm zadziaªa w czasie O(n log m). Gdyby jednak Y byªo struktur¡
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palczast¡ to zªo»ono±¢ algorytmu wyniosªaby O(n log m
n ). Dlaczego? Algorytm

wykonuje n wstawie« w czasie staªym. Przed ka»dym wstawieniem poszuku-
jemy w czasie O(log d) miejsca w które nale»y wstawi¢ dany element. Ponadto
poniewa» wstawiamy elementy coraz wi¦ksze zachodzi:

∑n
i=1 di ≤ m. Zatem∑n

i=1 log di ≤ n log m
n .

Poni»ej przedstawiam inne zastosowania struktur wspieraj¡cych Finger Search.
S¡ to problemy z geometrii obliczeniowej oraz algorytmów tekstowych. Nie by-
ªem pewny polskiej terminologii niektórych zagadnie« dlatego postanowiªem
pozostawi¢ je w j¦zyku angielskim.

• Three-dimensional layers of maxima

• Visibility and shortest path problem inside simple polygon

• Visibility graph of a simple polygon

• Triangulating a simple polygon

• Maximal quasiperiodicities in strings

• Maximal pairs with bounded gap

2 Struktura

2.1 Podstawy

Zde�niujmy sobie na pocz¡tku niesko«czenie wiele staªych: ∆1, ∆2, ∆3, . . ., przy

czym wymagamy od nich aby speªniaªy warunek: ∆d ≥ 22d − 1. Staªe te u»y-
jemy przy algorytmie wstawiania wierzchoªka do drzewa. Nasza struktura b¦dzie
ponadto miaªa nast¦puj¡ce wªasno±ci:

• Nasze drzewo b¦dzie miaªo warto±ci tylko w li±ciach.

• W ka»dym wierzchoªku wewn¦trznym zapiszemy przedziaª warto±ci jakie
zawiera.

• Wszystkie li±cie znajduj¡ si¦ na tym samym poziomie.

• W ka»dym li±ciu trzymamy dodatkowo warto±¢ c.

• Poziom na którym znajduj¡ si¦ li±cie oznaczamy jako poziom 0.

Pusta struktura wygl¡da nast¦puj¡co:
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2.2 Wstawianie

Insert(f, v)
1 l = li±¢ na który wskazuje f
2 p = ojciec li±cia l
3 l′ = nowy wierzchoªek z warto±ci¡ v
4 wstawiamy l′ jako prawego brata l i syna p
5 cl′ = + + cl

6 Niech d speªnia cl mod 2d = 2d−1

7 v = przodek l oraz l′ na poziomie d
8 Je±li wierzchoªek v ma stopie« conajmniej 2∆d to
9 dzielimy go na dwa wierzchoªki v′ oraz v′′ ka»dy o stopniu conajmniej ∆d.
10 Je±li rozdzielili±my korze« to tworzymy nowy wierzchoªek o stopniu 2.

Mam nadziej¦, »e algorytm jest w miar¦ jasny. Niepokoj¡c¡ mo»e by¢ warto±¢
d. W nast¦pnym rozdziale wyja±nie, »e istnieje tylko jedna warto±¢ d speªnia-
j¡ca warunek okre±lony w linii 6. Ponadto wyja±nimy jak rozumie¢ intuicyjnie
ten warunek. Algorytm ten jak wyka»emy dziaªa w czasie staªym. Wszystkie
operacje opisane potra�my wykona¢ w czasie staªym. Wyj¡tek mog¡ stanowi¢
instrukcje dotycz¡ce znalezienia przodku na poziomie d oraz podziaªu wierz-
choªka dowolnego stopnia. Jak to zrobi¢ opiszemy w kolejnych rozdziaªach.

2.3 Twierdzenie

Zajmiemy si¦ teraz twierdzeniem, który mówi »e nasz algorytm wstawiania ele-
mentu do drzewa gwarantuje nam, »e stopie« ka»dego z wierzchoªków nie jest
zbyt du»y. Dowód tego twierdzenia jest do±¢ trudny ale i pi¦kny. Je±li ogarnia Ci¦
senno±¢ pomi« ten rozdziaª - w tym dokumencie jest du»o o wiele ciekawszych
rzeczy do przeczytania.

Twierdzenie 1 Algorytm gwarantuje, »e ka»dy wierzchoªek na poziomie d ma

stopie« conajmniej ∆d a conajwy»ej 22×2d

∆d. Oprócz korzenia, który mo»e mie¢

stopie« conajmniej 2.

Twierdzenie to b¦dziemy próbowali udowodni¢ a» do ko«ca tego rozdziaªu.
Zacznijmy od prostego spostrze»enia.

djestpozycjnajbardziejprawejjedynkiwzapisiebinarnymliczbycl wtedy i tylko
wtedy gdy cl mod 2d = 2d−1.

Spostrze»enie to wyja±nia czym jest d w naszym algorytmie. Pozycj¦ najbar-
dziej prawego bitu w zapisie binarnym oznaczamy jako pozycj¦ pierwsz¡. Dowód
tego spostrze»enia otrzymamy gdy zorientujemy si¦, »e równo±¢ cl = b×2d+2d+1

jest równowa»na z obydwoma warunkami z spostrze»enia.
Wprowad¹my teraz kilka oznacze«. Dla ka»dego li±cia l oraz poziomu p

wprowadzamy potencjaª: Φp
l = 22p−1−((cl+2p−1) mod 2p). Oczywi±cie zachodzi:

1 ≤ Φp
l ≤ 22p−1. Ponadto d takie jak w spostrze»eniu wtedy i tylko wtedy gdy

Φd
l = 22d−1. Dla ka»dego wierzchoªka v le»¡cego na poziomie p de�niujemy po-

tencjaª Φp
v =

∑
l∈Tv

Φp
l , gdzie Tv oznacza zbiór wszystkich li±ci znajduj¡cych

si¦ w poddrzewie o korzeniu v. Potencjaªy wygl¡daj¡ troch¦ przera»aj¡co. Po-
mog¡ nam one jednak w udowodnieniu naszego spostrze»enia. Przy pierwszym

7



czytaniu pracy Brodala zacz¡ªem si¦ zastanawia¢ sk¡d autor wiedziaª, »e poten-
cjaª ma wygl¡da¢ wªa±nie tak. Z kolejnymi krokami rozja±ni nam si¦ to nieco
bardziej.

Zastanówmy si¦ jak wstawienie nowego wierzchoªka wpªywa na potencjaª Φp
v.

Warto±¢ ta ma szans¦ si¦ zmieni¢ jedynie wtedy gdy wstawiamy wierzchoªek do
poddrzewa o korzeniu w v. Rozpatrzymy zatem jedynie takie sytuacje. Roz-
wa»my dwa przypadki. W pierwszym z nich przyjmijmy, »e wierzchoªek nie le»y
na poziomie d (ze spostrze»enia). Je±li p 6= d to cl mod 2p 6= 2p−1. Zatem po
powi¦kszeniu si¦ warto±ci cl warto±¢ Φp

l zmniejszy si¦ dwukrotnie (bo zmniejszy
si¦ o jeden warto±¢ w wykªadniku). Niech Φ oznacza star¡ warto±¢ Φp

l . Mamy
Φ = Φ

2 + Φ
2 = Φp

l + Φp
l Φp

l + Φp
l′ . St¡d warto±¢ Φp

v nie zmienia si¦!
Drugi przypadek. Rozwa»amy wierzchoªek, który w naszym algorytmie jest

kandydatem do rozdzielenia. Czyli p = d. Stare Φp
l = 22p−1−((2p−1−1+2p−1) mod 2p) =

22p−1−((2p−1) mod 2p) = 22p−1−2p−1 = 20 = 1. Z kolei nowe Φp
l = Φp

l′ =
22p−1−((2p−1+2p−1) mod 2p) = 22p−1. St¡d warto±¢ Φp

v zwi¦ksza si¦ o 2× 22p−1−
1 = 22p − 1 zanim postanowili±my rozdzieli¢ wierzchoªek v.

Kolejnym naszym krokiem b¦dzie próba udowodnienia nast¦puj¡cej nierów-
no±ci: Φp

v ≤ 22×2p ∏p
i=1 ∆i. Dowód przebiegnie indukcyjnie. Dla drzewa pustego

nierówno±¢ oczywi±cie zachodzi. Wstawiamy do drzewa nowy wierzchoªek. Jak

powiedzieli±my przed chwil¡ jedynie Φd
v zwi¦ksza si¦ o 22d − 1. Je±li wierzchoªek

v si¦ rozdzieliª na v′ oraz v′′ to ich stopnie s¡ conajmniej ∆d ≥ 22d − 1 zatem

ich potencjaªy tak»e. Φd
v + 22d − 1 = Φd

v′ + Φd
v′′ . Φd

v′ = Φd
v + 22d − 1 − Φd

v′′ ≤
Φd

v + 22d − 1− (22d − 1) = Φd
v ≤ 22×2d ∏d

i=1 ∆i. Ostatnia nierówno±¢ wynika z
zaªo»enia indukcyjnego. Analogicznie dowodzimy dla Φd

v′′ . Co je±li wierzchoªek
nie zostaª rozdzielony? Przeprowadzimy dowód indukcyjny po warto±ci d. Gdy
d = 1 to stopie« v jest conajwy»ej 2∆1− 1. Ka»dy z li±ci w tym poddrzewie ma
potencjaª Φ1

l ≤ 2. St¡d Φ1
v ≤ (2∆1−1)×2 ≤ 22×21

∆1. Krok indukcyjny - d > 1.
Nasz wierzchoªek ma nie wi¦cej ni» 2∆d synów. Ka»dy z nich ma z zaªo»enia

indukcyjnego nie wi¦cej ni» 22×2d−1 ∏d−1
i=1 ∆i li±ci. Ka»dy z tych li±ci ma po-

tencjaª nie wi¦kszy ni» 22d−1. Otrzymujemy Φd
v ≤ 2∆d

(
22×2d−1 Qd−1

i=1

)
22d−1 ≤

22×2d ∏d
i=1 ∆i.

Poniewa» wierzchoªek na poziomie d dzieli si¦ tylko wtedy gdy ma stopie«
conajmniej 2∆d to wierzchoªki na poziomie d (prócz korzenia) maj¡ stopie« co-
najmniej ∆d. Zatem ilo±¢ li±ci w poddrzewie o korzewniu w v speªnia nierówno±¢:
|T d

v | ≥
∏d

i=1 ∆i.
Ostatecznie otrzymujemy dowód naszego twierdzenia. Wierzchoªek na pozio-

mie d ma potencjaª Φd
v przy czym ka»dy z jego synów ma co najmniej

∏d−1
i=1 ∆i

li±ci, zatem tak»e conajmniej taki potencjaª. St¡d wierzchoªek ten ma conaj-

wy»ej Φd
v/
∏d−1

i=1 ∆i ≤ 22×2d ∏d
i=1 ∆i/

∏d−1
i=1 ∆i = 22×2p

∆d synów. Co ko«czy
dowód.

2.4 Wyszukiwanie przodka w czasie staªym

Czeka nas trudne zadanie. Chcemy w czasie staªym mie¢ dost¦p do przodka na
poziomie d. Nie mo»emy trzyma¢ wska¹ników do wszystkich przodków li±cia l, bo
po pierwsze nasza struktura nie b¦dzie miaªa rozmiaru liniowego, po drugie roz-
dzielenie wierzchoªka w naszym algorytmie wymagaªoby bardzo du»ego nakªadu
pracy. Wykorzystamy fakt, »e dla zadanego wierzchoªka nasze zapytania o kolej-

8



nych przodków maj¡ charakterystyczn¡ struktur¦ (1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1, . . .).
Z ka»dym li±ciem b¦dziemy trzymali stos zawieraj¡cy trójki (i, j, uj), gdzie

i ≤ j s¡ pozycjami (w binarnej reprezentacji cl) a uj jest wsta¹nikiem na przodka
li±cia l na poziomie j. [i, j] reprezentuje spójny fragment samych jedynek. Na
przykªad je±li mamy warto±¢ cl = 0011100110102. to na stosie b¦dziemy trzyma¢
warto±ci (pocz¡wszy od szczytu stosu): (2, 2, .), (4, 5, .), (8, 10, .). Poniewa» taki
stos reprezentuje jednoznacznie warto±¢ cl to nie b¦dziemy ju» dªu»ej trzymali
tej warto±ci w li±ciach - wystarczy nam stos.

Potrzebujemy teraz zastanowi¢ si¦ nad trzema rzeczami. W algorytmie mamy
operacj¦ zwi¦kszenia warto±ci cl, skopiowania stosu do nowo utworzonego wierz-
choªka - musimy pokaza¢ jak wykonywa¢ te operacje. No i w ko«cu musimy
pokaza¢ jak znale¹¢ przodka w czasie staªym.

Zajmijmy si¦ najpierw kopiowaniem stosu. Nie mo»emy po prostu skopiowa¢
ka»dego elementu z osobna. Zaj¦ªoby nam to O(log log n) czasu. Jak zatem
rozwi¡za¢ nasz problem? U»yjemy techniki zwanej wspóªdzieleniem danych. Tak
zmody�kowany stos pojawia si¦ w j¦zykach funkcyjnych. �Skopiowanie� stosu
b¦dzie polegaªo teraz tylko na utworzeniu nowego wska¹nika do obecnego ju»
stosu. Oba stosy nie b¦d¡ wchodziªy sobie w drog¦, musimy jedynie uwa»a¢ przy
usuwaniu elementów ze stosu. Usuwamy element jedynie wtedy gdy nie wskazuje
na niego ju» »aden wska¹nik.

Zaimplementujemy teraz funkcj¦, która zwi¡ksza o jeden warto±¢ cl i przy
okazji zwraca nam przodka znajduj¡cego si¦ na poziomie d. Oczywi±cie funkcja
b¦dzie dziaªaªa w czasie staªym.

Increment(Leafl, StackS)
1 if S == ∅
2 Wrzu¢ do S (1, 1, pl)
3 else (i, j, uj) = szczyt stosu
4 if i > 1
5 Wrzu¢ do S (1, 1, pl)
6 else Usu«(i, j, uj)
7 Wrzucamy (j + 1, j + 1, puj

)
8 (i, j, uj) = szczyt stosu
9 v = uj

10 Je±li trzeba mergujemy dwa wierzchoªki ze szczytu
11 return v

2.5 Zªe wska¹niki

Pojawia si¦ pewien problem. Otó» podczas dzielenia wierzchoªków mo»e si¦ zda-
rzy¢, »e wska¹niki w li±ciach przestan¡ by¢ aktualne. Przyczym niesta¢ nas aby
podczas dzielenia zaktualizowa¢ wszystkie wierzchoªki. Rozwi¡zaniem tego pro-
blemu jest... zignorowanie go. Zauwa»my, »e zwykªe podzielenie wierzchoªków
niczego nam jeszcze nie psuje. Po ±ci¡gni¦ciu wierzchoªku ze stosu funkcja inkre-
mentacji od razu przechodzi do jego ojca. Nie robi nam zatem ró»nicy czy mamy
wska¹nik do faktycznego przodka li±cia l czy do jego brata (patrz rysunek). Pe-
cha b¦dziemy mieli kiedy zarówno wierzchoªek na który mieli±my wska¹nik, jak
i jego ojciec zostan¦ podzielone. Intuicyjnie czujemy jednak, »e taka sytuacja
nie b¦dzie miaªa miejsca zbyt cz¦sto.
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Algorytmy pozostaj¡ bez zmian. Zdarza¢ si¦ zatem b¦dzie, »e rozdzielimy
wierzchoªek, który nie b¦dzie przodkiem li±cia, który teraz wstawili±my. Zmianie
ulegnie twierdzenie, które tak pracowicie dowiedli±my 3 sekcje wcze±niej. Nowej
wersji tego twierdzenia nie b¦dziemy tu dowodzi¢.

2.6 Dzielenie wierzchoªka o dowolnym stopniu

Mamy kolejny nietrywialny problem. Otó» chcemy podzieli¢ wierzchoªek o do-
wolnym stopniu na dwa wierzchoªki. Algorytm wstawiania wierzchoªka do drzewa
zakªadaª, »e w ka»dym wierzchoªku trzymamy wska¹nik do ojca. Zatem gdy dzie-
limy wierzchoªek musimy zadba¢ o aktualizacj¦ wska¹ników jego dzieci. Zgodnie
z algorytmem tych aktualizacji ma by¢ ∆d czyli ponad wykªadniczo wiele wzgl¦-
dem d! Zadanie to wygl¡da na niewykonalne. Jednak mo»emy skorzysta¢ tu z
faktu, »e nie dzielimy wierzchoªków byle jak. Dzielimy tylko te wierzchoªki które
maj¡ conajmniej 2∆d synów na dwa wierzchoªki maj¡ce conajmniej ∆d synów.

Utwórzmy warstw¦ po±redni¡. B¦dzie to warstwa zawieraj¡ca si¦ mi¦dzy
wierzchoªkiem v a jego synami. Synów podzielimy na bloki. Ka»dy wierzchoªek
z warstwy po±redniej b¦dzie reprezentowaª jeden taki blok. Ka»dy blok b¦dzie
zawieraª conajmniej ∆d wierzchoªków, ale nie wi¦cej ni» 2∆d − 1.

W wierzchoªku v trzymamy wska¹nik na najbardziej lewy i najbardziej
prawy blok. Wierzchoªki w warstwie po±redniej maj¡ wska¹niki na najbardziej
lewe i najbardziej prawe dziecko oraz wska¹nik do v. Natomiast dzieci wierz-
choªka v b¦d¡ trzymane na li±cie (od lewego do prawego) oraz b¦d¡ miaªy wska¹-
nik na blok w którym si¦ znajduj¡. Zauwa»my, »e znalezienie ojca dziecka nadal
odbywa si¦ w czasie staªym - dziecko zawiera wska¹nik na blok, a blok zawiera
wska¹nik na ojca.

Struktura jest ju» prawie gotowa. Dodanie nowego syna dla v jest do±¢ proste.
Co jednak je±li wstawiaj¡c nowy wierzchoªek sprawimy, »e który± z bloków stanie
si¦ za du»y? Zmody�kujmy zatem nieco nasz¡ warstw¦. Je±li blok b¦dzie zawieraª
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wi¦cej ni» ∆d wierzchoªków to b¦dziemy go reprezentowali za pomoc¡ dwóch
wierzchoªków poª¡czonych wska¹nikami. Pierwszy element pary b¦dzie zawieraª
dokªadnie ∆d wierzchoªków, natomiast drugi b¦dzie miaª ich ostro mniej ni» ∆d.
Je±li teraz w bloku b¦dziemy mieli wierzchoªek, który zawiera 2∆d wierzchoªków
to wystarczy zamieni¢ par¦ reprezentuj¡c¡ ten blok na dwa osobne wierzchoªki
(wystarczy wymaza¢ wska¹niki do pary). Wstawienie do tak zmody�kowanej
struktury b¦dzie wygl¡daªo nast¦puj¡co:

Insert(Leafl, StackS)
1 if w jest par¡
2 if wstawiamy do pierwszego el. pary
3 Wstaw do pierwszego el. pary
4 Skrajny prawy wierzchoªek bloku przepisz do drugiego el. pary
5 else wstaw do drugiego el. pary
6 if drugi el. pary ma ∆d wierzchoªków
7 Rozdziel par¦
8 else Utwórz do niego par¦

Mo»emy teraz ªatwo sprawdzi¢ czy wierzchoªek v powinien zosta¢ rozdzielony
wedªug algorytmu z pocz¡tku rozdziaªu. Powinien on zosta¢ rozdzielony wtedy
i tylko wtedy gdy w warstwie po±redniej znajduj¡ si¦ conajmniej dwa bloki.
Rozdzielenie wierzchoªka v wygl¡da teraz w ten sposób, »e wierzchoªkowi v′

pzyporz¡dkowujemy skrajnie prawy blok warstwy po±redniej v. Przestawiaj¡c w
tym bloku wska¹nik na ojca na wierzchoªek v′ dokonujemy czego± co na pocz¡tku
wydawaªo si¦ niemo»liwe - przyporz¡dkowujemy nowemu wierzchoªkowi ponad
wykªadniczo wiele synów w czasie staªym i wci¡» dla ka»dego z tych synów w
czasie staªym potra�my znale¹¢ jego ojca.

2.7 Liniowy rozmiar struktury

Czy rozmiar struktury jest liniowy? By¢ mo»e dla niektórych nie jest to ta-
kie oczywiste. W ka»dym li±ciu mo»emy trzyma¢ nawet log log n wska¹ników.
Caªo±¢ struktury mo»e ograniczy¢ przez n log log n. Czy da si¦ lepiej? Okazuje
si¦, »e tak! Struktura zajmuje O(n) pami¦ci, a argument na to jest naprawd¦
prosty. Nasza struktura powstaje przez wstawienie n elementów do pocz¡tkowo
pustego drzewa. Ka»de wstawienie zajmuje czas staªy. W tym czasie mo»emy
zaj¡¢ conajwy»ej staª¡ ilo±¢ nowej pami¦ci. St¡d po n wstawieniach struktura
b¦dzie miaªa rozmiar O(n).
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3 Usuwanie

Oznaczmy 2(1) = 2 oraz 2(d+1) = 22(d)
. Je±li teraz ustawimy ∆d = 2(d) to nasze

drzewo b¦dzie miaªo wysoko±¢ rz¦du O(log∗ n). B¦dziemy mogli w zwi¡zku z
tym przej±¢ w gór¦ przez caªe drzewo.

Podstawowa idea algorytmu wygl¡da nast¦puj¡co. Usuwamy wierzchoªek l.
Je±li jego ojciec ma odpowiedni stopie« to ko«czymy. Je±li natomiast ma teraz
za maªy stopie« to próbujemy go scali¢ z jego lewym b¡d¹ prawym bratem. Je±li
teraz jego brat ma zbyt du»y stopie« to dzielimy go na dwa wierzchoªki (w tym
miejscu mo»e nas kusi± aby zamiast tych operacji przestawi¢ jaki± wierzchoªek
od naszego brata tak aby nasz wierzchoªek miaª wci¡» odpowiedni stopie«; nie
mo»emy tego zrobi¢ ze wzgl¦du na wska¹niki w li±ciach!). Je±li tego niezrobili±my
to ojciec tego wierzchoªka straciª jednego syna - wchodzimy na poziom wy»ej i
wykonujemy to samo.

Pierwszy problem z jakim si¦ musimy zmierzy¢ to fakt, »e by¢ mo»e usuwamy
jaki± wierzchoªek na którego wskazuje jaki± wska¹nik ze stosu w li±ciu. Rozwi¡-
zaniem tego problemu jest oznaczenie tego wierzchoªka jako martwe dziecko
(dead children). Usuwamy wszystkie jego wska¹niki, prócz wska¹nika na jego
ojca. Mo»e si¦ zdarzy¢, »e jego ojciec jest równie» martwy. Martwe wierzchoªki
rezyduj¡ w pami¦ci, jednak s¡ oznaczone jako martwe. Mo»emy je usun¡¢, gdy
nie b¦dzie w strukturze wska¹nika na niego.

Drugi problem to potencjaª. Najpierw ª¡czymy wierzchoªek v z jego bratem
v′ co spowoduje zwi¦ksze si¦ potencjaªu Φd

v′ . Gdy rozdzielamy wierzchoªek v′

na v′ oraz v′′ chcieliby±my �cofn¡¢� wzrost tego potencjaªu. Niestety nie wystar-
czy przesun¡¢ Θ(∆d) wierzchoªków do v′′. Mo»e bowiem si¦ zdarzy¢, »e li±cie
które dodali±my do wierzchoªka v′ maj¡ wi¦kszy potencjaª ni» wierzchoªki, które
wyrzucili±my z niego przerzucaj¡c je do v′′. Mo»na wyliczy¢, »e je±li chcemy za-
gwarantowa¢ aby nasz potencjaª nie wzrósª potrzebujemy przenie±¢ Γd∆d synów,

gdzie Γd = 23(d−1)2d−1
22d+2d−1−2 . Warto±¢ Γd jest równa maksymalnemu po-

tencjaªowi wierzchoªka na wysoko±ci d − 1 (spostrzegawczy czytelnik zauwa»y
»e warto±¢ któr¡ tu podali±my ró»ni si¦ od tej któr¡ wyliczyli±my w rozdziale 2;
wynika to st¡d »e po mody�kacjach struktury któr¡ przeprowadzili±my zmody�-
kowaªy si¦ równie» te warto±ci; Brodal w swojej pracy sumiennie po ka»dej takiej
mody�kacji liczy ponownie te warto±ci; my sobie to odpu±cili±my) podzielony

przez
∏d−1

i=1 ∆i i pomno»emy przez maksymalny potencjaª li±cia Φd
l .

Jak teraz w czasie staªym przenie±¢ Γd∆d wierzchoªków? Czytelnik by¢ mo»e
ju» si¦ domy±la, gdy» u»yjemy metody, któr¡ ju» wykorzystywali±my. Wprowa-
dzimy dodatkow¡ warstw¦ po±redni¡ pomi¦dzy ojcem v a poprzedni¡ warstw¡
po±redni¡. Blok konstruujemy w analogiczny sposób jak poprzednio, z tym »e
teraz nasz blok b¦dzie miaª rozmiar conajmniej Γd i mniej ni» 2Γd.

4 Finger search

Pierwszym krokiem b¦dzie zmody�kowanie struktury Dietza-Ramana (patrz
rozdziaª dotycz¡cy przykªadowych struktur) tak aby dziaªaª na pointer machine.
Struktura Dietza-Ramana dziaªa na (2,3)-drzewach gdzie w li±ciu trzymamy
kubeªek zawieraj¡cy Θ(log2n) elementów. Mo»emy tutaj u»y¢ linked (2,3)-tree
przedstawionego przez Browna i Tarjana. Jedynym elementem w którym struk-
tura Dietza-Ramana korzysta z maszyny RAM s¡ kubeªki. Je±li taki kubeªek
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umo»liwia wstawianie i usuwanie w czasie staªym i kubeªki mo»emy rozdziela¢
i ª¡czy¢ w czasie O(log n) to mo»emy wstawia¢ i usuwa¢ ze struktury li±cie w
czasie staªym i wykona¢ Finger Search w czasie O(log d) plus czas potrzebny
do wykonania Finger Search w kubeªku. Dalej Dietz i Raman pokazuj¡ jak
wykona¢ wyszukiwnie w kubeªku w czasie O(log d). My poka»emy, »e mo»na je
wykona¢ w czasie O(log log n) wykorzystuj¡c pointer machine.

Nasze kubeªki reprezentujemy w postaci drzewa posiadaj¡cego 3 poziomy.
Ka»dy wierzchoªek na poziomie 1 (czyli ±rodkowym) posiada stopie« pomi¦dzy
log n a 2 log n− 1. Je±li wierzchoªek taki posiada conajmniej log n + 1 synów to
reprezentujemy go jako par¦ wierzchoªków. Tak! To wygl¡da jak warstwa po-
±rednia wprowadzona w poprzednich rozdziaªach. Dodawanie i usuwanie li±cia
odbywa si¦ podobnie jak w warstwie po±redniej. Rozdzielenie kubeªka odbywa
si¦ w czasie O(log n) poprzez liniowe przeniesienie O(log n) wierzchoªków z po-
ziomu 1 do nowego kubeªka. Dla ka»dego wierzchoªka w tej strukturze jego dzieci
trzymamy w strukturze Levcopoulosa i Overmarsa. Jest to struktura oparta na
BST umo»liwiaj¡ca wyszukiwanie w czasie O(log n), a wstawianie i usuwanie w
czasie O(1). Mo»emy teraz w naszej strukturze dodawa¢ i usuwa¢ li±cie w czasie
staªym, a wyszukiwa¢ w tej strukturze w czasie O(log log n) (bo rozmiar naszej
struktury jest O(log2 n)). Zatem zgodnie z twierdzeniem panów Dietza i Ramana
(patrz akapit wy»ej) otrzymali±my struktur¦ danych która umo»liwia wstawianie
i usuwanie w czasie staªym, a Finger Search w czasie O(log log n + log d).

Teraz trzymajmy si¦ mocno krzeseª. W naszej strukturze danych ka»dy
wierzchoªek z warstwy po±redniej (mówimy tu o warstwie z rozdziaªu drugiego,
a nie tej z rozdziaªu o usuwaniu wierzchoªków) zast¦pujemy struktur¡ opisan¡
wy»ej.

Wyszukiwanie w naszej strukturze wygl¡da teraz nast¦puj¡co. Wej±cie do
góry po drzewie jest dla nas tanie. Powiedzmy, »e doszli±my do wierzchoªka v
na poziomie p takiego, »e poddrzewo o korzeniu w v zawiera szukany przez nas
element x. Szukamy teraz tego elementu schodz¡c w dóª: Patrzymy na warstw¦
po±redni¡. Je±li szukany element jest w tym samym albo s¡siednim bloku co
palec f to schodzimy do niego i wyszukujemy dziecko v które zawiera x w cza-
sie O(log d + log log 2(p)) jak to opisali±my dwa akapity temu. Je±li szukanego
elementu nie ma w tych blokach, to znaczy, »e d ≥ 2(p). Przegl¡damy w takiej
sytuacji wszystkie bloki w poszukiwaniu tego do którego mamy zej±¢. Mo»emy
to zrobi¢ gdy» bloków jest conajwy»ej 23p2p

. Zatem wyszukiwanie odb¦dzie si¦
wtedy w czasie O(23p2p

+ log 2(p)) = O(log d). Podsumowuj¡c potrzebujemy w
tym kroku czasu O(log d + log log 2(p)). Gdy schodzimy poziom ni»ej kontynu-
ujemy poszukiwanie z tym, »e teraz b¦dziemy za ka»dym razem przeszukiwa¢
wszystkie bloki w warstwie po±redniej. Zatem na ka»dym poziomie i wykonamy
prac¦ w czasie O(23i2i

+ log 2(i)).
Caªkowity czas dziaªania wyniesie zatem:

log d + log log 2(p) +
p−1∑
i=1

(
23i2i

+ log 2(i) = O(log d + log 2(p−1)) = O(log d)

Bo d ≥ 2(d−1). U�f... Oto i caªa struktura.
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5 Liniowy rozmiar struktury

Niestety nasza struktura mo»e nie mie¢ liniowego rozmiaru. Wyobra¹my sobie,
»e wstawiamy do naszej struktury n elementów. Nast¦pnie wstawiamy i usu-
wamy ten sam element powiedzmy k razy - gdzie k najlepiej jest podwójnie
wykªadnicze wzgl¦dem n. Po takim obrocie sprawy mamy wci¡» n elementów w
strukturze, jednak jeden z li±ci mo»e mie¢ warto±¢ c na poziomie O(k) - zatem
potrzebuje O(log k) pami¦ci na stos. Innym problemem s¡ martwe dzieci. Ka»dy
li±¢ mo»e mie¢ ich O(log∗ n) st¡d rozmiar struktury mo»e osi¡gn¡¢ O(n log∗ n).
Obie te sytuacje s¡ czysto teoretyczne. Trudno sobie wyobrazi¢ aby±my wykony-
wali wykªadnicz¡ ilo±¢ operacji na strukturze. Tak»e druga sytuacja jest trudna
do uzyskania, a nawet rozmiar O(n log∗ n) w praktycznych zastosowaniach jest
tak samo dobry jak liniowy. Zajmiemy si¦ jednak tutaj tym problemem, gdy»
technika, któr¡ tu u»yjemy jest bardzo ciekawa.

U»yjemy techniki zwanej global rebuilding technique. Ogólny zarys tej tech-
niki wygl¡da nast¦puj¡co. Oprócz naszej struktury T b¦dziemy trzyma¢ drzewo
T ′, które na pocz¡tku jest puste. Przy ka»dej operacji Insert oraz Delete wsta-
wiamy/usuwamy wierzchoªek do obu drzew (z T ′ usuwamy wierzchoªek tylko
je±li on w T ′ istnieje). Ponadto w strukturze T mamy wska¹nik pocz¡tkowo
ustawiony na najmniejszy element w drzewie. Przy ka»dej operacji Insert oraz
Delete przestawiamy ten wska¹nik na nast¦pny element i wstawiamy go do
drzewa T ′ je±li jeszcze go tam nie ma.

Gdy dojdziemy do ostatniego elementu drzewa T mo»emy to drzewo usun¡¢.
Nowym drzewem T staje si¦ T ′ i zabawa zaczyna si¦ od pocz¡tku. Musimy jed-
nak jeszcze usun¡¢ drzewo T . Wykonujemy to w podobny sposób jak poprzednio.
Przy ka»dej operacji wstawiania i usuwania staramy si¦ pozby¢ pewnej staªej
ilo±ci elementów starego drzewa. Dzi¦ki temu gwarantujemy liniowy rozmiar
naszej struktury.

Opisaªem tylko idee tej techiniki. Aby móc j¡ zastosowa¢ w czasie staªym
potrzebujemy dodatkowych wska¹ników. Z kolei przy analizie rozmiaru drzewa
T ′ przydaje si¦ aby podczas usuwania wstawia¢ do drzewa T ′ O(log∗ n) nowych
wierzchoªków. Po wi¦cej szczegóªów odsyªam do pracy Brodala.
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