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1 Wstep

Struktura przedstawiona w niniejszej pracy jest na swoj sposéb niezwykla. Z
jednej strony jest ona bardzo skomplikowana. Trudno ja sobie w calto$ci wy-
obrazi¢. Cho¢ przy niewielkim wysitku potrafimy zrozumieé¢ jak dzialta kazda z
operacji wykonywana na strukturze, o tyle polaczenie tego w calo$¢ jest nie-
bagatelnym zadaniem dla naszej wyobrazni. To co bedzie dla nas lista podczas
wykonywania Insert bedzie dla nas zmodyfikowanym drzewem Dietza-Ramana
zaimplementowanym przy pomocy drzew Levcopoulosa-Overmarsa przy opera-
cji Delete. Podczas kazdej z operacji bedziemy koncentrowac na jej szczegdtach
i abstrahowaé od tego jak nasza struktura wyglada naprawde. Z drugiej jednak
strony podczas tworzenia tej struktury napotkamy na szereg probleméw. Brodal



(autor tej struktury) rozwiazuje je w sposob prosty, piekny i mniej lub bardziej
elegancki. Warto zainteresowac sie ta praca witasnie dla tych trikow i sztuczek
uzytych w tej strukturze. Mozna powiedzieé¢, ze Finger Search Tree with Con-
stant Insertion Time jest istng "Piekna i bestia"wsréd struktur danych.

1.1 Do czego stuzy finger?

Finger jest dodatkowym wskaznikiem w naszej strukturze. Za jego pomoca beda
odbywacé sie wszystkie operacje. Ten wskaznik bedzie zazwyczaj oznaczat miej-
sce w poblizu ktérego bedziemy dokonywaé operacji. Dzieki temu operacje na
strukturze z palcem beda asymptotycznie lepsze od operacji na zwyktych struk-

turach.
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1.2 Operacje jakie mozemy wykonaé na strukturze pal-
czastej

Mamy nastepujace operacje, jakie mozemy wykonac:

FINGER Insert(FINGER F, VALUE V) - Tworzy nowy wierzcholek z warto-
$cig V bezposrednio na prawo od wierzchotka na ktérego wskazuje F. Funkcja
zwraca wskaznik na nowo wstawiony element i dziala (zazwyczaj) w czasie sta-
tym.

VOID Delete(FINGER F) - Usuwamy wierzcholek wskazywany przez finger
F. Funkcja dziata (zazwyczaj) w czasie stalym.

FINGER Search(VALUE V) - Funkcja zwraca finger na najwiekszy element
nie wiekszy niz V. Funkcja ta powinna dziala¢ w czasie O(logd) co jest istota
struktur palczastych.

Kryje sie tu pewne niebezpieczenistwo. Struktura nie zwraca uwagi jaka war-
to$¢ jest wstawiana po jakim elemencie (struktura pozwoli na dodanie nowego
wierzchotka o dowolnej wartosci po dowolnym wierzchotku w strukturze). Z
drugiej strony struktury te zakladaja, ze wierzchotki sa posortowane rosnaco
(Aby mozna bylo szybko wykonywaé operacje Search). Zatem to programista
powinien zapewnié, ze wstawia nowg warto$¢ w odpowiednie miejsce. Jesli nie



wiemy jaka warto$¢ F powinnismy podaé¢ procedurze to mozemy uzy¢ funkeji
Search (V).

1.3 Co to jest "d"?

W ztozonosci operacji Search pojawia sie zmienna d. Czemu jest ona réwna?
Podczas wyszukiwania bedziemy korzysta¢ z dwoch rzeczy: palca F i wartosci
V. Wyobrazmy sobie, ze wszystkie wartosci ze struktury w ktérej wyszukujemy,
umieszczamy na posortowanej liscie. Wartoéé d jest réwna ilosci elementéw po-

miedzy F a V.
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1.4 Intuicja

Sprobujmy lepiej zrozumieé jak wyglada wyszukiwanie zadanego elementu w
zalezno$ci od logarytmu z d.

Wyobrazmy sobie posortowang tablice. Mamy wskazniki oznaczajace pocza-
tek i koniec tablicy, zadany palec F oraz szukanag warto$¢ V. Jak ja wyszukac
szybko? Pierwszy pomyst jaki zazwyczaj przychodzi nam do glowy gdy styszymy
hasto "posortowana tablica"to "wyszukiwanie binarne". No i niby stusznie - bo
szybciej wyszuka¢ danego elementu V sie nie da. Jednak w tej sytuacji jest to
dla nas... zbyt wolno. Wyszukiwanie binarne zadziata w czasie O(logn) nawet
jesli element V znajduje sie blisko naszego palca. Lepszym pomystem bedzie
tzw. wyszukiwanie wykltadnicze. Bez straty ogodlnosci przyjmijmy, ze wyszuki-
wany element jest wiekszy niz element wskazywany przez palec. Patrzymy na
elementy oddalone od palca o 20, 21,2223 .. az napotkamy na element wiekszy
od elementu szukanego. Teraz mozemy skorzysta¢ z wyszukiwania binarnego w
celu znalezienia naszego elementu. Algorytm dziata w czasie O(log d).
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Rozwazmy teraz pelne drzewo binarne. Wartosci bedziemy przechowywaé w
lisSciach. Wszystkie liscie beda lezaly na tym samym poziomie i dla uproszcze-
nia przyjmijmy, ze mamy 2F réznych wartoéci w drzewie. Jak teraz wyglada
wyszukiwanie wartosci? Pierwszym pomystem jaki przychodzi nam do glowy
to przechodzenie drzewa do goéry od wierzchotka F tak dlugo, az napotkamy
na LCA(F,V), a nastepnie zej$cie w dot do wierzcholtka V. Niestety ta metoda
jest za wolna. Na rysunku ponizej widzimy, ze metoda ta moze wymagaé¢ czasu
O(logn) nawet gdy wierzchotek V jest nastepnikiem F. Aby usprawni¢ dziata-
nie algorytmu dodajemy dodatkowe wskazniki do struktury. Laczymy w liste
wszystkie wierzchotki od lewej do prawej lezace na tym samym poziomie (rysu-
nek). Wyszukiwanie wyglada teraz nastepujaco. Podobnie jak ostatnio idziemy
od wierzchotka F w gére. Tym razem jednak oprdcz sprawdzenia czy aktualnie
rozwazany wierzchotek to LCA(F, V') patrzymy takze na sasiadow tego wierz-
chotka na liscie. Jesli wierzchotek V znajduje sie w poddrzewie, ktéregos z sasia-
déw to przechodzimy do niego i rozpoczynamy wyszukiwanie w dot. Algorytm
ten dziala w czasie O(logd). Wynika to z prostej obserwacji: Jesli w ktoryms
kroku bedac w wierzchotku na poziomie i poszliémy do géry, zamiast do sasiada
to F od V jest oddalony o conajmniej 2.




1.5 Przykladowe struktury umozliwiajace Finger Search

Ponizej przedstawiam najwazniejsze struktury danych wspierajace Finger Search
wraz ze zlozonoscia obliczeniowa poszczegélnych operacji.

Nazwa struktury Insert | Delete Search Uwagi

linked (2,4)-trees 0(1) 0(1) O(log d) Zamortyzowany
skip list 0(1) o(1) O(log d) Oczekiwany

treaps o(1) o(1) O(logd) Oczekiwany
Dietz-Raman o(1) o(1) O(logd) RAM Comparison
Brodal O(1) | O(log" n) O(logd) Pointer Machine
Brodal-Lagogiannis- o(1) o(1) O(logd) Pointer Machine

Makris-Tsakalidis-Tsichlas

Andersson-Thorup 0(1) 0(1) O ( log)li g d) RAM Word

W 1980 roku Brown i Tarjan zauwazyli, ze w strukturze zwanej linked (2,4)-
trees mozna wykona¢ Finger Search w najgorszym czasie O(logd). W 1982
roku Huddleston i Mehlhorn pokazali jak zaimplementowaé¢ wstawianie i usuwa-
nie w tej strukturze w zaamortyzowanym czasie stalym. W tabelce pojawiaja sie
dwie struktury zrandomizowane. Skip-listy (Pugh 1989) oraz drzewce (Seidel,
Aragon 1996). W 1994 roku Dietz-Raman pokazali, ze mozna zaimplementowaé
strukture wspierajaca Finger Search w ktoérej wstawianie i usuwanie jest w
najgorszym czasie staly. Dokonali tego jednak w modelu obliczen RAM. Doko-
nali tego tablicujac mate drzewa. Zatozyli jednak ze elementy mozna jedynie
poréownywacé. W 1998 roku Brodal przedstawil strukture danych dziatajaca w
modelu pointer-base, ktéra umozliwiata wstawianie w najgorszym czasie statym.
Jednak usuwanie ze struktury odbywalo si¢ w czasie O(log* n). Poprawil tym
sposobem wynik Harela i Luekera z 1980 roku, ktérzy to zaprezentowali struk-
ture wspierajacg Finger Search z czasem wstawiania i usuwania O(log™ n). W
2002 roku Brodal, Lagogiannis, Makris, Tsakalidis i Tsichlas przedstawili struk-
ture danych dzialajaca w modelu pointer-base w ktérej usuwanie i dodawanie
wartosci odbywa sie w najgorszym czasie staltym. W 2000 roku Anderson i Tho-
rup przekroczyli w modelu RAM granice logarytmu otrzymajac czas zapytania

loglogd
stow maszynowych i zastosowanie technik pokonujacych dolne ograniczenia dla
struktur bazujacych na poréwnywaniu.

O ( log d ) . Rezultat ten zostal osiagniety poprzez rozpatrzenie wartosci jako

1.6 Zastosowania

Wyobrazmy sobie, ze mamy dane dwie struktury danych (X oraz Y') zawierajace
jakies elementy. Przyjmijmy, ze X ma n elementéw, a ¥ ma m elementéw,
przy czym n < m. Chcemy utworzy¢ jedng strukture ztozong z elementéow obu
struktur. Rozwazmy nastepujacy algorytm:

MERGE(X,Y)
1 forze X
2 Y .INSERT(z)

Jesli Y jest zwyklym zbalansowanym drzewem wyszukiwan binarnych to po-
wyzszy algorytm zadziala w czasie O(nlogm). Gdyby jednak Y bylo struktura



palczasta to zlozono$é algorytmu wyniostaby O(nlog 7*). Dlaczego? Algorytm

wykonuje n wstawienn w czasie stalym. Przed kazdym wstawieniem poszuku-
jemy w czasie O(logd) miejsca w ktore nalezy wstawi¢ dany element. Ponadto
poniewaz wstawiamy elementy coraz wigksze zachodzi: Y ., d; < m. Zatem
> logd; <nlog ™.
Ponizej przedstawiam inne zastosowania struktur wspierajacych Finger Search.

Sa to problemy z geometrii obliczeniowej oraz algorytméw tekstowych. Nie by-
tem pewny polskiej terminologii niektérych zagadnien dlatego postanowitem
pozostawié je w jezyku angielskim.

e Three-dimensional layers of maxima

Visibility and shortest path problem inside simple polygon

Visibility graph of a simple polygon

Triangulating a simple polygon

Maximal quasiperiodicities in strings

Maximal pairs with bounded gap

2 Struktura

2.1 Podstawy

Zdefiniujmy sobie na poczatku nieskonczenie wiele statych: Ay, Ay Ag, ..., przy

. . od .
czym wymagamy od nich aby spelnialy warunek: Ay > 2% — 1. Stale te uzy-
jemy przy algorytmie wstawiania wierzchotka do drzewa. Nasza struktura bedzie
ponadto miala nastepujace wlasnosci:

e Nasze drzewo bedzie miato wartosci tylko w lisciach.

e W kazdym wierzchotku wewnetrznym zapiszemy przedzial wartosci jakie
zawiera.

Wszystkie liscie znajduja sie na tym samym poziomie.

W kazdym liciu trzymamy dodatkowo wartosé c.
e Poziom na ktoérym znajduja sie licie oznaczamy jako poziom O.

Pusta struktura wyglada nastepujaco:




2.2 Wstawianie

INSERT(f,v)

1 [ = li&¢ na ktory wskazuje f

2 p = ojciec liscia [

3 I’ = nowy wierzcholek z wartoscia v

4 wstawiamy [’ jako prawego brata [ i syna p

5 ¢ =4++¢q

6 Niech d spetnia ¢; mod 2¢ = 27-1

7 v = przodek [ oraz I’ na poziomie d

8 Jesli wierzchotek v ma stopieri conajmniej 24, to

9 dzielimy go na dwa wierzcholki v’ oraz v” kazdy o stopniu conajmniej Ag.
10 Jesli rozdzieliliSmy korzen to tworzymy nowy wierzchotek o stopniu 2.

Mam nadzieje, ze algorytm jest w miare jasny. Niepokojaca moze by¢ wartosé
d. W nastepnym rozdziale wyjasnie, ze istnieje tylko jedna warto$é¢ d spelnia-
jaca warunek okreslony w linii 6. Ponadto wyjasnimy jak rozumieé¢ intuicyjnie
ten warunek. Algorytm ten jak wykazemy dziala w czasie stalym. Wszystkie
operacje opisane potrafimy wykona¢ w czasie staltym. Wyjatek moga stanowié
instrukcje dotyczace znalezienia przodku na poziomie d oraz podzialu wierz-
chotka dowolnego stopnia. Jak to zrobié¢ opiszemy w kolejnych rozdziatach.

2.3 Twierdzenie

Zajmiemy sie teraz twierdzeniem, ktéry mowi ze nasz algorytm wstawiania ele-
mentu do drzewa gwarantuje nam, ze stopien kazdego z wierzchotkéw nie jest
zbyt duzy. Dowdd tego twierdzenia jest dos¢ trudny ale i piekny. Jesli ogarnia Cie
senno$¢ pomin ten rozdzial - w tym dokumencie jest duzo o wiele ciekawszych
rzeczy do przeczytania.

Twierdzenie 1 Algorytm gwarantuje, ze kazdy wierzchotek na poziomie d ma
stopien conajmniej Ay a conajwyzej 22X2dAd. Oprécz korzenia, ktéry moze mieé
stopien conajmmniej 2.

Twierdzenie to bedziemy prébowali udowodni¢ az do konca tego rozdziatu.
Zacznijmy od prostego spostrzezenia.

djestpozycjnajbardziejprawejjedynkiwzapisiebinarnymliczbyc; wtedy i tylko
wtedy gdy ¢; mod 2¢ = 2471,

Spostrzezenie to wyjasnia czym jest d w naszym algorytmie. Pozycje najbar-
dziej prawego bitu w zapisie binarnym oznaczamy jako pozycje pierwsza. Dowod
tego spostrzezenia otrzymamy gdy zorientujemy sie, ze téwnosé ¢; = bx 2% 424+1
jest robwnowazna z obydwoma warunkami z spostrzezenia.

Wprowadzmy teraz kilka oznaczen. Dla kazdego liscia 1 oraz poziomu p
wprowadzamy potencjal: &7 = 227 —1=((ar+2"7") mod 2°) " Oczywidcie zachodzi:
1 < ®P < 2%~ Ponadto d takie jak w spostrzezeniu wtedy i tylko wtedy gdy
@f =22"-1 Dla kazdego wierzchotka v lezacego na poziomie p definiujemy po-
tencjal P = ZleTv 7, gdzie T, oznacza zbiér wszystkich lisci znajdujacych
sie w poddrzewie o korzeniu v. Potencjaly wygladaja troche przerazajaco. Po-
moga nam one jednak w udowodnieniu naszego spostrzezenia. Przy pierwszym



czytaniu pracy Brodala zaczalem sie zastanawia¢ skad autor wiedzial, ze poten-
cjal ma wyglada¢ wtasnie tak. Z kolejnymi krokami rozjasni nam sie to nieco
bardziej.

Zastanéwmy sie jak wstawienie nowego wierzchotka wplywa na potencjat 7.
Wartosé ta ma szanse sie zmienié¢ jedynie wtedy gdy wstawiamy wierzchotek do
poddrzewa o korzeniu w v. Rozpatrzymy zatem jedynie takie sytuacje. Roz-
wazmy dwa przypadki. W pierwszym z nich przyjmijmy, ze wierzchotek nie lezy
na poziomie d (ze spostrzezenia). Jesli p # d to ¢; mod 2P # 2P~1. Zatem po
powickszeniu si¢ wartosci ¢; wartos¢ ®7 zmniejszy si¢ dwukrotnie (bo zmniejszy
si¢ o jeden wartos¢ w wyktadniku). Niech ® oznacza starg wartos¢ ®7. Mamy
®=2+2 =00+ 'O + @ Stad wartos¢ 2 nie zmienia sie!

Drugi przypadek. Rozwazamy wierzcholek, ktéry w naszym algorytmie jest
kandydatem do rozdzielenia. Czyli p = d. Stare ¢} = 22°—1-((2"71=142"7") mod 2°) —
227 —-1=((27=1) mod 27) — 92"-1-2"—1 — 90 — 1.7 kolei nowe &7 = P =
92" =1-((2"'4+2"77) mod 2°) — 92"~1 Gtad warto$¢ PP zwieksza sie 0 2 x 2271 —
1 = 22" — 1 zanim postanowilismy rozdzieli¢ wierzcholek v.

Kolejnym naszym krokiem bedzie proba udowodnienia nastepujacej nierdw-
nosci: P < 92x2" Hle A;. Dowdd przebiegnie indukeyjnie. Dla drzewa pustego
nier6wnos¢ oczywiscie zachodzi. Wstawiamy do drzewa nowy wierzchotek. Jak
powiedzielismy przed chwilg jedynie ®¢ zwieksza si¢ o 22" _ 1. Jesli wierzcholek
v sie rozdzielil na v’ oraz v” to ich stopnie sa conajmniej Ay > 22" — 1 zatem
ich potencjaly takze. ®¢ + 22 — 1 = &4, + ¢4, &4, = d¢ 4+ 22° — 1 - @7, <
9 422" 1 (22" —1) = & < 22¥2" [[L| A,. Ostatnia nieréwnosé¢ wynika z
zalozenia indukcyjnego. Analogicznie dowodzimy dla CIJff,/. Co jesli wierzchotek
nie zostal rozdzielony? Przeprowadzimy dowod indukcyjny po wartosci d. Gdy
d =1 to stopien v jest conajwyzej 2A; — 1. Kazdy z lisci w tym poddrzewie ma
potencjal ® < 2. Stad ®L < (2A; —1) x 2 < 22%2' A;. Krok indukeyjny - d > 1.
Nasz wierzcholek ma nie wiecej niz 2A, synoéw. Kazdy z nich ma z zalozenia
indukcyjnego nie wiecej niz 22%2* H‘j:_ll A; ligci. Kazdy z tych lisci ma po-
tencjal nie wiekszy niz 921, Otrzymujemy @2 < 2A, (22X2d_1 1—[7:_11) 22'-1 <

92x2¢ H?=1 A,

Poniewaz wierzcholek na poziomie d dzieli sie tylko wtedy gdy ma stopieri
conajmniej 2A, to wierzchotki na poziomie d (procz korzenia) maja stopieri co-
najmniej Ay. Zatem ilosé lisci w poddrzewie o korzewniu w v spelnia nieréwnos¢é:
T =TI, A

Ostatecznie otrzymujemy dowod naszego twierdzenia. Wierzcholek na pozio-
mie d ma potencjal ®? przy czym kazdy z jego syné6w ma co najmniej Hf;ll A;
lisci, zatem takze conajmniej taki potencjal. Stad wierzchotek ten ma conaj-
wyzej &2/ Hf;ll A; < 2232 H?Zl Ai/H?;f A; = 22%?" A, synow. Co konczy
dowdd.

2.4 Wyszukiwanie przodka w czasie stalym

Czeka nas trudne zadanie. Chcemy w czasie stalym mieé¢ dostep do przodka na
poziomie d. Nie mozemy trzymac wskaznikow do wszystkich przodkow liscia 1, bo
po pierwsze nasza struktura nie bedzie miata rozmiaru liniowego, po drugie roz-
dzielenie wierzchotka w naszym algorytmie wymagatoby bardzo duzego naktadu
pracy. Wykorzystamy fakt, ze dla zadanego wierzchotka nasze zapytania o kolej-



nych przodkéw maja charakterystyczna strukture (1,2,1,3,1,2,1,4,1,2,1,...).

Z kazdym lisciem bedziemy trzymali stos zawierajacy trojki (7,7, u;), gdzie
i < j sa pozycjami (w binarnej reprezentacji ¢;) a u; jest wstaznikiem na przodka
liscia ! na poziomie j. [4, j] reprezentuje spojny fragment samych jedynek. Na
przyktad jesli mamy wartosé ¢; = 0011100110105. to na stosie bedziemy trzymac
wartosci (poczawszy od szczytu stosu): (2,2,.),(4,5,.),(8,10,.). Poniewaz taki
stos reprezentuje jednoznacznie warto$¢ ¢; to nie bedziemy juz dtuzej trzymali
tej wartosci w liSciach - wystarczy nam stos.

Potrzebujemy teraz zastanowic sie nad trzema rzeczami. W algorytmie mamy
operacje zwiekszenia wartosci ¢;, skopiowania stosu do nowo utworzonego wierz-
chotka - musimy pokazaé¢ jak wykonywaé te operacje. No i w koricu musimy
pokazaé jak znalezé przodka w czasie statym.

Zajmijmy sie najpierw kopiowaniem stosu. Nie mozemy po prostu skopiowaé
kazdego elementu z osobna. Zajeloby nam to O(loglogn) czasu. Jak zatem
rozwigzaé nasz problem? Uzyjemy techniki zwanej wspoétdzieleniem danych. Tak
zmodyfikowany stos pojawia sie w jezykach funkcyjnych. ,Skopiowanie” stosu
bedzie polegato teraz tylko na utworzeniu nowego wskaznika do obecnego juz
stosu. Oba stosy nie beda wchodzity sobie w droge, musimy jedynie uwazaé przy
usuwaniu elementoéw ze stosu. Usuwamy element jedynie wtedy gdy nie wskazuje
na niego juz zaden wskaznik.

Zaimplementujemy teraz funkcje, ktora zwigksza o jeden wartosé ¢; i przy
okazji zwraca nam przodka znajdujacego sie na poziomie d. Oczywiscie funkcja
bedzie dzialata w czasie stalym.

INCREMENT(Leafl, StackS)

1 if S==

2 Wrzué do S (1,1, p;)

3 else (i,j,u;) = szczyt stosu

4 ifi>1

5 Wrzué do S (1,1, p;)

6 else Usun(i, 7, u;)

7 Wrzucamy (j 4+ 1,7 +1,py;)
8 (4,4,u;) = szczyt stosu

9 v=uy
10 Jesli trzeba mergujemy dwa wierzchotki ze szczytu
11 return v

2.5 Zle wskazniki

Pojawia sie pewien problem. Ot6z podczas dzielenia wierzchotkéw moze sie zda-
rzy¢, ze wskazniki w liSciach przestang by¢ aktualne. Przyczym niestaé¢ nas aby
podczas dzielenia zaktualizowaé wszystkie wierzchotki. Rozwiazaniem tego pro-
blemu jest... zignorowanie go. Zauwazmy, ze zwykle podzielenie wierzchotkéw
niczego nam jeszcze nie psuje. Po Sciggnieciu wierzchotku ze stosu funkcja inkre-
mentacji od razu przechodzi do jego ojca. Nie robi nam zatem réznicy czy mamy
wskaznik do faktycznego przodka liscia I czy do jego brata (patrz rysunek). Pe-
cha bedziemy mieli kiedy zaréwno wierzchotek na ktéry mieliémy wskaznik, jak
i jego ojciec zostane podzielone. Intuicyjnie czujemy jednak, ze taka sytuacja
nie bedzie miata miejsca zbyt czesto.



DOBRZE DOBRZE ZLE

Algorytmy pozostaja bez zmian. Zdarzaé sie zatem bedzie, ze rozdzielimy
wierzchotek, ktéry nie bedzie przodkiem liscia, ktory teraz wstawiliSmy. Zmianie
ulegnie twierdzenie, ktére tak pracowicie dowiedlismy 3 sekcje wczesniej. Nowej
wersji tego twierdzenia nie bedziemy tu dowodzié.

2.6 Dzielenie wierzchotka o dowolnym stopniu

Mamy kolejny nietrywialny problem. Ot6z chcemy podzieli¢ wierzchotek o do-
wolnym stopniu na dwa wierzchotki. Algorytm wstawiania wierzchotka do drzewa
zaktadal, ze w kazdym wierzchotku trzymamy wskaznik do ojca. Zatem gdy dzie-
limy wierzchotek musimy zadba¢ o aktualizacje wskaznikéw jego dzieci. Zgodnie
z algorytmem tych aktualizacji ma byé¢ Ay czyli ponad wyktadniczo wiele wzgle-
dem d! Zadanie to wyglada na niewykonalne. Jednak mozemy skorzystaé¢ tu z
faktu, ze nie dzielimy wierzchotkéw byle jak. Dzielimy tylko te wierzchotki ktore
maja conajmniej 2A,4 synéw na dwa wierzchotki majace conajmniej Ay synéw.

Utworzmy warstwe posrednia. Bedzie to warstwa zawierajaca sie miedzy
wierzchotkiem v a jego synami. Synéw podzielimy na bloki. Kazdy wierzchotek
z warstwy poéredniej bedzie reprezentowal jeden taki blok. Kazdy blok bedzie
zawieral conajmniej Ay wierzchotkéw, ale nie wiecej niz 2A4 — 1.

W wierzchotku v trzymamy wskaznik na najbardziej lewy i najbardziej
prawy blok. Wierzchotki w warstwie posredniej maja wskazniki na najbardziej
lewe i najbardziej prawe dziecko oraz wskaznik do v. Natomiast dzieci wierz-
chotka v beda trzymane na liscie (od lewego do prawego) oraz bedg mialty wskaz-
nik na blok w ktorym sie znajduja. Zauwazmy, ze znalezienie ojca dziecka nadal
odbywa sie w czasie stalym - dziecko zawiera wskaznik na blok, a blok zawiera
wskaznik na ojca.

Struktura jest juz prawie gotowa. Dodanie nowego syna dla v jest dos¢ proste.
Co jednak jesli wstawiajac nowy wierzchotek sprawimy, ze ktorys z blokow stanie
sie za duzy? Zmodyfikujmy zatem nieco nasza warstwe. Jesli blok bedzie zawierat
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wiecej niz Ay wierzchotkow to bedziemy go reprezentowali za pomoca dwdch
wierzchotkéw potaczonych wskaznikami. Pierwszy element pary bedzie zawierat
doktadnie Ay wierzchotkéw, natomiast drugi bedzie miat ich ostro mniej niz Ay.
Jesli teraz w bloku bedziemy mieli wierzchotek, ktéry zawiera 2A; wierzchotkow
to wystarczy zamienié pare reprezentujaca ten blok na dwa osobne wierzchotki
(wystarczy wymaza¢ wskazniki do pary). Wstawienie do tak zmodyfikowane;
struktury bedzie wygladato nastepujaco:

INSERT(Leafl, StacksS)

1 if w jest parg

2 if wstawiamy do pierwszego el. pary

3 Wstaw do pierwszego el. pary

4 Skrajny prawy wierzchotek bloku przepisz do drugiego el. pary
5 else wstaw do drugiego el. pary

6 if drugi el. pary ma Ay wierzchotkow

7 Rozdziel pare

8 else Utworz do niego pare

Mozemy teraz tatwo sprawdzi¢ czy wierzcholtek v powinien zostaé rozdzielony
wedlug algorytmu z poczatku rozdziatu. Powinien on zostaé rozdzielony wtedy
i tylko wtedy gdy w warstwie posredniej znajduja sie conajmniej dwa bloki.
Rozdzielenie wierzcholka v wyglada teraz w ten sposob, ze wierzchotkowi v’
pzyporzadkowujemy skrajnie prawy blok warstwy posredniej v. Przestawiajac w
tym bloku wskaznik na ojca na wierzchotek v" dokonujemy czego$ co na poczatku
wydawato sie niemozliwe - przyporzadkowujemy nowemu wierzchotkowi ponad
wyktadniczo wiele synéw w czasie stalym i wcigz dla kazdego z tych synéw w
czasie stalym potrafimy znalezé¢ jego ojca.

2.7 Liniowy rozmiar struktury

Czy rozmiar struktury jest liniowy? Byé¢ moze dla niektorych nie jest to ta-
kie oczywiste. W kazdym lisSciu mozemy trzymaé nawet loglogn wskaznikow.
Catosé¢ struktury moze ograniczy¢ przez nloglogn. Czy da sie lepiej? Okazuje
sie, ze tak! Struktura zajmuje O(n) pamieci, a argument na to jest naprawde
prosty. Nasza struktura powstaje przez wstawienie n elementéw do poczatkowo
pustego drzewa. Kazde wstawienie zajmuje czas staly. W tym czasie mozemy
zajal conajwyzej staly ilos¢ nowej pamieci. Stad po n wstawieniach struktura
bedzie miata rozmiar O(n).
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3 Usuwanie

Oznaczmy 2(Y) = 2 oraz 2(@+1) = 22 Jegli teraz ustawimy Ag = 2(? to nasze
drzewo bedzie mialo wysokosé rzedu O(log™ n). Bedziemy mogli w zwiazku z
tym przej$¢ w gore przez cate drzewo.

Podstawowa idea algorytmu wyglada nastepujaco. Usuwamy wierzchotek .
Jesli jego ojciec ma odpowiedni stopien to konczymy. Jesli natomiast ma teraz
za maly stopien to prébujemy go scali¢ z jego lewym badz prawym bratem. Jesli
teraz jego brat ma zbyt duzy stopien to dzielimy go na dwa wierzchotki (w tym
miejscu moze nas kusi§ aby zamiast tych operacji przestawi¢ jaki§ wierzchotek
od naszego brata tak aby nasz wierzchotek miat wciaz odpowiedni stopieni; nie
mozemy tego zrobi¢ ze wzgledu na wskazniki w lisciach!). Jesli tego niezrobilismy
to ojciec tego wierzchotka stracil jednego syna - wchodzimy na poziom wyzej i
wykonujemy to samo.

Pierwszy problem z jakim si¢ musimy zmierzy¢ to fakt, ze by¢ moze usuwamy
jaki§ wierzchotek na ktorego wskazuje jaki§ wskaznik ze stosu w lisciu. Rozwia-
zaniem tego problemu jest oznaczenie tego wierzchotka jako martwe dziecko
(dead children). Usuwamy wszystkie jego wskazniki, procz wskaznika na jego
ojca. Moze sie zdarzy¢, ze jego ojciec jest rowniez martwy. Martwe wierzchotki
rezyduja w pamieci, jednak sa oznaczone jako martwe. Mozemy je usunaé, gdy
nie bedzie w strukturze wskaznika na niego.

Drugi problem to potencjal. Najpierw taczymy wierzchotek v z jego bratem
v’ co spowoduje zwicksze sie potencjatu @g/. Gdy rozdzielamy wierzchotek v’
na v’ oraz v’ chcieliby$my ,,cofng¢” wzrost tego potencjatu. Niestety nie wystar-
czy przesunaé ©(A,) wierzchotkéw do v”. Moze bowiem sie zdarzyé, ze liscie
ktore dodalismy do wierzchotka v’ majg wickszy potencjal niz wierzchotki, ktore
wyrzuciliémy z niego przerzucajac je do v”. Mozna wyliczy¢, ze jeli chcemy za-
gwarantowac aby nasz potencjal nie wzrost potrzebujemy przeniesé¢ I'yA 4 synow,
gdzie Ty = 23(d=12"7"9242"7 =2 yWar¢086 Ty jest réwna maksymalnemu po-
tencjatowi wierzchotka na wysokosci d — 1 (spostrzegawczy czytelnik zauwazy
ze wartos§¢ ktora tu podaliémy rézni sie od tej ktora wyliczyliSmy w rozdziale 2;
wynika to stad ze po modyfikacjach struktury ktérg przeprowadzilismy zmodyfi-
kowaly sie réwniez te wartosci; Brodal w swojej pracy sumiennie po kazdej takiej
modyfikacji liczy ponownie te warto$ci; my sobie to odpuscilisémy) podzielony
przez H;i;ll A; i pomnozemy przez maksymalny potencjal liscia (I>ld.

Jak teraz w czasie stalym przeniesé¢ I'yAy wierzchotkow? Czytelnik by¢ moze
juz sie domysla, gdyz uzyjemy metody, ktora juz wykorzystywaliSmy. Wprowa-
dzimy dodatkowa warstwe posrednia pomiedzy ojcem v a poprzednia warstwa
posrednia. Blok konstruujemy w analogiczny sposéb jak poprzednio, z tym ze
teraz nasz blok bedzie mial rozmiar conajmniej I'; i mniej niz 2Ty.

4 Finger search

Pierwszym krokiem bedzie zmodyfikowanie struktury Dietza-Ramana (patrz
rozdzial dotyczacy przyktadowych struktur) tak aby dzialal na pointer machine.
Struktura Dietza-Ramana dziala na (2,3)-drzewach gdzie w lisciu trzymamy
kubetek zawierajacy ©(log®n) elementéw. Mozemy tutaj uzy¢é linked (2,3)-tree
przedstawionego przez Browna i Tarjana. Jedynym elementem w ktérym struk-
tura Dietza-Ramana korzysta z maszyny RAM sa kubelki. Jegli taki kubetek
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umozliwia wstawianie i usuwanie w czasie stalym i kubeltki mozemy rozdzielaé¢
i taczy¢ w czasie O(logn) to mozemy wstawiac¢ i usuwaé ze struktury liscie w
czasie stalym i wykona¢ Finger Search w czasie O(logd) plus czas potrzebny
do wykonania Finger Search w kubelku. Dalej Dietz i Raman pokazuja jak
wykona¢ wyszukiwnie w kubetku w czasie O(log d). My pokazemy, ze mozna je
wykona¢ w czasie O(loglogn) wykorzystujac pointer machine.

Nasze kubetki reprezentujemy w postaci drzewa posiadajacego 3 poziomy.
Kazdy wierzchotek na poziomie 1 (czyli sSrodkowym) posiada stopien pomiedzy
logn a 2logn — 1. Jesli wierzchotek taki posiada conajmniej logn + 1 synéw to
reprezentujemy go jako pare wierzchotkéw. Tak! To wyglada jak warstwa po-
Srednia wprowadzona w poprzednich rozdziatach. Dodawanie i usuwanie liscia
odbywa sie podobnie jak w warstwie posredniej. Rozdzielenie kubetka odbywa
sie w czasie O(logn) poprzez liniowe przeniesienie O(logn) wierzchotkéw z po-
ziomu 1 do nowego kubelka. Dla kazdego wierzchotka w tej strukturze jego dzieci
trzymamy w strukturze Levcopoulosa i Overmarsa. Jest to struktura oparta na
BST umozliwiajaca wyszukiwanie w czasie O(logn), a wstawianie i usuwanie w
czasie O(1). Mozemy teraz w naszej strukturze dodawaé i usuwac liscie w czasie
stalym, a wyszukiwac¢ w tej strukturze w czasie O(loglogn) (bo rozmiar naszej
struktury jest O(log® n)). Zatem zgodnie z twierdzeniem panéw Dietza i Ramana
(patrz akapit wyzej) otrzymalismy strukture danych ktora umozliwia wstawianie
i usuwanie w czasie stalym, a Finger Search w czasie O(loglogn + logd).

Teraz trzymajmy sie mocno krzeset. W naszej strukturze danych kazdy
wierzcholek z warstwy posredniej (moéwimy tu o warstwie z rozdziatu drugiego,
a nie tej z rozdziatu o usuwaniu wierzchotkéw) zastepujemy strukturg opisanag
wyzej.

Wyszukiwanie w naszej strukturze wyglada teraz nastepujaco. Wejscie do
géry po drzewie jest dla nas tanie. Powiedzmy, ze doszliémy do wierzchotka v
na poziomie p takiego, ze poddrzewo o korzeniu w v zawiera szukany przez nas
element x. Szukamy teraz tego elementu schodzac w doét: Patrzymy na warstwe
posrednia. Jesli szukany element jest w tym samym albo sasiednim bloku co
palec f to schodzimy do niego i wyszukujemy dziecko v ktére zawiera x w cza-
sie O(log d + loglog 2(”)) jak to opisaliSmy dwa akapity temu. Jesli szukanego
elementu nie ma w tych blokach, to znaczy, ze d > 2). Przegladamy w takiej
sytuacji wszystkie bloki w poszukiwaniu tego do ktérego mamy zej$¢. Mozemy
to zrobi¢ gdyz blokow jest conajwyzej 2°P2". Zatem wyszukiwanie odbedzie sie
wtedy w czasie O(2°72" +10g2(P)) = O(log d). Podsumowujac potrzebujemy w
tym kroku czasu O(logd + loglog 2(”)). Gdy schodzimy poziom nizej kontynu-
ujemy poszukiwanie z tym, ze teraz bedziemy za kazdym razem przeszukiwac
wszystkie bloki w warstwie posredniej. Zatem na kazdym poziomie ¢ wykonamy
prace w czasie O(2%2 4 1og2(*).

Catkowity czas dzialania wyniesie zatem:

p—1 )
log d +loglog 2" + ) (23"21 +1og 2™ = O(logd + log 2P~} = O(log d)

i=1

Bo d > 20@d=1)_ Ufff... Oto i cala struktura.
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5 Liniowy rozmiar struktury

Niestety nasza struktura moze nie mie¢ liniowego rozmiaru. Wyobrazmy sobie,
ze wstawiamy do naszej struktury n elementéw. Nastepnie wstawiamy i usu-
wamy ten sam element powiedzmy k razy - gdzie k najlepiej jest podwdjnie
wyktadnicze wzgledem n. Po takim obrocie sprawy mamy wciaz n elementéow w
strukturze, jednak jeden z liSci moze mie¢ wartosé ¢ na poziomie O(k) - zatem
potrzebuje O(log k) pamieci na stos. Innym problemem sa martwe dzieci. Kazdy
li$¢ moze mie¢ ich O(log™ n) stad rozmiar struktury moze osiggnaé¢ O(nlog™ n).
Obie te sytuacje sa czysto teoretyczne. Trudno sobie wyobrazi¢ aby$my wykony-
wali wykltadnicza ilo§¢ operacji na strukturze. Takze druga sytuacja jest trudna
do uzyskania, a nawet rozmiar O(nlog” n) w praktycznych zastosowaniach jest
tak samo dobry jak liniowy. Zajmiemy sie jednak tutaj tym problemem, gdyz
technika, ktora tu uzyjemy jest bardzo ciekawa.

Uzyjemy techniki zwanej global rebuilding technique. Ogolny zarys tej tech-
niki wyglada nastepujaco. Oprocz naszej struktury 7' bedziemy trzymaé drzewo
T’, ktére na poczatku jest puste. Przy kazdej operacji Insert oraz Delete wsta-
wiamy/usuwamy wierzchotek do obu drzew (z T’ usuwamy wierzchotek tylko
jesli on w T’ istnieje). Ponadto w strukturze T mamy wskaznik poczatkowo
ustawiony na najmniejszy element w drzewie. Przy kazdej operacji Insert oraz
Delete przestawiamy ten wskaznik na nastepny element i wstawiamy go do
drzewa T jesli jeszcze go tam nie ma.

Gdy dojdziemy do ostatniego elementu drzewa T mozemy to drzewo usunac.
Nowym drzewem T staje sie T' i zabawa zaczyna sie od poczatku. Musimy jed-
nak jeszcze usunaé drzewo T'. Wykonujemy to w podobny sposéb jak poprzednio.
Przy kazdej operacji wstawiania i usuwania staramy sie pozby¢ pewnej stalej
ilogci elementow starego drzewa. Dzieki temu gwarantujemy liniowy rozmiar
naszej struktury.

Opisalem tylko idee tej techiniki. Aby moéc ja zastosowaé w czasie stalym
potrzebujemy dodatkowych wskaznikoéw. Z kolei przy analizie rozmiaru drzewa
T’ przydaje si¢ aby podczas usuwania wstawia¢ do drzewa 7" O(log™ n) nowych
wierzchotkéw. Po wiecej szczegdtdéw odsytam do pracy Brodala.
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