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1 Rodzina B-drzew

Podstawowa jednostka danych w dyskowych operacjach wejscia wyjscia jest blok. Kiedy dane z
dysku sg odczytywane, do pamieci wezytywany jest caly blok, a podczas i zapisywania na dysku,
zapisywany jest rowniez caly blok. Zawsze, kiedy zada sie jakich§ danych z dysku, trzeba je na-
jpierw znalezc, a nastepnie umiesci¢ gltowice nad odpowiednim obszarem i poczekaé¢, az dysk obroéci
sie o tyle, aby glowica mogtla je odczyta¢. Oznacza to, ze na czas dostepu do danych sktada sie
przynajmniej kilka czynnikéw:

czas dostepu = czas wyszukiwania + opdinienie rotacyjne + czas transferu

Bez watpienia proces tenze jest wyjatkowo powolny, w pordéwnaniu z przenoszeniem danych w
pamieci. Szczegdlnie dtugi jest pierwszy sktadnik, czas wyszukiwania, jako, ze zalezy on od me-
chanicznego przemieszczania glowicy nad wilasciwa sciezke dysku. OpdZnienie rotacyjne to czas
potrzebny na to, aby glowica znalazta sie doktadnie nad odpowiednim blokiem i érednio jest to
czas potrzebny na wykonanie potowy obrotu. Jezeli program stale uzywa informacji z zewnetrznych
nosnikéw, projektujac dany system nalezy okresli¢ ich nature. Przyktadowo drzewo binarne poszuki-
wania moze rozciaggaé sie na wiele r6znych blokéw dysku, tak, ze np. drednio ma miejsce dostep
do dwoch blokéw. Kiedy takie drzewo jest czesto uzywane, dostepy te moga znaczaco spowolnié
dziatanie programu. Poza tym wstawianie kluczy do drzewa i ich usuwanie wymaga takze wielu
dostepéw do poszczegélnych blokéw danych. Binarne drzewo poszukiwania, ktére jest notabene
dobrym narzedziem, kiedy znajduje sie calkowicie w pamieci okazuje sie byé¢ nieodpowiednie. W
przypadku zewnetrznych nosnikéw danych taka struktura danych zawodzi z racji koniecznodci sie-
gania stale do blokéw danych co znacznie spowalnia prace. Prosta konkluzja jest to, ze lepiej, w
takim przypadku siegaé¢ po duze ilogci danych na raz zamiast przemieszczaé sie ciggle w celu odezytu
niewielkich blokéw danych. Najlepiej jest zatem tak zorganizowaé¢ dane, aby takich odczytéw byto
mozliwie najmniej.

2 B-Drzewo

Jedna ze struktur danych, ktéra znajduje szczegdlne zastosowanie, w programach bazodanowych
jest B-drzewo. Zostata ona wymys$lona przez pare: Bayer, McCreight, w roku 1972. B-drzewa
sg $cidle zwigzane z nosnikami zewnetrznymi i moga by¢ dostosowane do nosnika tak, aby minimal-
izowaé zwigzane z nim opéznienia. Wazna cecha tej struktury jest to, ze wielkos$é kazdego wezta
moze by¢ réwna wielkodci bloku. Liczba kluczy, w wezle moze byé rézna, w zaleznosci od wielkosci
tychze kluczy, organizacji danych czy oczywiscie od wielkosci bloku. Ilosé iformacji zapisywana w
pojedynczym wezle B-drzewa moze byé¢ wiec stosunkowo duza.

Formalnie B-Drzewo to struktura drzewiasta struktura danych z korzeniem T, spelniajaca nastepu-
jace warunki:

(1) Korzen, jesli nie jest licie to ma przynajmniej dwa poddrzewa

(2) Kazdy wezet niebedacy lisciem ani korzeniem ma k-1 kluczy i k wskaznikow na poddrzewa.

Gdzie [§] <=k <=m



(3) Kazdy wezel ktory jest lisciem ma k-1 kluczy, gdzie [m-2] <=k<=m
(4) Wszystkie liscie znajduja sie na tym samym poziomie

Zgodnie z podanymi warunkami B-drzewo jest zawsze przynajmniej do polowy wypelnione, ma
kilka pozioméw i jest catkowicie zréwnowazone. Wezet B-drzewa czesto implementuje sie jako klase
zawierajaca tablice m-1 komorek na klucze, tablice z m komoérkami na wskazniki na inne wezty
oraz ewentualnie inne wskazniki utatwiajace obstuge drzewa, jak liczba kluczy w wezle oraz flaga
okreglajaca czy dany wezet jest lisciem.

Istnieje pewne podobienstwo do drzew czerwono czarnych, bowiem w obojgu strukturach ligcie znaj-
duja sie na tym samym poziomie, a takze kazda operacja jest wykonywana w czasie logarytmicznym
wzgledem wysokosci drzewa.

2.1 oszacowanie wysokosci

Przypadek pesymistyczny dla wyszukiwania w drzewie to sytuacja kiedy B-drzewo ma najmniejsza
dozwolong liczbe wskaznikow, w weztach niebedacych korzeniem, g = [F], za$ szukany jest lis¢
(ktory moze, ale nie musi istniec).

W takim wypadku jezeli wysokosé oznaczymy jako h, jest:

Jeden klucz w korzeniu
2(q — 1) kluczy na drugim poziomie
2q(q — 1) kluczy na trzecim poziomie

2¢" — 2(q — 1) kluczy w lisiach (poziom h)

co korzystajac z wzoru na sume elementéw ciagu geometrycznego daje:
1+ (2?2—02 2¢")(q — 1) kluczy, w B-drzewie.

w zwiazku z tym mozna wyrazié¢ liczbe kluczy B-drzewa, w przypadku pesymistycznym jako:

_ h—1_ _
L+2(g - 1)(C5 ¢) = 1+2(g — () = —1 + 24"

Zatem zwiazek liczby kluczy n i wysokosci h wyraza sie:
n>=—1+42¢"1
Po zlogarytmowaniu wzgledem zmiennej h otrzymujemy:

h <= log,"* +1



2.2 podstawowe operacje

2.3 Wyszukiwanie w drzewie

2.3.1 Opis

Algorytm znajdowania klucza w B-drzewie jest dosé prosty i nie wymaga specjalnego komentarza.
Najprosciej biorac jest on 'rozszerzeniem’ wyszukiwania stosowanego w drzewach BST z tym, ze,

w kazdym wezle decydujemy do ktorego z dzieci zejé¢, gdzie ich liczba jest zwykle duzo wieksza od
dwoch.

2.3.2 Pseudokod

BTreeNode find (key K, Node *n)
if (node != 0)
for (i=1; i <= node—>keysArity && node—>keys[i—1] < K; i+4++);
if (i > node—>keysArity || node—keys|[i—1] > K)
return find (K, node—ptr[i—1]);
else return node
else return nil

2.4 Wstawianie
2.4.1 Opis

Zaréwno wstawianie nowego klucza, jak i jego usuwanie sa operacjami trudnymi, jesli wzia¢ pod
uwage fakt. ze wszystkie liscie musza znajdowaé sie na ostatnim poziomie. Implementowanie
wstawiania elementéow staje sie prostsza, kiedy zmieni sie metode tworzenia drzewa. Jesli pierwszy
napotkany klucz jest najmniejszym z kluczy, klucz ten jest wstawiany do korzenia, a ostatecznie
korzen nie ma wcale lewego poddrzewa, chyba ze podjete zostana kroki w celu zréwnowazenia
drzewa. Drzewo mozna jednak budowaé¢ takze od dotu tak, aby korzen stale sie¢ zmienial, a jego
ostateczna warto$é¢ byta znana dopiero po zakoriczeniu budowy drzewa. Tak wlagnie wstawia sie
klucze do B-drzew. Jedli dany jest klucz do wstawienia, przechodzi sie bezposrednio do liscia i,
jesli jest tam miejsce, wstawia sie go tam. Kiedy lis¢ jest juz pelny, tworzony jest nowy lis¢,
klucze sa dzielone miedzy te dwa liscie (stary i nowy), jeden za$ przechodzi do rodzica. Jesli takze
rodzic jest pelny, proces jest powtarzany az do skutku; moze si¢ zdarzy¢, ze stary korzeri zostanie
zastapiony przy tym nowym. Aby opisany proces bardziej uporzadkowaé, oméwione zostang trzy
typowe sytuacje zwigza- ne ze wstawianiem do B-drzew nowych kluczy:
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Zlozona operacja wstawiania klucza 13 do drzewa

2.4.2 Pseudokod

void insert (k)
znajdz lisc , w ktorym wstawiony zostanie klucz K
while (true)
znajdz odpowiednie miejsce na K w tablicy keys;
if wezel node nie jest pelny
wstaw K 1 zwieksz keyArity;
return
else podziel node na nodel node2 # nodel = node, node2 jest nowy
rozloz klucze i wskazniki rowno miedzy nodel i node2 oraz zainicjuj keyArity
K = srodkowy klucz sposrod kluczy z node i K
if node byl korzeniem
utworz nowy korze jako rodzica nodel i node2
wstaw K 1 wskazniki na nodel i node2 w korzeniu, ustaw jego keyArity na 1
else node = jego rodzic # teraz przetwarzany jest rodzic wezla node
return
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3 Usuwanie

Usuwanie z B-drzewa jest analogiczne do wstawienia, cho¢ jest troche bardziej skomplikowane.
Zamiast podawaé pseudokod dla operacji usuwania, lepiej opisa¢ ja stowami. Usuwanie klucza jest
realizowane za pomocg rekurencyjnej procedury

Wszystko jest realizowane dzieki rekurencyjnej procedurze B-Tree-Delete. Zaltézmy, ze chcemy
usunaé klucz k z poddrzewa o korzeniu w wezle x. Procedura B-Tree-Delete jest zaprojektowana
w taki sposéb, zeby byl spelniony nastepujacy niezmiennik: Kiedykolwiek nastepuje wywolanie
rekureneyjne B-Tree-Delete dla wezta x r6znego od korzenia, w tym wezle jest co najmniej t kluczy,
gdzie t jest minimalnym stopnian wezta w drzewie. Zauwazmy, iz dzieki temu, ze x ma o jeden klucz
wiecej, niz jest to wymagane, istnieje mozliwos$¢ przesuniecia w razie koniecznosci jednego klucza do
syna, do ktérego nastepuje zejscie rekurencyjne. Powyzszy niezmiennik umozliwia usuniecie klucza



z drzewa w jednym przejsciu W dot drzewa, bez koniecznosci powracania w kierunku korzenia (z
jednym wyjatkiem, o ktorym ponizej)

3.0.3 pseudokod
Usuwanie z B-drzewa wykonujemy nastepujaco:

1. Jesli klucz k jest w wezle x i x jest lidciem to usun klucz k z x

2. Jezeli klucz k jest w wezle x i x jest weztem wewnetrznym to wykonaj co nastepuje:

(a) Niech y bedzie synem x poprzedzajacym k. Jesli y ma co najmniej t kluczy, to w poddrzewie o
korzemu w y wyznacz poprzednik k’ klucza k. Rekurencyjnie usuni k’ i w wezle x zastap k przez k’
(Wyznaczenie k’ i usuniecie go z poddrzewa moze by¢ wykonane w jednym przejsciu w dot drzewa)

(b) Symetryczme, jesli syn z, ktory wystepuje po k w wezle x, ma co najmniej t kluczy, to wyznacz
nastepnik k’ dla k w poddrzewie o korzeniu w z. Rekurencyjnie usuni k’ i zastap k przez kK’ w
x. (Wyznaczenie k’ i usuniecie go z poddrzewa moze by¢ wykonane w jednym przejsci w dot
poddrzewa).

(c) Jesli obaj synowie y i z maja tylko po t-1 kluczy, to przenie§ k oraz wszsytko z wezta z do
y. W wyniku tej operacji klucz k i wskaznik do z zostaja usuniete z x. Nastepnie zwolnij pamieé¢
przydzielona dla z i usuni rekurencyjnie k z y.

3. Jesli klucz k nie wystepuje w wewnetrznym wezle x, to wymaz korzen c¢;[x] poddrzewa, w
ktorym musi znajdowaé sie k (jesli tylko jest w drzewie). Jesli ¢;[z] ma tylko t - 1 kluczy, to
wykonaj podkrok 3a lub 3b w celu zagwarantowania, ze zejscie rekurencyjne nastepuje do wezta
zawierajacego conajmniej t kluczy. Nastepnie usunl rekurencyjnie k z wtasciwego poddrzewa.

(a) Jesli w wezle ¢;[z] jest tylko t-1 kluczy, ale jeden z jego sasiednich braci ma t kluczy, to umiesé
w ¢;[x] dodatkowy klucz, przesuwajac odpowiedni klucz z x, a w jego miejsce przenoszac klucz z
lewego lub prawego brata - z tego, ktéry zawiera t kluczy. Na koniec przesuni jeszcze z wybranego
brata do ¢;[x] wskaznik do odpowiedniego syna.

(b) Jesli ¢;[x] i sasiedzi bracia maja po ¢t — 1 kluczy to polacz ¢; z jednym z sasiednich braci, prze-
suwajac odpowiedni klucz z x do nowo powstatego wezta. Przesuniety klucz jest kluczem srodkowym
w nowym wezle.

4 B*-drzewa

4.1 Charakterystyka

B*-drzewo to odmiana B-drzewa stworzona przez Donalda Knutha, jego nazwa zostala za- pro-
ponowane przez Douglasa Comera. W B*-drzewie wszystkie wezly poza korzeniem musza by¢



wypelnione przynajmniej w dwoch trzecich, a nie tylko w polowie, jak zwykle B-drzewa. Sciglej
rzecz biorac, liczba kluczy we wszystkich weztach B-drzewa rzedu m niebedacych korzeniami musi
wynosié k dla [2’”34] <=k <= m—1 Czestos¢ podzialow wezlow ogranicza sie, opdzniajac podzial,
a kiedy juz do niego dochodzi, dzielac dwa wezly na trzy, a nie jeden na dwa. Badania statysty-
czne pokazuja, ze rednia zajetosé B*-drzew wynosi 81/100 (Leung 1984). Struktura ta znalazta

zastosowanie chociazby w systemie plikow reiserF'S.

4.2 Operacje

Wobec tego, ze kazdy wezel B-drzewa odpowiada blokowi nognika zewnetrznego, sieganie do jednego
wezta oznacza jeden dostep do tego nosnika, co jest kosztowne w poréwnaniu z dostepem do kluczy
wezta znajdujacych sie w pamieci. Wobec tego im mniej wezléw zostanie utworzonych. tym lepie;j.
Podzial w B*-drzewie opo6znia sie, probujac roztozy¢ klucze miedzy wezel a jego sasiada w razie
niedopelnienia. fatwo zauwazyé,ze nie tylko réwno dzieli sie klucze, ale w wezle, ktéry byt peiny,
pojawiaja sie puste miejsca pozwalajace wstawi¢ nowe klucze.Ponadto jesli pelny jest takze sasiad,
dochodzi do podziatu - tworzony jest jeden nowy wezel, klucze z wezta i jego sasiada (wraz z kluczem
rozdzielajacym z rodzica) sa rownomiemie rozktadane miedzy trzy wezly, zas do rodzica wstawiane
sa dwa klucze rozdzielajace. Wszystkie trzy wezly uczestniczace w podziale beda na pewno pelne
przynajmniej w dwoch trzecich.
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O ile wezel oraz jego sasiedzi sa pehni, w B* drzewie dochodzi do podziatu - tworzony jest nowy
wezel, natomiast klucze sg rozdzielane réwno pomiedzy trzy.



5 B-+tdrzewa

5.1 Charakterystyka

Wobec faktu, ze jeden wezet B-drzewa odpowiada jednej stronie lub blokowi nosnika zewnetrznego,
przejscie z jednego wezta do innego wymaga czasochlonnego zmieniania strony. Wobec tego wskazana
bytaby niewielka ilo§¢ dostepéw do wezta. Przchodzenie bezposrednie po drzewie pozwala tatwo to
zaimplementowad, ale w przypadku weztéw innych niz koricowe rownoczeénie pokazywany jest tylko
jeden klucz, a potem konieczny jest dostep do innej strony. Wobec tego dobrze byloby rozsz-
erzy¢ B-drzewa tak, aby umozliwi¢ szybsze sieganie do kolejnych danych niz przy zastosowaniu
przechodzenia bezposredniego. Rozwiazanie takie udostepnia B+drzewo W B-drzewie odwolania
do danych moga pojawiaé¢ sie w dowolnych weztach; za§ w B+drzewie tylko w lisciach. Wezly
wewnetrzne B+drzewa to indeksy pozwalajace na szybki dostep do danych; ta czesé drzewa nazy-
wana jest zbiorem indekséw. Liscie maja imia strukture niz reszta weztéw B+drzewa i zwykle sa
potaczone w jak lista cykliczna. Warto zauwazyé, ze wezty wewnetrzne zawieraja klucze, wskazniki
i licznik kluczy. Liscie zawieraja klucze, wskazniki rekordéw W pliku danych zwigzanym z kluczami
oraz wskazniki na nastepny ligé. Za twoérce tejze struktury uwaza sie D. Comera, kt6ry na ramach
ACM zaprezentowat prace pt. "the ubiquitous B-tree"w roku 1979, jednakze sam autor wspominat,
ze koncepcje B-+drzew byly rozwazane nieco wezesniej (by¢ moze nawet w 1974) przez pracownikow
z IBM research.

5.2 Operacje

Operacje B+4-drzewa nieznacznie réznia sie od operacji B-drzewa. Wstawianie klucza do liscia
majacego jeszcze wolne miejsca wymaga ustawienia kluczy tego liscia w kolejnosci. W zbiorze
indekséw nie powoduje to zadnych zmian. Jesli klucz jest wstawiany do pelnego juz liscia, lig¢
jest dzielony, nowy lig¢ jest dotaczany do drzewa, zag klucze sa dzielone miedzy stare i nowy lisé;
pierwszy klucz z nowego wezla jest kopiowany (nie przenoszony, jak w B-drzewie) do rodzica. Jesli
rodzic nie jest pelny, moze to wymagaé co najwyzej lokalnego przesuniecia kluczy w rodzicu.
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