Logika dla informatyków

Lista zadaťn nr 8

10 grudnia 1999

Niech ⟨A; ≤⟩ bĕdzie zbiorem czĕťsciowo uporzădkowanym. Okreťslamy relacjĕ ⪯ na A^� w nastĕpujăcy sposób: jeťsli

u; w ∈ A^� to u ⪯ w wtedy i tylko wtedy, gdy u jest przedrostkiem w lub istnieje i ≤ min(juj; jwj) takie, źe dla j ¡ i

zachodzi u(j) = w(j) oraz u(i) ¡ w(i). Relacjĕ ⪯ nazywamy porzădkiem leksykogra^cznym na A^� generowanym przez ≤.

Zadanie 1. Wykazaťc, źe ⪯ jest relacjă przechodniă.

Zadanie 2. Wykazaťc, źe ⪯ jest relacjă antysymetrycznă.

Zadanie 3. Wykazaťc, jeťsli ⟨A; ≤⟩ jest porzădkiem liniowym, to ⟨A; ⪯⟩ jest teź porzădkiem liniowym.

Nieskoťnczonym ˇaťncuchem wstĕpujăcym w zbiorze uporzădkowanym ⟨A; ≤⟩ nazywamy ciăg fa_i : i ∈ Ng taki, źe

(∀i ∈ N)(a_i ¡ a_i+_1). Podobnie ciăg fa_i : i ∈ Ng jest ˇaťncuchem zstĕpujăcym, jeťsli (∀i ∈ N)(a_i+_1 ¡ a_i), gdzie a ¡ b oznacza, źe a ≤ b i a ≠ b.

Zadanie 4. Wykazaťc, źe jeťsli ⟨f0; 1g^�; ⪯⟩ jest zbiorem uporzădkowanym leksykogra^cznie nad zbiorem ⟨f0; 1g; ≤⟩, gdzie 0 ≤ 1, to w ⟨f0; 1g^�; ⪯⟩ moźna znaleťzťc nieskoťnczony ˇaťncuch wstĕpujăcy i nieskoťnczony ˇaťncuch zstĕpujăcy.

Zadanie 5. Niech A bĕdzie zbiorem niepustym oraz niech ⟨B; ≤_B⟩ bĕdzie porzădkiem czĕťsciowym. Wykazaťc, źe

⟨B^A; ≤⟩ jest porzădkiem czĕťsciowym, gdzie f ≤ g dla f; g ∈ B^A, wtedy i tylko wtedy, gdy (∀a ∈ A)(f(a) ≤_B g(a)):

Zadanie 6. W klasie jest 2n dzieci i n dwuosobowych ˇawek. Wykazaťc przez indukcjĕ, źe dzieci moźna podzieliťc w pary na (^{2n})!_2n sposobów i rozsadziťc w ˇawkach na n! (^{2n})!_2n sposobów.

Zadanie 7. Skoťnczony zbiór liniowo uporzădkowany ⟨A; ≤_1⟩ ma n elementów a zbiór uporzădkowany ⟨B; ≤_2⟩ ma 2 elementy. Na ile sposobów moźna porzădek liniowy na A rozszerzyťc o elementy zbioru B (to znaczy znaleťzťc porzădek liniowy ⟨A ∪ B; ≤⟩, taki źe (a_1 ≤_1 a_2) , (a_1 ≤ a_2), dla a_1; a_2 ∈ A oraz (b_1 ≤_2 b_2) , (b_1 ≤ b_2), dla b_1; b_2 ∈ B). Odpowiedťz uzasadniťc przy pomocy dowodu przez indukcjĕ.

Zadanie 8. Wykaź indukcyjnie, źe dla kaźdego n formuˇa zdaniowa ( p_1 ) (p_2 ) (p_3 ) · · · (p_n-_1 ) p_n) · · ·))

) ()^((p1 ^ p2 ^ · · · ^ pn-1) ) pn^)

jest tautologiă.

Zadanie 9. Wykaź, źe dla kaźdego n poniźsza formuˇa zdaniowa jest tautologiă: (_n ⋀ i=1^( ff_i ) fi_i) )

)^{(( n⋁}_{i=1} ffi^) )^{( n⋁}_{i=1} fi^{))}

gdzie ⋀_n i=1 ff^{i oznacza} ff^{1 ^ · · · ^} ff^{n, zaťs ⋁n}i=1 ff^{i oznacza} ff^{1 ˙ · · · ˙} ff^{n.}

Zadanie 10. Wykaź, źe dla kaźdego n poniźsza formuˇa zdaniowa jest tautologiă: (_n ⋁ i=1^( ff_i ) fi) )

)^{(( n⋀}_{i=1} ffi^) ) fi^)