Logika dla informatyków

Lista zadaťn na ťcwiczenia nr 5

5 listopada 1999

Zadanie 1. Dane jest przeksztaˇcenie f : A → B oraz relacja rownowaźnoťsci R na B. W zbiorze A de^niujemy relacjĕ ∼ wzorem

x ∼ y ⇐⇒ R( f (x); f (y))

Udowodnij, źe ∼ jest relacjă równowaźnoťsci.

Zadanie 2. Ile jest funkcji logicznych nargumentowych?

Mówimy, źe funkcja dwuargumentowa f : A× B → C istonie zaleźy od kaźdego z argumentów jeťsli (∀a∃b_1; b_2)( f (a; b_1) ≠ f (a; b_2)) oraz (∀b∃a_1; a_2)( f (a_1; b) ≠ f (a_2; b)).

Zadanie 3. Ile jest dwuargumentowych funkcji logicznych istotnie zaleźăcych od kaźdego z argumentów. Ile jest funkcji f : A × B → C istotnie zaleźăcych od kaźdego z argumentów, gdy kaźdy ze zbiorów A; B;C ma 3 elementy.

Zadanie 4. Ile jest funkcji f : A × B → C istotnie zaleźăcych od kaźdego z argumentów, gdy kaźdy ze zbiorów A; B ma 4 elementy a C ma n elementów.

Zadanie 5. Rodzina {A_i}^n_i=_1 jest rodzina zbiorów k-rozˇăcznych, jeťsli dla kaźdego rosnăcego ciăgu ⟨i_1; i_2; : : : ; i_k⟩ liczb naturalnych ≤ n mamy

⋂_k

j=1 Ai j^= /0. Udowodnij indukcyjnie, źe

dla dowolnej rodziny zbiorów skoťnczonych krozˇăcznych {A_i}^n_i=_1 prawdziwy jest wzór: | n⋃ i=1 A_i| = k ∑_{j=1} ∑_{I ⊆ {1; : : : ; n}|I| = j}^{(−1) j+1|⋂}_{i2I}^Ai^|

Zadanie 6. (2 pkt.) Inwolucjă nazywamy odwzorowanie f : A → A, takie źe f f jest identycznoťsciă na A. Czy inwolucja musi byťc bijekcjă?

Pokaź źe kaźdă bijekcjĕ na A moźna przedstawiťc jako zˇoźenie dwóch inwolucji na A (tj. źe dla kaźdej bijekcji g : A → A istniejă inwolucje f_1; f_2 : A → A, takie źe g = f_1 f_2).

Zadanie 7. Udowodnij źe kaźdy zbiór rozˇăcznych kóˇ na pˇaszczyťznie jest przeliczalny. Pokaź, źe istnieje nieprzeliczalny zbiór rozˇăcznych okrĕgów na pˇaszczyťznie (koˇo to zbiór punktów ⟨x; y⟩ speˇniajăcych warunek (x − x_0)^2 + (y − y_0)^2 ≤ r dla pewnygo punktu ⟨x_0; y_0⟩ i dodatniej liczby rzeczywistej r, a okrăg to zbior punktów postaci (x − x_0)^2 + (y − y_0)^2 = r).

Zadanie 8. Czy zbiór nierosnăcych ciăgów o wyrazach naturalnych jest przeliczalny? (ciăg ⟨a_i; i ∈ N⟩ jest nierosnăcy, jesli a_i ≤ a_i+_1 dla kaźdego

i ∈ N).

Zadanie 9. Udowodnij źe jeťsli {A_n}_n2N jest zstĕpujăcă rodzină zbiorów, tj. A_n+_1 ⊆ A_n dla kaźdego n ∈ N, to ⋃ n2N (A2n+1\A2n+2) ∪ ⋂ n2N A_n =

= A0\ ⋃ n2N (A2n\A2n+1)

Zadanie 10. Konstruujăc odpowiednie bijekcje udowodnij, źe nastĕpujăce trzy zbiory să równoliczne:

• odcinek otwarty (0; 1) ⊆ R;

• odcinek domkniĕto-otwarty [0; 1) ⊆ R;

• okrăg na pˇaszczyťznie o ťsrodku (0; 0) i promieniu 1.