Logika dla informatyków

Lista zadaťn nr 12

21 stycznia

Niech relacja j ⊂ (N n f0g)2 bĕdzie okreťslona nastĕpujăco:

xjy , ∃z ∈ N(xz = y)

Zadanie 1.

a) Udowodniťc, źe j jest relacjă czĕťsciowo porzădkujăcă

b) znaleťzťc wszyskie elementy minimalne,

c) udowodniťc, źe w zbiorze ⟨N n f0g; j⟩ nie ma elementów maksymalnych..

Zadanie 2.

a) Znaleťzťc ogólnă postaťc ˇaťncucha w zbiorze ⟨N n

f0g; j⟩,

b) znaleťzťc ogólnă postaťc antyˇaťncucha w zbiorze ⟨Nn

f0g; j⟩

c) udowodniťc, źe relacja inkluzji w zbiorze wszystkich ˇaťncuchów zbioru ⟨N nf0g; j⟩ jest czĕťsciowym porzădkiem, znaleťzťc postaťc ˇaťncuchów minimalnych i maksymalnych.

Zadanie 3. Czy dla danego X ≠ ? moźna tak okreťsliťc relacjĕ R, by równoczeťsnie:

a) Zbiór ⟨X; R⟩ byˇ czĕťsciowo uporzădkowany,

b) R byˇa relacjă równowaźnoťsci w X.

Zadanie 4. Czy dla danego zbioru X takiego, źe

jXj ¿ 2 moźna okreťsliťc relacjĕ R takă, by równocze-

ťsnie:

a) zbiór ⟨X; R⟩ byˇ liniowo uporzădkowany

b) R byˇa relacjă równowaźnoťsci.

Zadanie 5. Zaˇóźmy, źe zbiór ⟨X; R⟩ jest dobrze uporzădkowany tzn. liniowo uporzădkowany i regularny. Znaleťzťc warunek konieczny i dostateczny na to, by zbiór ⟨X; R-^1⟩ byˇ takźe dobrze uporzădkowany.

Zadanie 6. Znaleťzťc przykˇad zbioru czĕťsciowo uporzădkowanego ⟨X; R⟩ takiego, źe w zbiorze ⟨X; R⟩ jest dokˇadnie jeden element maksymalny i nie ma elementu najwiĕkszego.

Znaleťzťc przykˇad zbioru czĕťsciowo uporzădkowanego ⟨X; R⟩ takiego, źe w zbiorze ⟨X; R⟩ jest dokˇadnie jeden element minimalny i nie ma elementu najmniejszego.

Zadanie 7. W zbiorze N n f0g wprowadzamy relacjĕ

R wzorem xRy , (2jx ^ 2jy ^ y 6 x) ˙ (2jx^ :(2jy)) ˙ (:(2jx) ^ :(2jy) ^ x 6 y). Udowodniťc,

źe zbiór ⟨N n f0g; R⟩ jest liniowo uporzădkowany.

Zadanie 8. W zbiorze NN wprowadzamy relacjĕ R wzorem

aRb , ∀n(an 6 bn):

a) Udowodniťc, źe zbiór ⟨NN ; R⟩ jest czĕťsciowo uporzădkowany, znaleťzťc elementy wyróźnione (minimalne, maksymalne, najwiĕkszy, najmniejszy).

b) czy zbiór ten jest uporzădkowany liniowo?

Zadanie 9. W zbiorze NN , wprowadzamy realcjĕ S wzorem

aSb , ∃k∀n ¡ k(an = bn^ak ¡ bk)˙(a = b):

a) udowodniťc, źe zbiór ⟨NN ; S⟩ jest liniowo uporzădkowany.

b) udowodniťc, źe ∀a; b(aRb ) aSb), gdzie R jest relacjă równowaźnă w zadaniu 8.

Element x ∈ X nazywamy (bezpoťsrednim) nast�epnikiem elementu y w zbiorze czĕťsciowo uporzădkowanym ⟨X; R⟩ jeťsli speˇniony jest warunek

yRx ^ ∀z[(yRz ^ zRx) ) (y = z ˙ z = x)]:

Zadanie 10. Udowodniťc, źe w zbiorze dobrze uporzădkowanym kaźdy element (poza co najwyźej elementem najwiĕkszym) posiada nastĕpnik. Czy kaźdy element poza elementem pierwszym musi posiadaťc poprzednik.

Zadanie 11. Korzystajăc z twierdzenia o punkcie staˇym udowodniťc prawdziwoťsťc (pierwszego) twierdzenia o de^niowaniu przez indukcjĕ (patrz wykˇad 7).