Logika dla informatyków

Lista zadaťn nr 11

14 stycznia

Zadanie 1. Dowieťsťc, źe jeťsli wyrazy ciăgu speˇniajă warunki a_0 = 2; a_1 = 3; a_n+_1 = 3a_n - 2a_n-_1, to a_n = 2^n + 1.

Zadanie 2. Dany jest ciăg a_n taki,źe a_0 = 0; a_1 = 1 oraz a_n+_1 = a_n + a_n-_1. Udowodniťc, źe jeťsli n ¿ 0 to a_n+_1 = 1 + P^n-^1_i=_0 a_i:

Zadanie 3. Dany jest ciăg a_n taki,źe a_0 = 0; a_1 = 1 oraz a_n+_1 = a_n + a_n-_1. Udowodniťc, źe jeťsli n ¿ 0 to a^2_n = (-1)^n+^1 + a_n-_1a_n+_1

Zadanie 4. Dany jest ciăg a_n taki,źe a_0 = 0; a_1 = 1 oraz a_n+_1 = a_n + a_n-_1. Udowodniťc, źe jeťsli n ¿ 0 to a_{2n}+_1 = a^2_n + a^2_n+_1.

Zadanie 5. Udowodniťc, źe obszary wyznaczone przez dowolnă skoťnczonă liczbĕ prostych na pˇaszczyťznie moźna pokolorowaťc dwoma kolorami tek, by źadne dwa o tym samym kolorze nie miaˇy wspólnego boku.

Niech L bĕdzie zbiorem sˇów (jĕzykiem) nad alfabetem {0; 1}. Mówimy źe dwa sˇowa u; v ∈ {0; 1}� să równowaźne wzglĕdem jĕzyka L, lub krócej L-równowaźne, co oznaczamy u ∼L v, jeźeli

∀x ∈ {0; 1}�: (ux ∈ L () vx ∈ L)

Zbiór klas równowaźnoťsci relacji ∼L oznaczamy Q(L).

Zadanie 6. Wykaź źe ∼_L jest relacjă równowaźnoťsci.

Dla danego sˇowa w nad ustalonym alfabetem przez wn oznaczamy sˇowo ww : : : w — –z˝ n razy

. Formalnie

w0 = ”

wn+1_{= ww}n

gdzie ” jest sˇowem pustym. Przez w^� oznaczamy zbiór sˇów postaci wn dla wszelkich naturalnych n, tj. w^� = {wn | n ∈ N}.

Zadanie 7. Opisz klasy abstrakcji relacji ∼_L równowaźnoťsci sˇów wzglĕdem nastĕpujăcych jĕzyków:

L_1 = {1^n | 1 6 n 6 6} L_2 = (0011)^� L_3 = {0^n1^n | n ∈ N }

Zadanie 8. Dla jĕzyka L nad alfabetem {0; 1} okreťslamy funkcje

f : Q(L) × Q(L) ! Q(L) g : Q(L) × {0; 1} ! Q(L)

gdzie Q(L) jest rodzină klas abstrakcji relacji ∼_L równowaźnoťsci wzglĕdem jĕzyka L, wzorami:

f([u]_{¸L}; [w]_{¸L}) = [uw]_{¸L}

g([u]_{¸L}; a) = [ua]_{¸L}

gdzie u; w ∈ {0; 1}^� oraz a ∈ {0; 1}.

Która z powyźszych de^nicji jest poprawna?

Zadanie 9. Niech g bĕdzie funkcjă zde^- niowană w poprzednim zadaniu. Kˇadziemy g^�(”) = g([”]_{¸L}; ”) oraz g^�(wa) = g(g^�(w); a) dla w ∈ {0; 1}^� i a ∈ {0; 1}. Wykaź źe sˇowo w ∈ {0; 1}^� naleźy do jĕzyka L z poprzedniego zadania wtedy i tylko wtedy, gdy g([”]_{¸L}; w) ⊆ L, gdzie ” jest sˇowem pustym.

Zadanie 10. Niech ⟨A; 6_A⟩ i ⟨B; 6_B⟩ bĕdă porzădkami zupeˇnymi. Pokaź źe funkcja ’ : [A; B] × A ! B, gdzie [A; B] jest zbiorem funkcji ciăgˇych z A w B, zde^niowana wzorem ’(f; a) = f(a) jest ciăgˇa.

Zadanie 11. Udowodnij źe jeťsli f : A ! B jest monotonicznă bijekcjă miĕdzy dobrymi porzădkami ⟨A; 6_A⟩ i ⟨B; 6_B⟩, to funkcja odwrotna f-^1 teź jest monotoniczna. Czy zaˇoźenie źe mamy do czynienia z porzădkami dobrymi jest istotne?