Logika dla informatyków

Lista zadaťn nr 10

7 stycznia 2000

Zadanie 1. Niech A bĕdzie nieskoťnczonym zbiorem przeliczalnym i niech B ⊆ A bĕdzie zbiorem nieskoťnczonym. Zbuduj bijekcje f :

B ! A i g : A ! B.

Zadanie 2. Niech A bĕdzie nieskoťnczonym zbiorem przeliczalnym i niech f : A ! B bĕdzie surjekcjă (odwzorowaniem ŞnaŤ). Zbuduj injekcjĕ (funkcjĕ róźnowartoťsciowă) f : B ! A.

Zadanie 3. Dany jest zbiór X ⊆ N speˇniajăcy warunki:

1. 0; 1 ∈ X,

2. jeťsli x ∈ X oraz x + 1 ∈ X to x + 2 ∈ X, dla kaźdej liczby naturalnej x.

Wykaź, źe X = N

Czy to twierdzenie pozostanie sˇuszne, jeťsli warunek 1. zastăpimy przez sˇabszy warunek:

0 ∈ X?

Zadanie 4. Zbiór W na pˇaszczyťznie jest wypukˇy, jeťsli wraz z kaźdymi dwoma punktami zawiera caˇy ˇăczăcy je odcinek, tj. gdy ab ⊆ W dla dowolnych punktów a; b ∈ W. Niech ⟨W_i :

i ∈ N⟩ bĕdzie ciăgiem zbiorów wypukˇych ta-

kich, źe W_i ⊆ W_i+_1 dla kaźdego i ∈ N. Pokaź, źe zbiór W = S_n2N W_n jest wypukˇy.

Zadanie 5. Niech A ≠ ∅ i niech f : A ! A. Udowodnij źe dla dowolnego a ∈ A istnieje najmniejszy zbiór X ⊆ A, taki źe a ∈ X oraz

f̃-^1(X) ⊆ X.

Zadanie 6. Niech R ⊆ A^2 bĕdziĕ dowolnă relacjă i niech R^0 bĕdzie relacjă równoťsci na A (to znaczy ⟨x; y⟩ ∈ R^0 wtedy i tylko wtedy, gdy

x = y). Wykazaťc, źe R ∪ R^0 ∪ R^{-1} jest relacjă

zwrotnă i symetrycznă.

Zadanie 7. Niech Q ⊆ A^2 bĕdziĕ dowolnă relacjă, niech Q^0 bedzie relacjă równoťsci na A i niech Q^n+^1 = Q^nQ. Kˇadziemy Q1 =

S_{n2N Qn. Wykaź, źe Q}1_{jest relacjă przechod-}

niă.

Zadanie 8. Korzystajăc z zadaťn poprzednich wykaź, źe jeťsli R jest dowolă relacjă oraz Q =

R ∪ R-^1, to Q1 jest relacjă równowaźnoťsci.

Mówimy źe ciăg liczb rzeczywistych (yn)n2N roťsnie szybciej niź ciăg (xn)n2N, gdy limn!1 xnyn = 0.

Zadanie 9. Niech S bĕdzie zbiorem ciăgów liczb rzeczywistych o tej wˇasnoťsci, źe dla kaźdego ciăgu liczb rzeczywistych (x_n)_n2N istnieje w zbiorze S ciăg (y_n)_n2N ∈ S rosnăcy od niego szybciej. Wykorzystujăc metodĕ przekătniowă udowodnij, źe S nie jest zbiorem przeliczalnym.

Zadanie 10. Oto przykˇad dwóch wnioskowaťn przez indukcjĕ:

ĎPokaźĕ, źe wszystkie liczby naturalne să parzyste. Oczywiťscie 0 jest liczbă parzystă. Niech

n bĕdzie dowolnă licznă naturalnă i zaˇóźmy, źe

dla wszystkich k ¡ n, k jest parzyste. Niech n_1 i

n_2 bĕdzie dowolnym rozbiciem liczby n na sumĕ

liczb mniejszych (tzn. n = n_1 + n_2). Poniewaź

n_1 oraz n_2 să mniejsze od n, n_1 i n_2 să parzy-

ste a wiĕc n jest parzyste jako suma dwóch liczb parzystych.

ĎPokaźĕ, źe wszystkie dodatnie liczby naturalne să parzyste. Oczywiťscie 1 jest liczbă nieparzystă. Niech n bĕdzie dowolnă licznă naturalnă i zaˇóźmy, źe dla wszystkich k ¡ n, k jest nieparzyste. Niech 1, n_1 i n_2 bĕdzie dowolnym rozbiciem liczby n na sumĕ trzech liczb mniejszych (tzn. n = n_1 + n_2 + 1). Poniewaź n_1 oraz n_2 să mniejsze od n, n_1 i n_2 să nieparzyste a wiĕc

n jest parzyste jako suma dwóch liczb nieparzy-

stych i liczby 1.

Które z tych rozumowaťn jest poprawne. Wskaź bˇĕdy popeˇnione w bˇĕdnym rozumowaniu.