Logika dla informatyków

Egzamin poˇówkowy

11 grudnia 1999

Zasady przeprowadzania egzaminu Za obie czĕťsci egzaminu bĕdzie moźna uzyskaťc 100 punktów. Punkty przeliczajă siĕ na oceny zgodnie z tabelkă: 0Ű32 daje ocenĕ ndst, 33Ű45 daje ocenĕ dst, 46Ű58 daje ocenĕ dst+, 59Ű71 daje ocenĕ db, 72Ű84 daje ocenĕ db+, 85Ű100 daje ocenĕ bdb.

Za poniźsze zadania moźna uzyskaťc 40 punktów a za zadania z drugiej czĕťsci bedzie moźna uzyskaťc 60 punktów.

Zadanie 1 (5 pkt). Wykaź (przez indukcjĕ), źe dla kaźdej formuˇy zdaniowej ’ zbudowanej ze zmiennych oraz spójników ^; ˙ istnieje formuˇa postaci _1 ˙ _2 ˙ : : : ˙ _n taka, źe dla kaźdego i ≤ n, _i jest koniunkcjă zmiennych oraz (’ () ) jest tautologiă.

Zadanie 2 (6 pkt). Skonstruuj bijekcjĕ pomiedzy zbiorem liczb naturalnych a zbiorem niemalejăcych funkcji ze zbioru liczb naturalnych w zbiór f1; 2; 3; 4g. Moźna skorzystaťc z faktu, źe istnieje bijekcja z N na N × N.

Zadanie 3 (6 pkt). Dla f : N ! N i g : N ! N piszemy g ≺ f (i mówimy, źe f majoryzuje g), jeťsli istnieje n_0 ∈ N takie, źe (∀n ≥ n_0)(g(n) ¡ f(n)). Czy istnieje ciăg funkcji ⟨f_i : i ∈ N⟩ taki, źe f_i ≺ f_i+_1 dla i ∈ N, oraz dla kaźdej funkcji g : N ! N istnieje i takie, źe g ≺ f_i.

Zadanie 4 (5 pkt). Niech fA_ng1_n=_1 bĕdzie ciăgiem zbiorów. Pokaź, źe

1[_{n=1 An =}^1[_{n=1(An n}^{n-1}[_{m=1 Am):}

Zadanie 5 (5 pkt). V-literaˇem nazywamy formuˇĕ postaci x lub :x, dla pewnego x ∈ V. Formuˇa zdaniowa ’ jest speˇnialna jeťsli :’ nie jest tautologiă, czyli gdy ’ staje siĕ faˇszywe przy pewnym wartoťsciowaniu zmiennych. Wykaź, źe dla kaźdej formuˇy speˇnialnej ’ ze zmiennymi z V = fp; q; rg istnieje formuˇa postaci ff_1 ^ ff_2 ^ ff_3 taka, źe kaźde ff_i jest V-literaˇem oraz ! ’ jest tautologiă.

W zadaniach poniźszych Z oznacza zbiór wszystkich formuˇ rachunku zdaťn zapisanych z uźyciem zmiennych zdaniowych ze zbioru V = fp; q; rg.

W zbiorze Z wprowadzamy relacjĕ ¸ takă, źe ’_1 ¸ ’_2 wtedy i tylko wtedy, gdy ’_1 , ’_2 jest tautologiă.

Zadanie 6 (4 pkt). Wykaź, źe ¸ jest relacjă równowaźnoťsci.

W zbiorze Z=¸ = f[’]¸ : ’ ∈ Zg klas abstrakcji wyźej opisanej relacji równowaźnoťsci ¸ wprowadzamy relacjĕ ≤ takă, źe [’_1]¸ ≤ [’_2]¸ wtedy i tylko wtedy, gdy ’_1 ! ’_2 jest tautologiă.

Zadanie 7 (5 pkt). Sprawdťz, źe powyźsza de^nicja opisuje porzădek czĕťsciowy.

Zadanie 8 (4 pkt). Korzystajăc z Zadania 5 oblicz, ile jest elementów minimalnych w zbiorze (Z=¸) n f[p ^ :p]¸g. Odpowiedťz uzasadnij.