Logika dla informatyków

wyk�ad 6

25 listopada 1999

De�nicja. Porzădek czĕťsciowy ≤ w zbiorze A jest liniowy jeťsli (∀a; b ∈ A)((a ≤

b) ˙ (b ≤ a)):

Z przykˇadów podanych powyźej jedynie ⟨N; ≤⟩ jest porzădkiem liniowym.

1 Kresy zbiorów

Niech ⟨P; ≤⟩ bĕdziĕ porzădkiem czĕťsciowym i niech X ⊆ P. Element x ∈ X jest elementem najwiĕkszym w X jeťsli dla kaźdego y ∈ X zachodzi y ≤ x. Element

x ∈ X jest elementem maksymalnym w X jeťsli dla kaźdego y ∈ X, jeťsli x ≤ y, to x = y.

Niech ⟨P; ≤⟩ bĕdziĕ porzădkiem czĕťsciowym i niech X ⊆ P. Element x ∈ X jest elementem najmniejszym w X jeťsli dla kaźdego y ∈ X zachodzi x ≤ y. Element

x ∈ X jest elementem minimalnym w X jeťsli dla kaźdego y ∈ X, jeťsli y ≤ x, to x = y.

Element jest najwiĕkszy (maksymalny) w ⟨P; ≤⟩, jeťsli jest najwiĕkszy (maksymalny) w P.

Niech ⟨P; ≤⟩ bĕdzie zbiorem czĕťsciowo uporzădkowanym. Porzădek ⟨P; ≤-^1⟩ nazywamy porzădkiem dualnym do ⟨P; ≤⟩. Jeťsli dane jest pojĕcie Q dotyczăce porzădków, to pojĕcie Q-^1 dualne do niego otrzymujemy przez zastăpienie w de^nicji Q symbolu ≤ przez symbol ≤-^1. Zauwaźmy, źe pojĕcia minimalny i maksymalny oraz najmniejszy i najwiĕkszy să dualne.

Twierdzenie. Niech ⟨P; ≤⟩ bĕdzie czĕťsciowym porzădkiem i niech X ⊆ P. Wtedy element najwiĕkszy w X jest maksymalnym elementem X oraz istnieje conajwyźej jeden element najwiĕkszy.

Przyk�ad. Niech X bĕdzie zbiorem niepustym i niech P = P(X) n ∅. Wtedy w zbiorze uporzădkowanym ⟨P; ⊆⟩ jest jXj elementów minimalnych.

De�nicja. Niech ⟨P; ≤⟩ bĕdzie czĕťsciowym porzădkiem i niech X ⊆ P. Element

a ∈ P jest ograniczeniem górnym zbioru X, jeťsli dla kaźdego x ∈ X zachodzi x ≤ a.

Kresem górnym zbioru X nazywamy najmniejszy element zbioru

fa : a jest ograniczeniem górnym Xg: Kres górny zbioru X oznaczamy W X: Du-

alnie moźna zde^niowaťc pojĕcia ograniczenia dolnego i kresu dolnego (kres dolny zbioru X oznaczamy V X):

De�nicja. Porzădek ⟨P; ≤⟩ jest krată zupeˇna, jeťsli kaźdy podzbiór zbioru P ma kres górny i kres dolny. Porzădek ⟨P; ≤⟩ jest krată, jeˇi kaźdy skoťnczony podzbiór zbioru

P ma kres górny i kres dolny.

Twierdzenie. Niech ⟨P; ≤⟩ bĕdzie porzădkiem. Wtedy nastĕpujăce warunki să równowaźne.

1. ⟨P; ≤⟩ jest krată zupeˇnă.

2. Kaźdy podzbiór P ma kres górny w ⟨P; ≤⟩ 3. Kaźdy podzbiór P ma kres dolny w ⟨P; ≤⟩ De�nicja.

Niech ⟨P; ≤_P⟩ oraz ⟨Q; ≤_Q⟩ bĕdă zbiorami czĕťsciowa uporzădkowanymi. Funkja F :

P ! Q jest monotoniczna, jeťsli (∀x; y ∈ P)((x ≤P y) ) (f(x) ≤Q f(y))).

Funkcja f jest izomor^zmem jeťsli jest bijekcjă oraz f i f-^1 să monotoniczne. Twierdzenie Knastera i Tarskiego. Niech ⟨P; ≤⟩ bĕdzie krată zupeˇnă i niech f :

P ! P bĕdzie funkcjă monotonicznă. Wtedy istnieje a ∈ P taki, źe

1. f(a) = a

2. dla kaźdego b ∈ P, jeťsli f(b) = b, to a ≤ b.

Element a nazywamy najmniejszym punktem staˇym funkcji f. Element speˇniajăcy tylko warunek 1 nazywamy punktem staˇym.

De�nicja. Niech ⟨P; ≤_P⟩ bĕdzie zbiorem czĕťsciowo uporzădkowanym. Wtedy zbiór

X ≠ ∅ jest zbiorem skierowanym, jeťsli (∀x; y ∈ X)(∃z ∈ X)(x ≤ z ^ y ≤ z): Zbiór ⟨P; ≤_P⟩ jest porzădkiem zupeˇnym, jeťsli P ma element najmniejszy oraz kaźdy skie-

rowany podzbiór X zbioru P ma kres górny (oznaczany przez W X.

De�nicja. Niech ⟨P; ≤_P⟩ oraz ⟨Q; ≤_Q⟩ bĕdă porzădkami zupeˇnymi. Funkcja f :

P ! Q jest ciăgˇa, jeťsli zachowuje kresy górne, to znaczy, gdy dla dowolnego zbioru

skierowanego X ⊆ P, f̃(X) ma kres górny oraz f(W X) = W f̃(X). Twierdzenie.

1. Kaźda funkcja ciăgˇa jest monotoniczna. 2. Zˇoźenie funkcji ciăgˇych jest funkcjă ciăglă.

De�nicja. Niech ⟨P; ≤_P⟩ bĕdzie porzădkiem. Wtedy ⊥ oznacza najmniejszy a ⊤ najwiĕkszy element P (jeťsli istniejă).

Twierdzenie. Twierdzenie. Niech ⟨P; ≤_P⟩ bĕdzie porzădkiem zupeˇnym oraz niech

f : P ! P bĕdzie funkcjă ciăgˇă. Wtedy element a = Wff^n(⊥) : n ∈ Ng jest

najmniejszym punktem staˇym funkcji f.