Logika dla informatyków

wyk�ad 5 4 listopada 1999

1 Teoria mocy, cd.

Twierdzenie Cantora-Bernsteina. Jeťsli |A| ≤ |B| oraz |B| ≤ |A|, to |A| = |B|. De^nicja. Mówimy źe moc zbioru A jest mniejsza niź moc zbioru B i piszemy |A| < |B|, jeťsli |A| ≤ |B| oraz A ≁ B. Twierdzenie. 1. |A| ≤ |A| 2. jeťsli |A| ≤ |B| i |B| ≤ |C|, to |A| ≤ |C| 3. jeťsli n < m, to |n| < |m| 4. |n| < ℵ_0 De^nicja. Jeťsli X ⊆ A, to f : A → {0; 1} jest funkcjă charakterystycznă zbioru A, jeťsli dla dowolnego a ∈ A f (a) =

æ_{0; gdy a ∉ X;}

1; gdy a ∈ X. Fakt. 2^A ∼ P (A).

Twierdzenie. Niech A i B bĕdă zbiorami, przy czym |B| ≥ 2. Wtedy |P (A)| ≤ |B^A| gdzie B^A = { f : A → B} a P (A) oznacza zbiór potĕgowy zbioru A. Twierdzenie Cantora. Dla źadnego A nie istnieje funkcja z A na zbiór potĕgowy P (A).

Dowód. Przypuťsťcmy przeciwnie, źe pewna funkcja f : A → P (A) przeksztaˇca A na P (A). Niech A_0 = {a ∈ A | a ∉ f (a)}

Poniewaź A_0 ⊆ A i f odwzorowuje A na P (A), wiĕc istnieje a_0 ∈ A, takie źe f (a_0) = A. Mamy wtedy a_0 ∈ A_0 ⇐⇒ a_0 ∈ f (a_0) ⇐⇒ a_0 ∉ A_0 Zaˇoźenie istnienia funkcji f doprowadziˇo do sprzecznoťsci.

Dowód twierdzenia Cantora dla przypadku A = N. Przypuťsťcmy przeciwnie, źe pewna funkcja f : N → 2N przeksztaˇca N na 2N. Tworzymy nieskoťnczonă tablicĕ

(f(0))(0) ( f (0))(1) ( f (0))(2) ( f (0))(3) ( f (0))(4) ··· ( f (1))(0) (f(1))(1) ( f (1))(2) ( f (1))(3) ( f (1))(4) ··· ( f (2))(0) ( f (2))(1) (f(2))(2) ( f (2))(3) ( f (2))(4) ··· ( f (3))(0) ( f (3))(1) ( f (3))(2) (f(3))(3) ( f (3))(4) ··· ( f (4))(0) ( f (4))(1) ( f (4))(2) ( f (4))(3) (f(4))(4) ··· . . . . . . . . . . ... Tworzymy nowă funkcjĕ charakterystycznă

g(i) = 1 − ( f (i))(i)

dla kaźdego i ∈ N. Wtedy g ≠ f (i) dla dowolnego i ∈ N, gdyź g(i) = 1 − ( f (i))(i) ≠ f (i). Otrzymaliťsmy sprzecznoťsťc z zaˇoźeniem, źe f jest na.

Twierdzenie. Dla kaźdego zbioru A, |P (A)| > |A|. Jeťsli |B| > 2, to |B^A| > |A|.

2 Zbiory przeliczalne

De^nicja. Zbiór A jest przeliczalny, gdy A jest skoťnczony lub jest równoliczny ze zbiorem liczb naturalnych.

Twierdzenie. Zbiór A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy A = /0 lub istnieje funkcja z N na A.

De^nicja. Ciăgiem elementów zbioru A nazywamy funkcjĕ f : N → A.

Fakt. Zbiór niepusty jest przeliczalny, gdy jego elementy moźna ustawiťc w ciăg. Twierdzenie.

1. Podzbiór zbioru przeliczalnego jest przeliczalny.

2. Jeťsli f : A → B oraz X ⊆ A jest zbiorem przeliczalnym, to f (X) teź jest zbiorem przeliczalnym.

3. Jeťsli A i B să przeliczalne, to A × B jest przeliczalny.

4. Jeťsli {A_i | i ∈ I} jest przeliczalnă rodzină zbiorów przeliczalnych (tzn. I jest przeliczalny i kaźdy ze zbiorów A_i jest przeliczalny), to S_i2_I A_i jest zbiorem przeliczalnym.

Twierdzenie. Zbiór liczb rzeczywistych jest równoliczny ze zbiorem {0; 1}N. Zatem zbiór {0; 1}N ma moc continuum.

3 Porzădki czĕťsciowe

De^nicja. Relacja R jest sˇabo antysymetryczna, jeťsli dla dowolnych a; b jeťsli aRb oraz bRa to a = b De^nicja. Czĕťsciowym porzădkiem w zbiorze A nazywamy relacjĕ Ď≤Ť (bĕdăcă podzbiorem A^2), która jest zwrotna, przechodnia i sˇabo antysymetryczna, tzn.

∀a:a ≤ a ∀a; b:(a ≤ b ∧ b ≤ a ⇒ a = b) ∀a; b; c:(a ≤ b ∧ b ≤ c ⇒ a ≤ c) Oznaczenie. Jeťsli ≤ jest czĕťsciowym porzădkiem na A, to a < b oznacza a ≤ b∧a ≠ b. De^nicja. Zbiór czĕťsciowo uporzădkowany to zbiór A z relacjă czĕťsciowego porzădku ≤. Zbiór czĕťsciowo uporzădkowany oznaczamy czasem ⟨A; ≤⟩. Przykˇady zbiorów czĕťsciowo uporzădkowanych:

1. ⟨P (A); ⊆⟩ (rodzina podzbiorów zbioru A z relacjă inkluzji); 2. ⟨N; ≤⟩ (zbiór liczb naturalnych ze zwykˇym porzădkiem); 3. ⟨B; ⊆⟩, gdzie B ⊆ P (A); 4. ⟨N; |⟩ , gdzie a|b ⇔ ∃x:(ax = b).

4 Sˇowa

De^nicja. Niech A bĕdzie dowolnym zbiorem. Bĕdziemy nazywaťc go alfabetem. Sˇowem nad alfabetem A nazywamy dowolny skoťnczony ciăg elementów zbioru A. Sˇowo puste (ciăg dˇugoťsci zero) oznaczamy ε. Przez A� oznaczamy zbiór wszystkich sˇów nad alfabetem A. Jeźeli u = u_1u_2 : : : u_n i w = w_1w_2 : : : w_m, to uw oznacza zˇoźenie (konkatenacjĕ) sˇów u i w, tj. sˇowo u_1u_2 : : : u_nw_1w_2 : : : w_m. Sˇowo U jest przedrostkiem (pre^ksem) sˇowa w, jeťsli istnieje sˇowo v, takie źe uv = w.

Fakt. Niech A bĕdzie dowolnym zbiorem i niech u ≤ w oznacza, źe u jest przedrostkiem w. Wtedy ⟨A; ≤⟩ jest zbiorem czĕťsciowo uporzădkowanym.