Logika dla informatyków

wykˇad 3

21 paťzdziernika 1999

1 Relacje

1.1 Para uporzădkowana

Parĕ elementów a i b bĕdziemy zapisywaťc w postaci ⟨a,b⟩. Para bĕdzie dla nas pojĕciem pierwotnym. Przyjmujemy nastĕpujăcy aksjomat:

⟨a,b⟩ = ⟨c,d⟩ ⇐⇒ a = c ∧ b = d

Specjaliťsci od podstaw matematyki pragnă za pojĕcia pierwotne uwaźaťc jedynie zbiór i relacjĕ naleźenia do zbioru i wolă zde^niowaťc parĕ nastĕpujăco: ⟨a; b⟩ = {{a}; {a; b}} Para w takim ujĕciu skˇada siĕ ze zbioru dwuelementowego, w którym wyróźniliťsmy, który element jest pierwszy. Zauwaźmy źe ostatnia de^nicja speˇnia aksjomat ĎnaszejŤ pary.

1.2 Iloczyn (produkt) kartezjaťnski

Iloczynem kartezjaťnskim dwóch zbiorów nazywamy zbiór wszystkich par zˇoźonych z elementów tych zbiorów: A × B = {⟨a,b⟩ | a ∈ A,b ∈ B} 1.3 Relacje

Dowolny podzbiór R ⊆ A × B produktu kartezjaťnskiego zbiorów A i B nazywamy relacjă dwuargumentowă (binarnă). Jeťsli ⟨a,b⟩ ∈ R, to mówimy, źe elementy a ∈ A i b ∈ B să ze sobă w relacji. Zamist pisaťc ⟨a,b⟩ ∈ R, piszemy teź niekiedy aRb. Podzbiory A^2 să binarnymi relacjami na zbiorze A.

Przyk�ady relacji binarnych:

Ű identycznoťsťc (równoťsťc, przekătna) na zbiorze A: {⟨x,x⟩ | x ∈ A} Ű relacja mniejszoťsci ≤ na zbiorze A: {⟨x,y⟩ | x ≤ y} Ű R ⊆ Z × N, taka źe xRy gdy y = x^2.

1.4 Krotki (n-tki) uporzădkowane

Pojĕcie pary ˇatwo uogólniťc na ciăgi uporzădkowane dowolnej, skoťnczonej dˇugoťsci. Zakˇadamy źe ⟨a_1,...,a_n⟩ jest pojĕciem pierwotnym i przyjmujemy aksjomat ⟨a_1,...,a_n⟩ = ⟨b_1,...,b_n⟩ ⇐⇒ a_1 = b_1 ∧ ... ∧ a_n = b_n

Krotki moźna równieź zde^niowaťc za pomocă pojĕcia pary: krotka dwuelementowa jest pară, krotka n+1- elementowa jest pară zˇoźonă z pierwszego elementu i krotki n-elementowej:

æ_{⟨a1; a2⟩ = ⟨a1; a2⟩ (krotka dwuelementowa jest pară)}

⟨a_0; a_1 ; : : : ; a_n⟩ = ⟨a_0; ⟨a_1 ; : : : ; a_n⟩⟩ Krotka stuelementowa jest nazywana stokrotkă.

W oczywisty sposób uogólniamy pojĕcie produktu na n zbiorów: A_1 × ... × A_n = {⟨a_1,...,a_n⟩ | a_1 ∈ A_1,...,a_n ∈ A_n} Relacjă n-argumentowă nazywamy dowolny podzbiór produktu n zbiorów. Dla przykˇadu {a,b,c ∈ N | a · b = c} {a,b,c ∈ N | a · b < c} să relacjami trójargumentowymi na zbiorze N.

1.5 Zˇoźenie relacji. Relacja odwrotna

Dane să relacje P ⊆ A × B i Q ⊆ B ×C. Relacja PQ = {⟨a,c⟩ | ∃b.(aPb ∧ bQr)} ⊆ A ×C nazywa siĕ zˇoźeniem relacji P i Q. Relacja P�1 = {⟨b,a⟩ | ⟨a,b⟩ ∈ P} ⊆ B × A nazywa siĕ relacjă odwrotnă do P.

Twierdzenie. Dla dowolnych relacji T ⊆ A × B, S ⊆ B ×C i R ⊆ C × D: T (SR) = (T S)R (SR)�^1 = R�^1S�^1

2 Funkcje

Relacjĕ f ⊆ A × B nazywamy funkcjă o dziedzinie A i zbiorze wartoťsci (przeciwdziedzinie) B, jeźeli 1. ∀a ∈ A.∃b ∈ B.⟨a,b⟩ ∈ f 2. ∀a ∈ A.∀b_1 ∈ B.∀b_2 ∈ B.(⟨a,b_1⟩ ∈ f ∧ ⟨a,b_2⟩ ∈ f ⇒ b_1 = b_2) Zbiór wszystkich funkcji o dziedzinie A i przeciwdziedzinie B oznaczamy B^A.

Relacjĕ speˇniajăcă jedynie warunek 2 nazywamy funkcjă czĕťsciowă. Dziedzină funkcji czĕťsciowej f nazywamy zbiór Dom( f ) = {a ∈ A | ∃b ∈ B. f (a) = b} Zamist f ⊆ A × B piszemy zwykle f : A → B, zaťs zamiast a f b albo ⟨a,b⟩ ∈ f piszemy b = f (a).

Pytanie. Ile jest funkcji f : A → B? Ile jest funkcji f : /0 → B a ile f : A → /0?

Z pomocă pojĕcia funkcji moźemy jeszcze inaczej zde^niowaťc n-tki uporzădkowane: ⟨a_1; : : : ; a_n⟩ jest funkcjă f : {1; : : : ; n} → A. Wówczas f (i) jest i-tym elementem krotki.

Funkcja f : A → B jest róźnowartoťsciowa (jest injekcjă), jeźeli ∀a_1,a_2 ∈ A.( f (a_1) = f (a_2) ⇒ a_1 = a_2) Funkcja f : A → B jest ĎnaŤ (jest surjekcjă), jeźeli ∀b ∈ B.∃a ∈ A. f (a) = b Funkcja f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym (bijekcjă), jeťsli jest róźnowartoťsciowa i ĎnaŤ.

3 Funkcje odwrotne, z�o�zenie funkcji

Twierdzenie. Jeťsli f : A → B oraz g : B → C să funkcjami, to relacja g f ⊆ A ×C jest funkcjă z A w C. Dla a ∈ A, (g f )(a) = g( f (a)). Funkcja f g jest róźnowartoťsciowa, gdy f i g obie să róźnowartoťsciowe. Funkcja f g jest ĎnaŤ, jeťsli f i g sa ĎnaŤ.

De�nicja. Niech f : A → B bĕdzie funkcjă. Wtedy funkcja f : B → A jest funkcjă odwrotnă do f , jeťsli g f = I_A oraz f g = I_B (gdzie I_A, I_B oznaczajă funkcje identycznoťsciowe odpowiednio na zbiorach A i B).

Twierdzenie. Niech f : A → B bĕdzie funkcjă. Wtedy nastĕpujăce warunki să równowaźne:

1. f ma funkcjĕ odwrotnă, 2. f jest bijekcjă, 3. Relacja odwrotna f �^1 jest funkcjă.

Funkcjĕ odwrotnă do f oznaczamy f �^1.

4 Obraz i przeciwobraz zbioru

De�nicja. Niech f : A → B bĕdzie funkcjă i niech X ⊆ A. Obrazem zbioru X w odwzorowaniu f nazywamy zbiór ⃗f (X) = {b ∈ B | (∃a)( f (a) = b)} Przeciwobrazem zbioru Y ⊆ B nazywamy zbiór ⃗f �^1(X) = {a ∈ A | f (a) ∈ Y } Oznaczenie. Niech X bedzie rodzină podzbiorów zbioru A. Wtedy

[_{X =} [_{X2X X} “_{X =} “_{X2X X}

Twierdzenie. Niech f : A → B bĕdzie funkcjă i niech X bedzie rodzină podzbiorów zbioru A. Wtedy ⃗f ([X ) = [{⃗f (X) | X ∈ X } (1) Jeťsli X ≠ /0, to ⃗f (“X ) ⊆ “{⃗f (X) | X ∈ X } (2) ⃗f �^1([Y ) = [{⃗f �^1(Y ) | Y ∈ Y } (3) Jeťsli Y ≠ /0, to ⃗f �^1(“Y ) = “{⃗f �^1(Y ) | Y ∈ Y } (4) Czy symbol Ď⊆Ť we wzorze (2) moźna zastăpiťc symbolem Ď=Ť?