Logika dla informatyków

wykˇad 2 9 paťzdziernika 1998

1 Rachunek kwanty^katorów (jĕzyk I rzĕdu)

1.1 Skˇadnia

W rachunku kwanty^katorów uźywamy tzw. zmiennych indywiduowych pochodzăcych z nieskoťnczonego zbioru X = {x; y; z; x_1; x_2; : : :} i n-argumentowych (n ≥ 0) symboli relacji p; q; p_1; p_2; : : : Symbole relacji moźna uwaźaťc za uogólnienie zmiennych zdaniowych z rachunku zdaťn. Formuˇy atomowe să napisami postaci p(x), q(x; y) itp. Formuˇy rachunku kwanty^katorów (ktore bĕdziemy oznaczaťc ϕ, ψ,. . . ) budujemy z formuˇ atomowych za pomocă spójników logicznych w sposób podobny jak w rachunku zdaťn. Ponadto moźemy uźywaťc kwanty^katorów ∀ i ∃. Formalna skˇadnia rachunku kwanty^katorów jest nastĕpujăca:

ϕ ::= p(x_1; : : : ; x_n) | ¬ϕ | ϕ_1 ∧ ϕ_2 | ϕ_1 ∨ ϕ_2 | ϕ_1 ⇒ ϕ_2 | ϕ_1 ⇔ ϕ_2 | ∀x:ϕ | ∃x:ϕ Mówimy źe w formule ∀x:ϕ kwanty^kator ∀ wiăźe zmiennă x. Wszystkie wystăpienia zmiennej x w formule ϕ să zwiăzane przez ten kwanty^kator. Zmienne, które nie să zwiăzane w danej formule, să wolne.

Formalnie zbiór FV(ϕ) zmiennych wolnych formuˇy ϕ de^niujemy nastĕpujăco FV(p(x_1; : : : ; x_n)) = {x_1 ; : : : ; x_n} FV(¬ϕ) = FV(ϕ) FV(ϕ ∘ ψ) = FV(ϕ) ∪ FV(ψ) gdzie ∘ = ∨; ∧; ⇒; ⇔ FV(∀x:ϕ) = FV(ϕ)\{x} FV(∃x:ϕ) = FV(ϕ)\{x}

Podobnie de^niujemy zbiór zmiennych zwiăzanych.

Prawami rachunku kwanty^katorów să np. prawa negowania kwanty^katorów stwierdzajăce, źe kwanty^katory ∀ i ∃ să dualne: ¬(∀x:ϕ) ⇐⇒ ∃x:¬ϕ ¬(∃x:ϕ) ⇐⇒ ∀x:¬ϕ Ich intuicyjny sens jest jasny: Ďnieprawda źe dla kaźdego x formuˇa ϕ jest prawdziwaŤ oznacza, źe Ďistnieje x, dla którego formuˇa ϕ nie jest prawdziwa.Ť Podobnie Ďnieprawda źe istnieje x, dla którego formuˇa ϕ jest prawdziwaŤ oznacza, źe Ďdla kaźdego x formuˇa ϕ nie jest prawdziwa.Ť

2 Zbiory

W teorii mnogoťsci zbiór i relacjĕ ∈ naleźenia do zbioru przyjmujemy za pojĕcia pierwotne. Wˇasnoťsci relacji ∈ să zadane przez aksjomaty (tj. formuˇy rachunku kwanty- ^katorów, które przyjmujemy za prawdziwe).

Zasada ekstensjonalnoťsci stwierdza, źe dwa zbiory să równe, co zapisujemy A = B, jeźeli zawierajă dokˇadnie te same elementy, tj. A = B ⇐⇒ ∀x:(x ∈ A ⇔ x ∈ B) Zbiór A jest podzbiorem zbioru B, jeźeli B zawiera wszystkie elementy zbioru A, tj. A ⊆ B ⇐⇒ ∀x:(x ∈ A ⇒ x ∈ B) Zauwaźmy źe dwa zbiory să równe, jeťsli să nawzajem swoimi podzbiorami, tj. A = B ⇐⇒ A ⊆ B ∧ B ⊆ A Zbiór pusty /0 jest zbiorem nie zawierajăcym źadnego elementu: ∀x:(x ∉ /0) Mówimy źe zbiór A ma n elementów (n ≥ 0), co zapisujemy |A| = n, jeźeli istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzădkowanie elementom tego zbioru liczb 1; 2; : : : ; n, tj. jeťsli elementy tego zbioru moźna ponumerowaťc liczbami 1; 2; : : : ; n. Zbiór pusty ma zatem 0 elementów.

Na zbiorach wprowadzamy operacje sumy ∪, przekroju ∩ i róźnicy \: x ∈ A ∪ B ⇐⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B x ∈ A ∩ B ⇐⇒ x ∈ A ∧ x ∈ B x ∈ A\B ⇐⇒ x ∈ A ∧ x ∉ B

Powyźsze operacje majă wiele ciekawych wˇasnoťsci. Dla przykˇadu prawdziwe să tzw. prawa rozdzielnoťsci: A\(B ∪C) = (A\B) ∩ (A\C) A ∩ (B ∪C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩C) Udowodnimy pierwsze z nich. Na mocy prawa ekstensjonalnoťsci wystarczy pokazaťc, źe dla kaźdego x zachodzi x ∈ A\(B ∪C) ⇐⇒ x ∈ (A\B) ∩ (A\C) Istotnie, z de^nicji róźnicy zbiorów x ∈ A\(B ∪C) ⇐⇒ x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B ∪C) Nastĕpnie z de^nicji sumy zbiorów mamy x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B ∪C) ⇐⇒ x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B ∨ x ∈ C) Korzystajăc z prawa de Morgana ¬(p ∨ q) ⇔ ¬p ∧ ¬q otrzymujemy x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B ∨ x ∈ C) ⇐⇒ x ∈ A ∧ (x ∉ B ∧ x ∉ C) Na mocy tautologii p ⇔ (p ∧ p) moźemy do formuˇy dopisaťc jeszcze jedno wystăpienie x ∈ A. Ponadto koniunkcja jest ˇăczna i przemienna, moźemy zatem dowolnie pogrupowaťc jej czynniki:

x ∈ A ∧ (x ∉ B ∧ x ∉ C) ⇐⇒ x ∈ A ∧ x ∈ A ∧ (x ∉ B ∧ x ∉ C) ⇐⇒ (x ∈ A ∧ x ∉ B) ∧ (x ∈ A ∧ x ∉ C) Korzystajăc dwukrotnie z de^nicji róźnicy zbiorów mamy

(x ∈ A ∧ x ∉ B) ∧ (x ∈ A ∧ x ∉ C) ⇐⇒ (x ∈ A\B) ∧ (x ∈ A\C) Na mocy de^nicji przekroju zbiorów mamy ostatecznie (x ∈ A\B) ∧ (x ∈ A\C) ⇐⇒ x ∈ (A\B) ∩ (A\C) Rozpoczĕliťsmy od formuˇy x ∈ A\(B ∪C). Przechodzăc przez szereg formuˇ równowaźnych otrzymaliťsmy ostatecznie x ∈ (A\B) ∩ (A\C). Twierdzenie jest zatem udowodnione.

2.1 Operacje nieskoťnczone na zbiorach

Dwuargumentowe operacje sumy i przekroju zbiorów moźna rozszerzyťc na dowolne rodziny^1 zbiorów. Suma wszystkich zbiorów z rodziny {A_s}_s2_S, gdzie S jest pewnym

1Z powodów jĕzykowych zbiory zbiorów nazywa siĕ rodzinami. Z matematycznego punktu widzenia să to zwykˇe zbiory.

zbiorem indeksów, jest zbiorem zawierajăcym elementy wystĕpujăce w którymkolwiek ze zbiorów A_s. Podobnie przekrój tej rodziny jest zbiorem zawierajăcym elementy wystĕpujăce w kaźdym ze zbiorów A_s. Formalnie:

x ∈ [_{s2S As ⇐⇒ ∃s ∈ S:x ∈ As} x ∈ “_{s2S As ⇐⇒ ∀s ∈ S:x ∈ As}

2.2 Zbiór potĕgowy

Rodzinĕ wszystkich podziorów zbioru A nazywamy zbiorem potĕgowym zbioru A i oznaczamy P (A). Formalnie:

P (A) = {B|B ⊆ A}