Logika dla informatyków

wykˇad 1

7 paťzdziernika 1999

1 Rachunek zdaťn

1.1 Skˇadnia

Formuˇy rachunku zdaťn (ktore bĕdziemy oznaczaťc ϕ, ψ,. . . ) budujemy ze zmiennych zdaniowych, pochodzăcych z nieskoťnczonego zbioru V = {p; q; p_1; p_2; : : :}, i spójników logicznych absurdu ⊥, negacji ¬, koniunkcji ∧, alternatywy ∨, implikacji ⇒ i równowaźnoťsci ⇔ w nastĕpujăcy sposób:

ϕ ::= p | ¬ϕ | ϕ_1 ∧ ϕ_2 | ϕ_1 ∨ ϕ_2 | ϕ_1 ⇒ ϕ_2 | ϕ_1 ⇔ ϕ_2

W razie wătpliwoťsci uźywamy nawiasów do wskazania sposobu rozbioru formuˇy. Niekiedy nawiasy opuszczamy zakˇadajăc nastĕpujăcă kolejnoťsťc wiăzania (od najsilniejszego do najsˇabszego): ¬, ∧, ∨, ⇒, ⇔ i przyjmujăc, źe ∧ i ∨ ˇacză w lewo (tj. p∨r ∨s znaczy (p∨r) ∨s), zaťs ⇒ i ⇔ Ů w prawo (tj. p ⇒ r ⇒ s znaczy (p ⇒ r) ⇒ s). Zatem np. p ∨ q ∨ r ∧ s oznacza (p ∨ q) ∨ (r ∧ s).

1.2 Wartoťsci logiczne i znaczenie formuˇ zdaniowych

Zbiór wartoťsci logicznych B = {T; F} zawiera dwa elementy: T (prawdziwe, true) i F (faˇszywe, false). Wartoťsciowanie zmiennych to odwzorowanie σ : V → B. Nadaje ono wartoťsci logiczne zmiennym zdaniowym.

Wartoťsťc logiczna dowolnej formuˇy zdaniowej zaleźy jedynie od wartoťsciowania wystĕpujăcych w niej zmiennych i moźna jă wyznaczyťc korzystajăc z tabelek z Rysunku 1. Formuˇa jest:

spe�niona przy danym wartoťsciowaniu zmiennych, jeźeli przy tym wartoťsciowaniu ma wartoťsťc T;

⊥ F ϕ ¬ϕ F T T F ϕ ψ ϕ ∧ ψ F F F F T F T F F T T T ϕ ψ ϕ ∧ ψ F F F F T F T F F T T T ϕ ψ ϕ ∨ ψ F F F F T T T F T T T T ϕ ψ ϕ ⇒ ψ F F T F T T T F F T T T ϕ ψ ϕ ⇔ ψ F F T F T F T F F T T T

Rysunek 1: Znaczenie spójników logicznych

spe�nialna, jeźeli istnieje wartoťsciowanie zmiennych, przy którym ta formuˇa ma wartoťsťc T;

prawdziwa (jest tautologi �a), jeťsli ma wartoťsťc Tdla kaźdego wartoťsciowania zmiennych;

sprzeczna, jeťsli ma wartoťsťc F dla kaźdego wartoťsciowania zmiennych.

O formule speˇnionej przez dane wartoťsciowanie zmiennych bĕdziemy niekiedy mówiťc, źe jest prawdziwa przy tym wartoťsciowaniu. Podobnie formuˇa nie speˇniona bĕdzie faˇszywa.

1.3 Metoda zero-jedynkowa sprawdzania tautologii

Przykˇadami tautologii să formuˇy ¬(p ∨ q) ⇔ (¬p) ∧ (¬q) oraz ¬(p ∧ q) ⇔ (¬p) ∨ (¬q) zwane prawami de Morgana. Istotnie, rysujemy tabelkĕ (Rysunek 2) umieszczajăc w kolumnach 1 i 2 wartoťsci zmiennych zdaniowych p i q. W kolumnie 3 umieszczamy wartoťsci formuˇy p ∨ q wyliczone z uźyciem tabelki dla alternatywy. W kolumnie 4 obliczamy, w oparciu o tabelkĕ negacji, wartoťsci formuˇy ¬(p ∨ q). Kolumy 5 i 6 wyznaczamy równieź w oparciu o tabelkĕ negacji. Aby wyznaczyťc wartoťsci formuˇy (¬p) ∧ (¬q) korzystamy z wartoťsci zapisanych w kolumnach 5 i 6 i z tabelki koniunkcji. Ostatniă, ósmă kolumnĕ wyznaczamy przy uźyciu tabelki dla równowaźnoťsci z wartoťsci logicznych zapisanych w kolumnach 6 i 7. Po skonstruowaniu tabelki zauwaźamy, źe dla kaźdego z czterech moźliwych wartoťsciowaťn zmiennych p i q formuˇa ¬(p ∨ q) ⇔ (¬p) ∧ (¬q) ma wartoťsťc logicznă T, jest wiĕc tautologiă.

1 2 3 4 5 6 7 8 p q p ∨ q ¬(p ∨ q) ¬p ¬q (¬p) ∧ (¬q) ¬(p ∨ q) ⇔ (¬p) ∧ (¬q) F F F T T T T T F T T F T F F T T F T F F T F T T T T F F F F T

Rysunek 2: Tabelkowa metoda sprawdzenia, źe prawo de Morgana jest tautologiă.

Rysunek 3: Wartoťsciowanie dla którego formuˇa (¬p ⇒ ¬q) ⇒ ((¬p ⇒ q) ⇒ q) nie jest speˇniona.

1.4 Metoda zero-jedynkowa przyspieszona

Sprawdzenie czy formuˇa jest tautologiă moźna znacznie przyspieszyťc, jeťsli zamiast bezmyťslnie sprawdzaťc wartoťsťc formuˇy dla wszystkich moźliwych wartoťsciowaťn zmiennych, bĕdziemy ťswiadomie poszukiwaťc wartoťsciowania, dla którego formuˇa nie jest speˇniona. Ustalenie takiego wartoťsciowania przekona nas, źe formuˇa nie jest tautologiă, dojťscie do sprzecznoťsci zaťs Ů źe niă jest. Rozwaźmy dla ustalenia uwagi formuˇĕ (¬p ⇒ ¬q) ⇒ ((¬p ⇒ q) ⇒ q). Formuˇa ta nie jest speˇniona, jeťsli poprzednik implikacji ¬p ⇒ ¬q jest prawdziwy, jej nastĕpnik (¬p ⇒ q) ⇒ q zaťs Ů faˇszywy. Formuˇa (¬p ⇒ q) ⇒ q jest faˇszywa tylko wówczas, gdy ¬p ⇒ q jest speˇniona oraz σ(q) = F. Ale ¬p ⇒ q jest speˇniona dla σ(q) = F tylko wówczas, gdy ¬p nie jest speˇniona, tj. gdy σ(p) = T. Zauwaźamy na koniec, źe przy wartoťsciowaniu σ(p) = T i σ(q) = F nasza wyjťsciowa formuˇa istotnie nie jest speˇniona, nie jest wiĕc tautologiă (Rysunek 3).

Rozwaźmy teraz formuˇĕ ϕ = p ⇒ (q ⇒ p). Aby ϕ nie byˇa speˇniona, musi byťc σ(p) = T oraz powinna nie byťc speˇniona formuˇa q ⇒ p. Formuˇa ostatnia nie jest speˇniona tylko wówczas, gdy σ(q) = T oraz σ(p) = F. Zatem aby ϕ nie byˇa speˇniona, musiaˇoby byťc jednoczeťsnie ϕ(p) = T i ϕ(p) = F, co jest niemoźliwe. Formuˇa ϕ jest zatem tautologiă.

Przykˇadami tautologii să takźe

(p ⇒ (q ⇒ r)) ⇒ ((p ⇒ q) ⇒ (p ⇒ r))

(¬p ⇒ ¬q) ⇒ ((¬p ⇒ q) ⇒ q)

1.5 Funkcje boolowskie i systemy spójników

Funkcje f : B^n → B nazywamy n-argumentowymi funkcjami boolowskimi, n ≥ 0. Funkcje boolowskie moźemy opisywaťc za pomocă formuˇ zdaniowych, np.

f (p; q; r) ≡ (p ∧ q) ⇒ (p ∨ r)

Zbiór spójników logicznych jest zupeˇny, jeźeli dowolnă funkcjĕ boolowskă moźna opisaťc za pomocă formuˇy zdaniowej zawierajăcej jedynie spójniki z tego zbioru i zmienne. Zbiór spójników jest 2-zupeˇny, jeźeli kaźdă co najwyźej dwuargumentowă funkcjĕ boolowskă moźna opisaťc za pomocă formuˇy zdaniowej zawierajăcej jedynie spójniki z tego zbioru i zmienne.

Na ťcwiczeniach pokaźemy źe • kaźdy zbiór 2-zupeˇny jest zupeˇny; • {∨; ∧; ⇔} nie jest zupeˇny; • {∨; ∧} nie jest zupeˇny; • {⇒; ⊥} jest zupeˇny; • {∧; ¬} jest zupeˇny;

• istnieje binarny spójnik ↑, taki źe {↑} jest zupeˇny; i wskaźemy inne przykˇady systemów zupeˇnych.