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Egzamin połowkowy

Rozwiązania zadán o nieparzystych numerach

Zadanie 1

Czy prawdziwe jest zdanie:

„Dla dowolnych zbiorówA i B, jeżeli A×B ⊆ B×A, to A = ∅∨B = ∅∨A = B”?

Odpowiedź uzasadnij.

Rozwiązanie. Tak, zdanie powyższe jest prawdziwe dla dowolnych zbiorówA i B. Istotnie,
przypúsćmy, żeA× B ⊆ B× A orazA 6= ∅ i B 6= ∅. Pokażemy, żeA = B. SkoroA 6= ∅, to
istnieje pewien elementa0 ∈ A. Dla dowolnegob ∈ B mamy wówczas〈a0, b〉 ∈ A× B. Skoro
A× B ⊆ B × A, to 〈a0,b〉 ∈ B × A. Zatemb ∈ A. Ponieważ w powyższym rozumowaniu
b jest dowolne, więcB ⊆ A. Analogicznie skoroB 6= ∅, to istnieje pewien elementb0 ∈ B.
Dla dowolnegoa ∈ A jest wtedy〈a, b0〉 ∈ A× B. SkoroA× B ⊆ B× A, to 〈a, b0〉 ∈ B× A.
Zatema ∈ B. Pokazalísmy więc, żeA ⊆ B. SkoroB ⊆ A orazA ⊆ B, to A = B.

Zadanie 3

Pokaż, żeA \ (B \ (C \ D)) = (A \ B) ∪ ((A∩C) \ D) dla dowolnych zbiorówA, B, C i D.

Rozwiązanie 1. (Najczę́sciej przedstawiane na egzaminie.) Zauważmy, że równoważne są każ-
de dwie z niżej podanych formuł:

1. x ∈ A \ (B \ (C \ D)),

2. x ∈ A∧ ¬(x ∈ B ∧ ¬(x ∈ C ∧ x 6∈ D)),

3. x ∈ A∧ (x 6∈ B ∨ (x ∈ C ∧ x 6∈ D)),

4. (x ∈ A∧ x 6∈ B) ∨ (x ∈ A∧ (x ∈ C ∧ x 6∈ D)),

5. (x ∈ A∧ x 6∈ B) ∨ ((x ∈ A∧ x ∈ C) ∧ x 6∈ D),

6. x ∈ (A \ B) ∪ ((A∩ C) \ D).
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Równoważnósć dwóch pierwszych formuł wynika z definicji działań mnogósciowych, dru-
giej i trzeciej – z prawa de Morgana i prawa podwójnej negacji, dwóch kolejnych – z prawa
rozdzielnósci koniunkcji względem alternatywy, następnej pary – z prawa łączności dla ko-
niunkcji, a dwóch ostatnich – znowu z definicji działań mnogósciowych. W ten sposób, dla
dowolnegox dowiedlísmy równoważnósć

x ∈ A \ (B \ (C \ D)) ⇔ x ∈ (A \ B) ∪ ((A∩ C) \ D).

Oznacza to, że

∀x (x ∈ A \ (B \ (C \ D)) ⇔ x ∈ (A \ B) ∪ ((A∩ C) \ D)).

W tej sytuacji równósć

A \ (B \ (C \ D)) = (A \ B) ∪ ((A∩ C) \ D))

wynika z zasady ekstensjonalności.
Przedstawione rozwiązanie zawiera elementy sformalizowanego rachunku logicznego. Czy-

tając takie rozwiązanie nie wiadomo, czy osoba, która je przedstawiła rozumie, co robi, czy
też nauczyła się tylko mechanicznie wykonywać dziwne i niezrozumiałe przekształcenia. Co
więcej, takie rozwiązania są możliwe tylko w prostych przypadkach, a zadań bardziej interesu-
jących nie można rozwiązać w ten sposób. Nie polecałbym tej metody ze względów dydaktycz-
nych, mimo że jej zaletą jest czytelność. Zauważmy także, że czytając podręczniki wyjątkowo
spotykamy się z takimi rozumowaniami. Również przekonując siebie i kolegów o słuszności
różnych stwierdzén zwykle robimy to w inny sposób.

Rozwiązanie 2.Udowodnię teraz dwa zawierania

A \ (B \ (C \ D)) ⊆ (A \ B) ∪ ((A∩ C) \ D))

oraz
(A \ B) ∪ ((A∩ C) \ D)) ⊆ A \ (B \ (C \ D))

nie korzystając z formalnego rachunku logicznego (a więc tak naprawdę znowu skorzystam
z zasady ekstensjonalności).

Dowód (pierwszego zawierania).Weźmy dowolnyx ∈ A\(B\(C\D)). Nietrudno zauważýc,
że elementy zbioruA \ B należą do(A \ B) ∪ ((A ∩ C) \ D)). Wobec tego, dalej wystarczy
rozważác tylko te elementyx, które nie należą doA \ B.

Elementx należący doA \ (B \ (C \ D)) należy również do zbioruA. Jeżeli nie należy do
A \ B, to należy doB. Wiemy też, żex 6∈ B \ (C \ D). Jeżelix należący doB nie znalazł się
w tej różnicy, to należy doC \ D. Otrzymalísmy więc, żex ∈ A, x ∈ C orazx 6∈ D. Teraz
łatwo sprawdzíc, żex należy do drugiego składnika sumy(A\ B)∪ ((A∩C) \ D)). To kończy
dowód pierwszej inkluzji.

Dowód (drugiego zawierania).Aby dowiésć drugą inkluzję, weźmyx ∈ (A\B)∪((A∩C)\D).
Są dwa rodzaje takich elementówx. Taki x może należéc do A \ B. Wtedyx ∈ A orazx 6∈ B.
Warunkiem należenia doB \ (C \ D) jest między innymi należenie doB. Wobec tego,x 6∈
B \ (C \ D). Ponieważx ∈ A, więc takżex ∈ A \ (B \ (C \ D)).
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Powinnísmy się jeszcze zająć elementamix ∈ (A∩ C) \ D. Te elementy należą doA i do
C \ D. Elementy zbioruC \ D zostały usunięte ze zbioruB \ (C \ D), więcx 6∈ B \ (C \ D).
Oznacza to żex spełnia oba warunki wymagane od elementówA \ (B \ (C \ D)), czyli x ∈
A \ (B \ (C \ D)). Udowodnilísmy więc drugie zawieranie i tym samym dowiedliśmy, że

A \ (B \ (C \ D)) = (A \ B) ∪ ((A∩ C) \ D)).

Rozwiązanie 3.Zamiast wyprowadzác równósć z zadania bezpośrednio z definicji działán
mnogósciowych można skorzystać z własnósci tych działán. Takie rozwiązanie może być opar-
te na następującym rachunku:

A \ (B \ (C \ D)) = A∩ (B ∩ (C ∩ Dc)c)c = A∩ (Bc ∪ (C ∩ Dc)) =

= (A∩ Bc) ∪ (A∩ C ∩ Dc) = (A \ B) ∪ ((A∩ C) \ D).

W powyższych wzorachc oznacza operację dopełnienia. Pierwsza równość wynika ze związku
między różnicą i dopełnieniem, czyli z wzoruX \Y = X ∩Yc zastosowanego trzy razy. Druga
równósć jest konsekwencją prawa de Morgana(X ∩ Y)c = Xc ∪ Yc. Trzecia wynika z prawa
rozdzielnósci przekroju względem sumy mnogościowej. Ostatnia jest konsekwencją związku
między różnicą a dopełnieniem oraz łączności przekroju.

Przedstawione rozwiązanie może być niezrozumiałe dla osób, które nie słyszały o dopełnie-
niu. Jest to bardzo naturalne działanie mnogościowe, jeżeli rozważamy podzbiory ustalonego
zbioru zwanego wtedy przestrzenią. Z pewną ostrożnością może býc wykorzystywane w każdej
sytuacji.

JeżeliP jest przestrzenią, to dopełnieniem zbioruX ⊆ P nazywamy różnicęP \ X i ozna-
czamy ją symbolemXc. Zauważmy, że dopełnienie to jest właściwie dopełnienie do ustalonego
zbioru (w tym przypadkuP) i można dopełniác do różnych zbiorów. Zauważmy również, że
dla tak zdefiniowanego dopełnienia i dlaX ⊆ P zachodzi wzór

X \ Y = X ∩ (P \ Y) = X ∩ Yc

oraz podane wyżej prawo de Morgana.
Z trésci zadania nie wynika, że zbioryA, B, C i D są zawarte w jakiejś naturalnej prze-

strzeni. Zawsze jednak możemy przyjąć, żeP = A∪ B ∪ C ∪ D (lub P = A∪ B ∪ C). Taka
definicjaP gwarantuje prawdziwósć wzoruX \ Y = X ∩ Yc w wymaganym zakresie.

Rozwiązanie 4.Kilka rozwiązán zadania 3 polegało na sprawdzeniu podanej równości dla
konkretnych zbiorów. Rzeczywiście, tak też można rozwiązać to zadanie i niektóre z tych
rozwiązán zostały czę́sciowo uznane. Dowodzona w ten sposób równość musi jednak zostác
sprawdzona dla specjalnych zbiorów (ten warunek nie zawsze był spełniony). Uważaliśmy
także, że warunkiem pełnego uznania takiego rozwiązania jest komentarz pozwalający przy-
najmniej na odróżnienie zastosowania omawianej metody od sprawdzenia równości w jednym
przypadku (ten warunek nigdy nie był spełniony).

Spróbuję uzasadnić poprawnósć tej metody nie zachowując pełnej ogólności. Będziemy
teraz dokładnie analizować rozwiązanie 1. Najpierw wprowadźmy kilka oznaczeń. Niech

L ABC D= A \ (B \ (C \ D)) orazPABC D= (A \ B) ∪ ((A∩ C) \ D).

3



Będziemy też rozważać zmienne zdaniowea, b, c i d (odpowiadają one zbiorom lub zmiennym
A, B, C i D), a także formuły zdaniowe z tymi zmiennymi oraz wartościowania takich formuł.
Przyjmijmy, żehx

ABC D oznacza wartósciowanie zmiennycha, b, c i d takie, że

hx
ABC D(a) = T ⇔ x ∈ A

i spełniające analogiczne warunki dla pozostałych zmiennych, aHABC D oznacza zbiór wszyst-
kich takich wartósciowán. Symbolemhx

ABC D(ϕ) będę oznaczác wartósć logiczną formułyϕ
przy wartósciowaniuhx

ABC D.
Zauważmy, że w rozwiązaniu 1 zostały skonstruowane dwie formuły zdanioweϕ i ψ takie,

że
∀A, B,C, D ∀x (x ∈ L ABC D ⇔ hx

ABC D(ϕ) = T)

oraz
∀A, B,C, D ∀x (x ∈ PABC D ⇔ hx

ABC D(ψ) = T).

Formuły te nie zależą od zbiorówA, B, C i D, a jedynie od wyrażén występujących po obu
stronach równósci, np. formułaϕ jest równaa ∧ ¬(b ∧ ¬(c ∧ ¬d)) bez względu na to, co
oznaczają symboleA, B, C i D.

Z podanych własnósci wynika, że

∀A, B,C, D (∀x (x ∈ L ABC D⇔ x ∈ PABC D)⇔ ∀x (hx
ABC D(ϕ) = T ⇔ hx

ABC D(ψ) = T))

oraz
∀A, B,C, D (L ABC D= PABC D ⇔ ∀h ∈ HABC D h(ϕ ⇔ ψ) = T). (1)

Twierdzenie 4.1.JeżeliA′, B′, C′ i D′ są jakimikolwiek zbiorami dla których zbiórHA′B′C′D′

zawiera wszystkie możliwe wartościowania, oraz zachodzi równość L A′B′C′D′ = PA′B′C′D′ to

∀A, B,C, D L ABC D= PABC D

(a więc jeżeli równósć L = P zachodzi dla jednej (specyficznej) czwórki zbiorów, to zachodzi
dla wszystkich możliwych czwórek).

Dowód. Aby dowiésć podane twierdzenie skorzystamy z własności (1) dlaA = A′, B = B′,
C = C′ i D = D′. W ten sposób otrzymujemy, że

L A′B′C′D′ = PA′B′C′D′ ⇔ ∀h ∈ HA′B′C′D′ h(ϕ ⇔ ψ) = T.

Na mocy założenia o zbiorzeHA′B′C′D′ prawa strona tej równoważności stwierdza, że formuła
ϕ ⇔ ψ jest tautologią. Zakładamy ponadto lewą stronę tej równoważności. Stąd otrzymu-
jemy, że formułaϕ ⇔ ψ jest tautologią.

Weźmy cztery dowolne zbioryA, B, C i D. Chcemy teraz z własności (1) wywnioskowác,
żeL ABC D= PABC D. Aby to zrobíc, wystarczy wykazác, że

∀h ∈ HABC D h(ϕ ⇔ ψ) = T.

Fakt ten jest oczywistą konsekwencją tego, żeϕ ⇔ ψ jest tautologią (tautologię są spełnione
dla wszystkich wartósciowán, a więc także dla wartościowán ze zbioruHABC D). ¤
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Aby wykorzystác to twierdzenie trzeba jeszcze skonstruować zbiory A′, B′, C′ i D′ takie,
że zbiórHA′B′C′D′ zawiera wszystkie możliwe wartościowania zmiennych zdaniowycha, b c
i d. Weźmy dowolne wartósciowanieh tych zmiennych. Dla tego wartościowania wybieramy
(dowolnie) pewien elementxh. Z wybranych w ten sposób elementów konstruujemy potrzebne
nam zbiory w następujący sposób:xh uznajemy za element zbioruA′ wtedy i tyko wtedy, gdy
h(a) = T . Analogicznie definiujemy pozostałe zbiory.

Dla zdefiniowanych w ten sposób zbiorów sprawdzamy dowodzoną równość. Jeżeli rów-
nósć ta zachodzi, to z wykazanego twierdzenia otrzymujemy, że zachodzi dla wszystkich moż-
liwych zbiorów.

Zadanie 5

Rodzina zbiorów{Xn}∞n=0 jest zstępująca, jeżeliXn+1 ⊆ Xn dla każdegon ∈ N. Ciąg liczb
naturalnych{an}∞n=0 jest rosnący, jeżelian < an+1 dla każdegon ∈ N. Niech{an}∞n=0 będzie
ciągiem rosnącym, a{Xn}∞n=0 – zstępującą rodziną zbiorów. Udowodnij, że

∞⋂

n=0

Xn =
∞⋂

n=0

Xan.

Rozwiązanie 1.

Lemat 1.1.Jeżeli ciąg(an)n∈N jest rosnący, toan ≥ n dla każegon ∈ N.

Dowód. Przez indukcję względemn. Skoroa0 ∈ N, to a0 ≥ 0. Przypúsćmy, żean ≥ n. Skoro
ciąg jest rosnący, toan+1 > an ≥ n. Zateman+1 ≥ n+ 1.

Lemat 1.2.Jeżeli rodzina{xn}n∈N jest zstępująca, toXn ⊆ Xm dla wszelkichn,m ∈ N takich,
żem≤ n.

Dowód. Przez indukcję względemn. Jeżelim ≤ 0, to m = 0, więc X0 ⊆ Xm. Przypúsćmy,
że Xn ⊆ Xm dla m ≥ n. Skoro rodzina jest zstępująca, toXn+1 ⊆ Xn ⊆ Xm dla m ≥ n.
Ponieważ nadtoXn+1 ⊆ Xm dlam= n+ 1, to Xn+1 ⊆ Xm dla dowolnegom≤ n+ 1.

Na mocy zasady ekstensjonalności wystarczy pokazác, że dla dowolnegox spełniona jest rów-
noważnósć

x ∈
⋂

n∈N
Xn ⇔ x ∈

⋂

m∈N
Xam.

Z definicji przekroju rodziny zbiorów oznacza to, że dla dowolnegox zachodzi

∀n∈N x ∈ Xn ⇔ ∀m∈N x ∈ Xam.

Aby wykazác żądaną w zadaniu równoważność, uzasadnimy osobno dwie implikacje.

„⇒” Wiemy, że dla dowolnej liczby naturalnejn zachodzix ∈ An. Dla każdegom liczbaam

jest liczbą naturalną, zatemx ∈ Aam.

„⇒” Przypúsćmy, żex ∈ Xam dla dowolnegom. Niechn ∈ N. Z lematu 1.1 wiemy, żean ≥ n.
Z założenia wynika, żex ∈ An. Z lematu 1.2 wnioskujemy, żeXan ⊆ Xn. Zatemx ∈ Xn.
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Rozwiązanie 2.Nie jest to rozwiązanie najprostsze, ale zawiera pomysł, który pozwala na
odej́scie od bardzo formalnego rachunku logicznego. Aby uproścíc wzory uzupełniamy dany
ciąg liczb naturalnych o wyraza−1 = −1. Tak uzupełniony ciąg jest nadal rosnący i każda
liczba naturalna jest większa od pierwszego wyrazu tego ciągu (czyli od wyrazu o numerze -1).

Główna czę́sć rozwiązania wynika z następujących wzorów:

∞⋂

n=0

Xn =
∞⋂

k=0

ak⋂

n=ak−1+1

Xn =
∞⋂

n=0

Xan.

Dalej wystarczy uzasadnić równósci z tego wzoru.
Oczywíscie, zaczynamy od dowodu pierwszej równości. Równósć ta zachodzi, ponieważ

po obu stronach równości mamy włásciwie przekroje tej samej rodziny zbiorów. Aby bardziej
formalnie wykazác zawieranie

⋂∞
n=0 Xn ⊆

⋂∞
k=0

⋂ak
n=ak−1+1 Xn, weźmy dowolny elementx ∈⋂∞

n=0 Xn. Wystarczy wykazác, żex ∈ Xn dla dowolnych liczbk ∈ N orazn ∈ N takich, że
ak−1 < n ≤ ak. Jest to bezpósrednia konsekwencja wyboru elementux.

Odwrotne zawieranie wynika z faktu, że każda liczba naturalna znajduje się między dwoma,
kolejnymi wyrazami ciągu{an}∞n=0, a dokładniej

∀n ∈ N ∃k ∈ N ak−1 < n ≤ ak.

Jeżeli trzeba to udowodnić, to warto posłużýc się zasadą indukcji.
Aby dowiésć to drugie zawieranie, bierzemyx ∈⋂∞k=0

⋂ak
n=ak−1+1 Xn i dowolną liczbęn ∈

N. Będziemy uzasadniać, żex ∈ Xn. Dla liczbyn znajdujemyk ∈ N takie, żeak−1 < n ≤ ak.
Z założonej własnóscix wynika najpierw, żex ∈⋂ak

n=ak−1+1 Xn, a następnie, żex ∈ Xn. W ten
sposób pierwsza równość została udowodniona.

Druga równósć jest konsekwencją zstępowania rodziny{Xn}∞n=0. Przekrój skónczenie wielu
zbiorów porównywalnych w sensie inkluzji jest najmniejszym z tych zbiorów, czyli

ak⋂

n=ak−1+1

Xn = Xak−1+1 ∩ Xak−1+2 ∩ . . . ∩ Xak = Xak .

Oznacza to, że przekroje po obu stronach drugiej równości są przekrojami tego samego ciągu
zbiorów, a więc są równe. Trochę dokładniejsze uzasadnienie powyższej równości może ko-
rzystác z zasady indukcji i wzorów

q+1⋂
n=p

Xn = (
q⋂

n=p

Xn) ∩ Xq+1 = Xq ∩ Xq+1 = Xq+1.

Opracowanie: A. Kóscielski i T. Wierzbicki
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