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Zadanie 1 (10 pkt.). Sformułuj zasadę indukcji matematycznej. NiechX ⊆ N. Udowodnij
przy pomocy indukcji, że jésli

• 0 ∈ X, 1 ∈ X oraz2 ∈ X,

• dla dowolnegox ∈ N, z tego, żex ∈ X, x+1 ∈ X orazx+2 ∈ X wynika, żex+3 ∈ X,

to X = N.

Zadanie 2 (10 pkt.). Niech f : N→ N. Symbol f n oznaczan-krotne złożenie funkcjif :

f 0(x) = x,

f n+1(x) = f ( f n(x)),

dla dowolnychn, x ∈ N. Rozważmy relacjęR⊆ N× N taką, że

x Ry ⇔ ∃ n,m∈N f n(x) = f m(y).

Pokaż, żeR jest relacją równoważności. Ile klas abstrakcji ma relacjaR, jeżeli funkcja f jest
zdefiniowana wzoremf (x) = bx/2c? Opisz te klasy abstrakcji i uzasadnij odpowiedzi.

Zadanie 3 (10 pkt.). Czy poniższa równósć zachodzi dla dowolnych zbiorówA, B, X i Y:

(X × Y) \ (A× B) = (X \ A)× B ∪ A× (Y \ B)?

Odpowiedź uzasadnij.

Zadanie 4 (10 pkt.). Przypomnijmy, że podziałP jest drobniejszyniż podział Q, jeżeli dla
każdegoX ∈ P istniejeY ∈ Q taki, żeX ⊆ Y. Używając wyłącznie symboli

∀ ∃ A P Q x X Y Z ∈ /∈ ∨ ∧ ( )

napisz formuły rachunku kwantyfikatorów mówiące, że:

1. Rodzina zbiorówP nie jest podziałem zbioruA.

2. PodziałP nie jest drobniejszy niż podziałQ.

Zadanie 5 (10 pkt.). Wykaż, że dla dowolnych zbiorówA, B i C zbiory
(
CB
)A

orazCA×B są
równoliczne.
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Zadanie 6 (10 pkt.). Niech A będzien-elementowym zbiorem uporządkowanym liniowo re-
lacją≤, gdzien ≥ 5. Na zbiorzeA2 definiujemy relację� w następujący sposób:

〈a1,a2〉 � 〈b1, b2〉 ⇔ (a1 = b1 ∧ a2 = b2) ∨ (a1 < b1 ∧ a2 < b2),

gdziea < b oznacza, żea ≤ b i a 6= b.

Zaznacz zdania prawdziwe, wpisując krzyżyk do odpowiadających im kwadratów.

1. Porządek� jest regularny. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
2. W 〈A2,�〉 istnieje element najmniejszy. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
3. Liczba elementów maksymalnych wA2 wzgledem porządku� wynosi

• n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• n− 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• b√2n− 1c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• 2n− 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• 2n+ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤

4. Liczba elementów zbioruA2, które są jednocześnie minimalne i maksymalne wzgledem
porządku� wynosi

• n− 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• n+ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤

5. Liczba elementów minimalnych wA2 wzgledem porządku� wynosi

• n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• b√2n− 1c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• n+ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• 2n− 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• n2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤

6. W 〈A2,�〉 istnieje łáncuch długósci

• n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• b√2n− 1c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• bn/2c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• n+ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤
• 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .¤


