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Zadanie 6. Ponizszy rysunek przedstawia kwadrat kartezjanski zbioru A =
{1,2,3,4,5} i pozwala opisaé relacje <. Rézne pary z A? sg w relacji <, jezeli mozna
na tym rysunku poprowadzi¢ strzatke od pierwszej (mniejszej) pary do drugiej
(wiekszej) 1 strzatka ta jest nachylona do prostej poziomej pod katem przynajmnie;
takim, jak prosta a, i najwyzej takim, jak prosta b.

Strzalki znajdujace si¢ na rysunku $wiadcza o tym, ze (2,2) =< (5,4) oraz
(3,1) = (4, 3). Analizujac rysunek tatwo ustali¢ elementy minimalne w A2. Sa to
pary, w ktérych nie moze konczy¢ sie zadna strzatka, a wiec pary postaci (1,14) oraz
(1,1) dlai =1,2,3,4,5. Widaé tez, ze elementami maksymalnymi sa pary postaci
(5,7) oraz (i,5) dla i = 1,2,3,4,5. Mozna takze przekonaé sie, ze najdtuzszy
laficuch w A2 ma postaé

(1,1) < (2,2) < (3,3) < (4,4) < (5,5).

Spostrzezenia te tatwo uogdélnia sie i pozwala to rozwiazaé zadanie 6.

Niech A oznacza teraz dowolny n elementowy (n > 5) zbiér liniowo uporzad-
kowany. Przyjmijmy, ze m oznacza najmniejszy element zbioru A, a M — element
najwickszy. Oczywiscie, m # M.

Czeséé 3. Przypusémy, ze (z,y) € A? oraz x,y # m. Wtedy (m,m) < (z,y).
Oznacza to, ze pary (x,y) takie, ze z,y # m nie sa elementami minimalnymi. To
spostrzezenie mozna tez wyrazi¢ stwierdzajac, ze zbior elementéw minimalnych w
A? zawiera sic w zbiorze

X ={(m,z) € A% : 2 € A} U{(z,m) € A*: z € A}.
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Latwo dowodzi sie, ze X jest zbiorem wszystkich elementéw minimalnych w A2,
a wiec ze kazda nalezaca do niego para jest elementem minimalnym. Na przyktad,
dla kazdego = € A para (m,z) jest elementem minimalnym. W przeciwnym razie
musiataby istnie¢ inna para (a,b) taka, ze (a,b) < (m,z). Wtedy zachodzitaby
nieré6wnos$¢ a < m przeczaca definicji m.

Teraz tatwo ustali¢ liczbe elementéw minimalmych. Przekrdj zbiorow
{(m,z) € A* : x € A} oraz {(z,m) € A? : © € A} jest réwny {(m,m)}.
Zbiory te sa n elementowe, poniewaz sg réwnoliczne z A. Na przyktad, funkcja
f:A—{(m,x) € A% : z € A} zdefiniowana réwnoscig f(z) = (m,x) jest bijekcja.
Tak wiec liczba elementéw minimalnych w A? jest réwna

| X | =|{(m,z) € A% :x€ A} |+|{(x,m) € A®: 2 € A}|—|{(m,m)}| =2n—1.

Czesé 4. Podobnie, jak w przypadku elementéw minimalnych, zbiér elementow
maksymalnych jest rowny

Y ={(M,r) € A: 2 € AU {(x, M) € A*: z € A}

i ma 2n — 1 elementéw. Wszystkie potrzebne fakty dowodzimy analogicznie.

Czesé 2. Dla kazdego zbioru A o przynajmniej dwoch elementach, w zbiorze
A? bez trudu znajdujemy trzy elementy minimalne: (M, m), (m, m) oraz (m, M).
Jezeli w jakims zbiorze uporzadkowanym sg dwa elementy minimalne, to nie ma w
nim elementu najmniejszego. Przypusémy, ze jednak jest element najmniejszy i jest
nim para (a, b). Wtedy zachodza nieréwnosci (a,b) < (m, M) oraz (a,b) < (m,m).
Poniewaz pary (m, M) i (m,m) sa rézne, wiec przynajmniej w jednym przypadku
mamy nieréwnos¢ ostra. Jezeli (a,b) < (m, M), to a < m. Przeczy to definicji m.
Podobnie w drugim przypadku. Otrzymana sprzecznosé¢ swiadczy o nieistnieniu w
zbiorze A% elementu najmniejszego.

Cze$é 6. Zbiér elementéw A2, ktére sg jednoczesnie minimalne i maksymalne,
to przekréj X NY. Obliczymy ten zbior. Zauwazmy, ze przekrdj pierwszych sktad-
nikow z przedstawien zbioréw X i Y jest pusty (nalezace do nich pary réznia sie
pierwsza wspéhrzedna). Podobnie jest w przypadku drugich sktadnikéw. Ponadto,

{(m,x) e A2:xc AAn{(z,M) € A* :x € A} = {(m, M)},

a przekrdj ostatniej pary sktadnikéw jest réwny {(M,m)}. Stad nietrudno wy-
wnioskowac, ze

XNY = {(m, M), (M,m)}.

Wobec tego, w zbiorze A? sa dwa takie elementy, ktére jednoczeénie sa minimalne
i maksymalne, i sa to (m, M) oraz (M, m).

Cze$é 5. Zajmiemy sie teraz tancuchami w A2. Jezeli A jest zbiorem n ele-
mentowym, to tatwo zdefiniowaé¢ tancuch dtugosci n. Tworza go pary postaci (x, x)
dla wszystkich € A. Pokazemy, ze nie mozna z elementéw A? utworzy¢ tancucha
dtuzszego. Rozwazmy funkcje f : A? — A przyporzadkowujaca parze (z,y) jej
pierwsza wspélrzedng . Jest to funkcja rosnaca, a wiec warunek (a,b) < (z,y)
implikuje, ze a < x. Funkcje rosnace sg réoznowartosciowe. Wobec tego, dtugosé
dowolnego tancucha jest réwna liczbie elementéw zbioru jego pierwszych wspot-
rzednych. Poniewaz pierwsze wspotrzedne sg elementami A, wiec dlugosé tancu-
chéw nie przekracza | A | = n. W A? jest tanicuch dtugoéci n. Poniewaz fragment



lanicucha tez jest tancuchem, wiec sg tez tancuchy dtugosci 2 oraz |n/2|. Nie ma
natomiast taiicuchéw dhugosci n + 1, ani [v/2n — 1]. Nie ma tych ostatnich, gdyz
dla n > 5 zachodzi nieréwnoéé n < [v/2n — 1].

Czesc¢ 1. Kazdy porzadek w zbiorze skonczonym jest regularny. Wynika to w
sposob oczywisty ze znanego i waznego twierdzenia mowiacego, ze w kazdym nie-
pustym zbiorze uporzadkowanym jest element minimalny. Wystarczy przypomniec
sobie definicje porzadku regularnego i/lub twierdzenie 137 ze skryptu.

Udowodnimy jeszcze podane twierdzenie korzystajac z zasady indukcji (noethe-
rowskiej dla zwyklego porzadku w N, patrz twierdzenie 139 ze skryptu). Wezmy
niepusty zbior uporzadkowany A o n elementach i dowolny element a € A. Moze
jest to element minimalny. W przeciwnym razie, zbior

X={reA: z<a}

jest niepusty, ma mniej elementéw niz A (brakuje w nim np. a) i jest uporzadkowa-
ny ta samg relacja, co zbior A. Korzystajac z zalozenia indukcyjnego znajdujemy
element m € X, ktéry jest minimalny w zbiorze X. Element m jest takze mini-
malny w zbiorze A. W przeciwnym razie w zbiorze A istnialby element x taki, ze
x < m. Poniewaz x < m < a, wiec z € X. Przeczy to jednak zatozeniu o tym, ze
m jest minimalny w zbiorze X.

Zadanie 2. Rozwiazanie zadania 2 powinno zawiera¢ miedzy innymi dowdod
zwrotnosci 1 symetrycznosci relacji R. Ten fragment zadania jest bardzo prosty,
prawie oczywisty. Wiele os6b mialo jednak klopoty z przedstawieniem rozwiaza-
nia. Byly one spowodowane koniecznoscig postugiwania sie kwantyfikatorami eg-
zystencjalnymi. Te same problemy wystepuja w dowodzie przechodniosci relacji R.
Zamiast dowodzi¢, ze R jest relacja rownowaznosci pokazemy tylko przechodnio$¢
R i zrobimy to bardzo szczegdtowo.

Przechodnios$é relacji R. Przypusémy, ze mamy funkcje f i postugujac sie
tg funkcja zdefiniowaliémy relacje R. Wezmy trzy liczby naturalne z, y i z takie,
ze Ry i yRz. 7 definicji relacji R wynika, ze

dn,me N f"(z) = f"(y) A In,me N f*(y) = ["(2).

W szczegblnodci, istnieja liczby naturalne n i m takie, ze zachodzi réwnosé f"(x) =
f™(y). Zwrot istnieja liczby” znaczy, ze takie liczby sa. By¢ moze nie wiemy jakie
to liczby, moze ich wyliczenie jest bardzo trudne i tego jeszcze nie zrobiliSmy, a
moze konkretna wartosé tych liczb nie jest dla nas istotna. Ale mamy gwarancje,
ze one sg. Symbole n i m raczej nie oznaczajg tych liczb. Pomagajg jedynie wy-
razi¢ wlasnosci, ktorych oczekujemy od tych liczb: jedna z nich powinna pojawic¢
sie w rownosci f"(z) = f™(y) w miejscu n, druga — w miejscu m. Jezeli te liczby
sg, to albo mozemy ustali¢ ich warto$é, albo przynajmniej mozemy sobie wyobra-
zac, ze to zrobilismy. Wtedy mozemy je oznaczy¢. Przyjmijmy, ze sa to liczby a
i b. Doktadniej, a jest ta liczbg, ktora odpowiada symbolowi n, za$ b odpowia-
da symbolowi m. Liczby a i b zostaly wiec wybrane tak, aby zachodzita réwnos¢
fa(@) = f(y).

W podobny sposob z drugiej czedci zalozenia mozemy wywnioskowaé, ze sa
liczby c i d takie, ze f¢(y) = fi(z).

Jezeli fe(z) = f(y), to takze f**'(z) = f(f*(z)) = f(f*(y)) = " (y).

Naktadajac jeszcze raz f na obie strony otrzymanej rownosci dostajemy réwnosé



fo+2(z) = f**2(y). Bardzo tatwo przez indukcje dowodzi si¢, ze réwnosé fo(z) =
fo*(y) zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych k. Wobec tego, zachodzi takze
réwnoéé fore(z) = foe(y). W ten sam sposob z réwnosci f¢(y) = f%(z) mozemy
wywnioskowaé, ze fte(y) = foT4(z). Poniewaz réwnosé jest przechodnia, wigc
fore(z) = fo4(2). Sa wige takie liczby n =a+cim=0b+d, ze f*"(x) = f™(z2).
Tym samym wykazaliSmy istnienie liczb n i m speliajacych réwnosé¢ fm(z) =
)

Dowiedlismy wiec, ze xRz, a przeprowadzone rozumowanie uzasadnia prze-
chodnio$é¢ relacji R.

Klasy abstrakcji R. Latwo zauwazy¢, ze jezeli funkcja f jest zdefiniowana
wzorem f(z) = |x/2], to dla dowolnego n odpowiednie, wielokrotne ztozenie funk-
cji f przyporzadkowuje liczbie n wartos¢ 0. Zgodnie z definicja relacji R fakt ten
oznacza, ze 0Rn. Tak wigc 0 jest w relacji R z dowolng liczba naturalna n. Wyka-
zemy to w sposob bardziej precyzyjny korzystajac z zasady indukcji. W dowodzie
zastosujemy indukcje noetherowska.

Niech n bedzie dowolng liczba naturalng. Jako zatozenie indukcyjne przyjmu-
jemy, ze wlasnos¢ 0 Rm zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych m < n. Chcemy
wykazaé, ze takze zachodzi wlasno$é¢ 0Rn. Jezeli n = 0, to zwrotnos$¢ relacji R
gwarantuje, ze 0 Rn. Dalej mozemy wigc zaktadac, ze n jest liczba dodatnia. Wte-
dy

f(n)=|n/2] <n/2 <n.

Oznacza to, ze dla liczby f(n) mozemy skorzystaé¢ z zalozenia indukcyjnego. W
ten sposéb otrzymujemy, ze ORf(n). Z definicji relacji R bez trudu wynika, ze
f(n)Rn. Poniewaz relacja R jest przechodnia, wiec takze ORn.

Klasa abstrakcji [0] relacji R wyznaczona przez 0 jest zawarta w zbiorze liczb
naturalnych. WykazaliSmy tez, ze zawiera wszystkie liczby naturalne. Wobec tego,
[0] = N. Poniewaz klasy abstrakeji relacji R sa niepuste i tworza podzial N, wiec
R nie moze mie¢ innych klas abstrake;ji.
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