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Egzamin poprawkowy

Rozwiązania wybranych zadań

Zadanie 1 (20 pkt). Czy istnieje nieprzeliczalna rodzinaR podzbiorówN taka, że dla dowolnych
różnychX,Y ∈ R przekrójX ∩ Y jest skónczony?

Rozwiązanie.Tak, taka rodzina istnieje.
Dla dowolnej liczby rzeczywistejr ∈ R ciąg liczb wymiernych
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Niech f : Q → N będzie bijekcją ustalającą równoliczność zbiorów liczb wymiernych i natural-
nych. Dla dowolnej liczby rzeczywistejr ∈ R niech

Ar = { f (q(r )n ) | n ∈ N}.
Jeżelir1 < r2, to istniejen0 ∈ N takie, żeq(r1)
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m dla wszelkichn ∈ N i m ≥ n0. Wynika

to z faktu, że ciągi(q(r1)
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n ) są niemalejące i zbieżne do różnych granic oraz z tego, żef
jest różnowartósciowa. Zatem jeżelir1 < r2, to zbiory Ar1 orazAr2 są różne, bo np.f (q(r2)
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ale, z definicji, f (q(r2)
n0 ) ∈ Ar2. PonadtoAr1∩ Ar2 ⊆ {q(r2)

m | m< n0}, więc Ar1∩ Ar2 jest skónczony.
Rodzina{Ar }r∈R ma więc moc kontinuum i każde jej dwa różne elementy mają skończony przekrój.

Zadanie 2 (20 pkt). Niech R będzie relacją zwrotną i przechodnią.Łańcuchem wzgledemR nazy-
wamy ciąg〈a1, . . . ,an〉 taki, że〈ai ,ai+1〉 ∈ R dla i ∈ {1, . . . , n − 1} orazai 6= a j dla i 6= j .
Łańcuch〈a1, . . . ,an〉 jestcyklem względemR, jeśli n > 1 i 〈an,a1〉 ∈ R. Udowodnij, że jésli nie
istnieje cykl względemR, to R jest porządkiem częściowym.

Rozwiązanie.Równoważnie wystarczy wykazać, że jeżeliR nie jest porządkiem częściowym, to
istnieje cykl względemR. RelacjaR jest zwrotna i przechodnia, nie jest więc porządkiem częścio-
wym, jeżeli nie spełnia warunku słabej antysymetrii. Oznacza to, że istnieją elementya1 i a2, takie,
żea1 R a2 oraza2 R a1 i a1 6= a2. Wówczas ciąg〈a1,a2〉 jest cyklem względemR.

Zadanie 3 (20 pkt). Przezwartościowanie formułyφ będziemy w tym zadaniu rozumieć odwzoro-
wanie przyporządkowujące zmiennymwystępującym w tej formulewartósci logiczneT i F. Formuła
zawierającan różnych zmiennych ma więc2n wartósciowán.

Niechψ orazφ będą formułami rachunku zdań zbudowanymi wyłącznie ze zmiennych zdanio-
wych oraz spójników∨ oraz∧ (oczywíscie można używác nawiasów). Pokaż, że formułaψ ⇔ φ
jest spełniona przez co najmniej dwa wartościowania.

Podaj przykład formułφ i ψ takich, że formułaψ ⇔ φ jest spełniona przez dokładnie dwa
wartósciowania.



Rozwiązanie.Formuły zbudowane wyłącznie ze zmiennych zdaniowych oraz spójników∨ oraz∧
będziemy nazywác monotonicznymi. Niechφ będzie monotoniczna. Wówczas:

1. σ(φ) = F dla wartósciowaniaσ takiego, żeσ(p) = F dla każdej zmiennejp występującej
w φ,

2. σ(φ) = T dla wartósciowaniaσ takiego, żeσ(p) = T dla każdej zmiennejp występującej
w φ.

Dowód przebiega przez indukcję względem liczby spójników∨ oraz∧ występujących wφ. Jeżeliφ
nie zawiera spójników, to jest pojedynczą zmienną. Teza twierdzenia jest więc oczywista. Przypu-
śćmy, że powyższe stwierdzenia zachodzą dla wszystkich formuł zawierających mniej niżn spójni-
ków i rozważmy formułęφ zawierającąn spójników. Formułaφmoże býc postaciφ1∨φ2 lubφ1∧φ2.
W obu przypadkach formułyφ1 i φ2 zawierają mniej niżn spójników, stosuje się więc do nich za-
łożenie indukcyjne. Rozważmy wartościowanieσ takie, żeσ(p) = F dla każdej zmiennejp wystę-
pującej wφ. Z założenia indukcyjnegoσ(φ1) = σ(φ2) = F, więcσ(φ1 ∨ φ2) = σ(φ1 ∧ φ2) = F.
Podobnie jeżeliσ(p) = T dla każdej zmiennejp występującej wφ, to σ(φ1) = σ(φ2) = T, więc
σ(φ1 ∨ φ2) = σ(φ1 ∧ φ2) = T.

Jeżeli więc formułyφ i ψ są monotoniczne, to formułaφ ⇔ ψ jest spełniona przez dwa wska-
zane wyżej wartósciowania.

Przykładami formuł dla którychφ ⇔ ψ jest spełniona przez dokładnie dwa wartościowania są
φ = ψ = p. Istotnie, ponieważ formułap⇔ p posiada dwa wartósciowania — jedno z nich nadaje
zmiennejp wartósć T, drugie zás — F. Oba wartósciowania spełniają tę formułę.

Zadanie 4 (20 pkt). Przypomnijmy, że rodzina zbiorów{Ai }∞i=0 jestwstępująca, jeżeli Ai ⊆ Ai+1

dla każdegoi ∈ N. Niech{Ai }∞i=0 oraz{Bi }∞i=0 będą wstępującymi rodzinami zbiorów. Pokaż, że
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Wskaż przykład rodzin{Ai }∞i=0 i {Bi }∞i=0 dla których równósć powyższa nie zachodzi.

Rozwiązanie.Jeżeli{Ai }∞i=0 jest rodziną wstępującą, to
⋂∞

i=0 Ai = A0. Jeżeli{Ai }∞i=0 oraz{Bi }∞i=0
są rodzinami wstępującymi, to{Ai ∪ Bi }∞i=0 też jest rodziną wstępującą. Zatem zarówno lewa, jak
i prawa strona dowodzonej równości są równeA0 ∪ B0, więc równósć ta zachodzi.
Niech
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oraz
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i=0 Bi = ∅, ale Ai ∪ Bi = N dla każdegoi ,
więc
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i=0(Ai ∪ Bi ) = N i równósć nie zachodzi.

Zadanie 5 (20 pkt). NiechK będzie rodziną podzbiorów zbioru liczb naturalnych taką, że relacja
zawierania na tej rodzinie jest porządkiem regularnym. Pokaż, że każdy łańcuch w tym porządku
jest przeliczalny.
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Rozwiązanie.NiechL ⊆ K będzie łáncuchem, tj. rodziną zbiorów, na której relacja inkluzji jest
porządkiem liniowym. Niech

L′ =
{L \ {N}, jeżeli N jest elementem największym wL
L jeżeliL nie posiada elementu największego.

Jeżeli liniowy porządek jest regularny, to każdy element z wyjątkiem elementu największego posiada
następnik (istotnie, następnikiem zbioruA jestmin{B | B ⊇ A, B 6= A}). Zatem każdy zbiór zL′
posiada wL następnik. Niech

f (A) = min(następnik(A) \ A).

PonieważA ( następnik(A), więc zbiórnastępnik(A) \ A jest niepusty i posiada element najmniej-
szy. Definicja f jest więc poprawna. Nadtof jest funkcją różnowartósciową. Faktycznie, niech
A1, A2 ∈ L′ i A1 6= A2. Bez zmniejszania ogólności możemy założýc, że A1 ( A2. Wówczas
następnik(A1) ⊆ A2, więc następnik(A2) \ A2 ⊆ następnik(A2) \ następnik(A1). Znaczy to, że
(następnik(A1) \ A1) ∩ (następnik(A2) \ A2) = ∅. Skoro zbiory te są rozłączne, to ich elementy
najmniejsze są różne if (A1) 6= f (A2). Zdefiniowalísmy więc różnowartósciowe odwzorowanie
zbioruL′ w zbiór liczb naturalnych, zbiórL′, a więc takżeL jest zatem przeliczany.

ToMasz Wierzbicki
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