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Rozwiązania wybranych zadań

Zadanie 1. Niech I oznacza relację identyczności na zbiorzeX. Udowodnij, że relacjaR⊆ X× X
jest relacją równoważności wtedy i tylko wtedy, gdy spełniony jest warunek

I ⊆ R∧ R−1 = R∧ RR⊆ R.

Rozwiązanie. Jest to bardzo proste zadanie, tak proste, że chciałoby się napisać tylko, że jest oczy-
wiste. WarunkiI ⊆ R i RR⊆ R są niemal identyczne odpowiednio z warunkami z definicji zwrot-
nósci i symetrycznósci relacji R. Z tego powodu przedstawiony dowód może będzie zbyt szczegó-
łowy. Weźmy zbiórX i relacjęR⊆ X × X.

Krok 1. Pokażemy, żeR jest relacją zwrotną w zbiorzeX wtedy i tylko wtedy, gdyI ⊆ R.
Dowód równoważnósci składa się oczywiście z dowodu dwóch implikacji.

Najpierw załóżmy, żeR jest relacją zwrotną w zbiorzeX. Aby dowiésć, że I ⊆ R, weźmy
dowolny elementp ∈ I . Oczywíscie, p jest parą uporządkowaną (ponieważI jest relacją), obie
współrzędnep należą doX (gdyż I jest relacją w zbiorzeX) i są sobie równe (dlatego, żeI jest
relacją identycznósci). Tak więcp = 〈x, x〉 dla pewnegox ∈ X. PonieważR jest zwrotna, więc
p = 〈x, x〉 ∈ R. W ten sposób dowód zawieraniaI ⊆ R został zakónczony.

Aby dowiésć zwrotnósć relacji R, wystarczy dla dowolnego elementux ∈ X pokazác, że para
〈x, x〉 należy doR. Oczywíscie,〈x, x〉 ∈ I na podstawie definicji relacji identycznościowej. Stąd i z
zawieraniaI ⊆ R otrzymujemy, że〈x, x〉 ∈ R.

Krok 2. Teraz pokażemy, że relacjaR jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdyR−1 = R.
Podobnie jak w kroku 1 udowodnimy dwie implikacje.

Jeżeli relacjaR jest symetryczna, to dowolna para〈x, y〉 z relacji R (a włásciwie dowolny ele-
ment relacjiR) należy także do relacjiR−1. Tak jest, ponieważ z warunku〈x, y〉 ∈ R wynika, że
〈y, x〉 ∈ R, a to z kolei oznacza, że〈x, y〉 ∈ R−1. Przedstawione rozumowanieświadczy o tym,
że symetryczna relacjaR spełnia warunekR ⊆ R−1. Podobnie dowodzimy zawieranie odwrotne:
jeżeli 〈x, y〉 ∈ R−1, to korzystając z definicji relacji odwrotnej otrzymujemy, że〈y, x〉 ∈ R, a jeżeli
skorzystamy jeszcze z symetryczności R, to otrzymamy, że〈x, y〉 ∈ R. Dla relacji symetrycznej
prawdziwe są więc dwa zawierania:R⊆ R−1 i R−1 ⊆ R. Wobec tego, prawdziwa jest też równość
R= R−1.

W drugą stronę, relacja spełniają warunekR = R−1 spełnia także zawieranieR ⊆ R−1. To
zawieranie oznacza, żeR jest relacją symetryczną. Jeżeli bowiem〈x, y〉 ∈ R, to na podstawie
tego zawierania mamy, że〈y, x〉 ∈ R−1. Jeżeli teraz skorzystamy z definicji relacji odwrotnej, to
otrzymamy, że〈y, x〉 ∈ R.

Krok 3. Pokażemy jeszcze, że przechodniość relacji R jest równoważna zawieraniuRR⊆ R.
Załóżmy, żeR jest relacją przechodnią i〈x, y〉 ∈ RR. Z definicji złożenia relacji wynika, że

istniejez taki, że〈x, z〉 ∈ R i 〈z, y〉 ∈ R. Jeden z takichz oznaczmy symbolemz0. Elementz0 ma
więc dwie własnósci: 〈x, z0〉 ∈ R oraz 〈z0, y〉 ∈ R. Z przechodniósci relacji R otrzymujemy, że
〈x, y〉 ∈ R. Kończy to dowód zawieraniaRR⊆ R.

1



JeżeliRR⊆ R, to relacjaR jest przechodnia. Aby się o tym przekonać weźmyx, y i z takie, że
〈x, y〉 ∈ R i 〈y, z〉 ∈ R. Z definicji złożenia relacji wynika, że〈x, z〉 ∈ RR. Założone zawieranie
implikuje więc, że〈x, z〉 ∈ R, i to kończy dowód przechodniości relacjiR.

Krok 4. Z kroków 1, 2 i 3 wynika równoważnósć z zadania 1. Aby się o tym przekonać, wy-
starczy zauważýc, że jeżeli zdaniaϕi są równoważne zdaniomψi dla i = 1, 2,3, to koniunkcja
ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ ϕ3 jest równoważna koniunkcjiψ1 ∧ ψ2 ∧ ψ3.

Zadanie 2. Pokaż, że

(A1 ∪ A2) ·− (B1 ∪ B2) ⊆ (A1 ·− B1) ∪ (A2 ·− B2). (1)

Czy zawieranie
(A1 ∩ A2) ·− (B1 ∩ B2) ⊆ (A1 ·− B1) ∪ (A2 ·− B2) (2)

jest prawdziwe dla dowolnych zbiorówA1, A2, B1 i B2?
Odpowiedź uzasadnij.

Rozwiązanie. Zaczynamy od pierwszej inkluzji. Zgodnie z definicją, aby dowieść zawieranieX ⊆
Y powinnísmy wzią́c dowolny elementx ∈ X i o tym elemencie dowiésć, że należy do zbioruY.
Weźmy więcx ∈ (A1 ∪ A2) ·− (B1 ∪ B2). Z definicji różnicy symetrycznej wiemy, że element ten
spełnia równoważnósć

x ∈ (A1 ∪ A2)⇔ x 6∈ (B1 ∪ B2). (3)

Na podstawie tej równoważności niewiele potrafimy rozstrzygnąć. Załóżmy więc dodatkowo, że
zachodzi

Przypadek 1:x ∈ (A1∪ A2). Z równoważnósci (3) otrzymujemy, żex 6∈ (B1∪B2). Wobec tego,
zarównox 6∈ B1, jak i x 6∈ B2. Dalsze rozumowanie też będzie polegać na rozważeniu kolejnych
przypadków.

Przypadek 1.1:x ∈ A1. Wiemy już, żex 6∈ B1. Zachodzi więc także równoważność

x ∈ A1⇔ x 6∈ B1, (4)

np. dlatego, że w rozważany przypadku obie strony tej równoważności są prawdziwe, albo dlatego,
że dowodzenie tej równoważności polega na wykazaniu dwóch implikacji stwierdzających, że przy
pewnych założeniach zachodzą fakty, których prawdziwość udało nam się wcześniej ustalíc. Rów-
noważnósć (4) oznacza, żex ∈ (A1 ·− B1), i tym bardziej,x należy do prawej strony wzoru (1).

Przypadek 1.1:x ∈ A2. W tym przypadku, tak jak w poprzednim, dowodzimy, żex ∈ A2 ⇔
x 6∈ B2, i w konsekwencji,x należy do drugiego składnika prawej strony wzoru (1).

Przypadek 2:x 6∈ (A1 ∪ A2). Z równoważnósci (3) otrzymujemy teraz, żex ∈ (B1 ∪ B2).
Mamy więc sytuację analogiczną do opisanej w przypadku 1. Dalszy dowód prowadzimy tak, jak
w przypadku 1 zastępującA1 i A2 zbioramiB1 orazB2, i odwrotnie.

Zawieranie (2) jest też prawdziwe dla wszystkich zbiorów i można się o tym przekonać w bardzo
podobny sposób. Proponuję, aby zainteresowane osoby same przekształciły podany dowód zawiera-
nia (1) w dowód inkluzji (2). W przypadku 1 w przekształconym dowodzie powinna być rozważana
sytuacja, w którejx 6∈ B1 ∩ B2.

Rozwiązanie (drugi sposob).Będziemy korzystác z następująch praw rachunku zbiorów:

X ·− Y = (X \ X) ∪ (Y \ X),

(X ∪ Y) \ Z = (X \ Z) ∪ (Y \ Z),

X \ (Y ∪ Z) ⊆ X \ Y.
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Posługując się tymi prawami oraz monotonicznością sumy mnogósciowej można wykazác, że

(A1 ∪ A2) ·− (B1 ∪ B2) = ((A1 ∪ A2) \ (B1 ∪ B2)) ∪ ((B1 ∪ B2) \ (A1 ∪ A2)) =
= (A1 \ (B1 ∪ B2)) ∪ (A2 \ (B1 ∪ B2)) ∪ (B1 \ (A1 ∪ A2)) ∪ (B2 \ (A1 ∪ A2) ⊆
⊆ (A1 \ B1) ∪ (A2 \ B2) ∪ (B1 \ A1) ∪ (B2 \ A2) = (A1 ·− B1) ∪ (A2 ·− B2).

Jeżeli wprowadzimy pojęcie dopełnienia zbioru, to w dowodzie zawierania (2) możemy wyko-
rzystác wzór

X ·− Y = Xc ·− Yc.

Zauważmy, że

(A1 ∩ A2) ·− (B1 ∩ B2) = (A1 ∩ A2)
c ·− (B1 ∩ B2)

c = (Ac
1 ∪ Ac

2)
·− (Bc

1 ∪ Bc
2) ⊆

⊆ (Ac
1
·− Bc

1) ∪ (Ac
2
·− Bc

2) = (A1 ·− B1) ∪ (A2 ·− B2).

Zadanie 5. Dla jakich zbiorówC prawdziwe jest zdanie stwierdzające, że dla dowolnych zbiorów
A i B zachodzi

A× C ⊆ B× C⇒ A ⊆ B (5)

Rozwiązanie. Najpierw spróbujemy dowiésć implikację (5). Mamy więc zbioryA, B i C, zakła-
damy, że zbiory te spełniają założenieA × C ⊆ B × C. W tej sytuacji staramy się dowieść, że
A ⊆ B. Aby dowiésć to zawieranie, bierzemyx ∈ A i próbujemy wykazác, żex ∈ B. Oczywíscie,
powinnísmy skorzystác z założenia. Łatwo zauważyć, że w tym celu przydałaby się para o pierwszej
współrzędnejx i drugiej należącej doC. Aby taką parę utworzýc, musimy miéc element zbioruC.
Jest to proste pod warunkiem, żeC jest zbiorem niepustym. Wtedy zbiórC ma przynajmniej jeden
element. Jeden z elementów zbioruC oznaczamy symbolemc i tworzymy parę〈x, c〉. Ta para na-
leży do iloczynu kartezjánskiegoA× C. Na podstawie założenia stwierdzamy, że należy także do
iloczynu B× C. Jeżeli〈x, c〉 ∈ B× C, to takżex ∈ B.

Przedstawione rozumowanie pozwala dowieść implikację (5), ale wymaga dodatkowego założe-
nia, że zbiórC jest niepusty. Nietrudno zauważyć, że w przypadku, gdyC jest zbiorem pustym, to
puste są także zbioryA×C i B×C, i w konsekwencji, poprzednik implikacji (5) jest prawdziwy dla
dowolnych zbiorówA i B. Jeżeli przyjmiemy, żeA jest dowolnym zbiorem niepustym (np. zbiorem
liczb naturalnych), aB jest zbiorem pustym, to następnik implikacji (5) będzie fałszywy, i to samo
będzie można powiedzieć o całej implikacji.

Ostatecznie otrzymujemy, że implikacjaA× C ⊆ B × C ⇒ A ⊆ B zachodzi dla wszystkich
zbiorów A i B wtedy i tylko wtedy, gdyC nie jest zbiorem pustym.

Zadanie 7. Niech f będzie bijekcją przekształcającą zbiórA w A. Zdefiniujmy relacjęR ⊆ A2

przyjmując, że
x Ry ⇔ f (x) = y.

SymbolemR∞ oznaczamy przechodnie domknięcie relacjiR, czyli relację
⋃∞

n=1 Rn, gdzieR1 = R
orazRn+1 = RnR. Czy

1. R∞ jest relacją równoważności?

2. R∞ jest relacją równoważności, jésli A jest zbiorem skónczonym?

Odpowiedzi uzasadnij.

Rozwiązanie (czę́sć pierwsza). Najpierw zauważmy, że jeżeli funkcjęf będziemy traktowác jak
relację, to warunekf (x) = y będzie równoważny z〈x, y〉 ∈ f . Tak więc

〈x, y〉 ∈ R⇔ x Ry⇔ f (x) = y⇔ 〈x, y〉 ∈ f,
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czyli relacjaR jest tożsama z funkcjąf . Wobec tego, relacjaRn jest niczym innym, jakn-krotnym
złożeniem funkcjif .

Na ogół przechodnie domknięcie relacjiR zdefiniowanej w zadaniu nie jest relacją równoważ-
nósci. Tak jest np. dla zbioru liczb całkowitychZ i funkcji f : Z → Z zdefiniowanej wzorem
f (k) = k + 1. Funkcja f jest oczywíscie bijekcją. Dla dowolnegon ∈ N relacjaRn spełnia dla
wszystkichx, y ∈ Z równoważnósć

x Rny⇔ y = x + n.

Jeżeli przedstawione argumenty nie implikują tej równoważności w sposób oczywisty, to proponuję
sprawdzenie jej przez indukcję ze względu nan.

Dla tej funkcji f relacjaR∞ nie jest zwrotna, a nawet jest antyzwrotna. Dla wszystkichx ∈ Z,
założeniex R∞x można sprowadzić do sprzecznósci w następujący sposób: warunekx R∞x oznacza,
że〈x, x〉 ∈⋃∞n=1 Rn. Tak więc dla pewnej liczbym> 0 mamy〈x, x〉 ∈ Rm, czyli x Rmx. Z podanej
charakteryzacji relacjiRm wynika, żex = x + m. Jest to możliwe tylko, gdym = 0. Przeczy to
jednak warunkowim> 0.

JeżeliR∞ nie jest zwrotna, to nie jest relacją równoważności. Można też dowiésć w podobny
sposób, żeR∞ nie jest też symetryczna.

Rozwiązanie (czę́sć druga). Założenie o skónczonósci zbioruA implikuje, żeR∞ jest relacją rów-
noważnósci. Dla dowolnegox ∈ A, rozważamy funkcjęI : N → A taką, żeI (n) = f n(x) dla
wszystkichn ∈ N (I (n) to wartósć n-krotnego złożenia funkcjif dla argumentux, f 0(x) = x).
Gdyby funkcja f była różnowartósciowa, to zbiórA byłby nieskónczony. Dla skónczonego zbioruA
funkcja f nie jest różnowartósciowa. Tak więc możemy znaleźć dwie liczby naturalnep,q takie, że
p < q oraz f p(x) = I (p) = I (q) = f q(x). Składanie funkcji jest operacją łączną i zachowuje róż-
nowartósciowósć. Wobec tego,f p(x) = f q(x) = f p( f q−p(x)). Różnowartósciowósci funkcji f p

implikuje także równósć f p−q(x) = x. Udowodnilísmy więc, że jeżeliA jest zbiorem skónczonym,
to dla dowolnegox ∈ A istnieje liczba dodatniar taka, że

f r (x) = x. (6)

Udowodniona własnósć oznacza, że relacjaR∞ jest zwrotna. Aby się o tym przekonać, bierzemy
x ∈ A i liczbę r > 0 spełniającą (6). Z równósci (6) wynika, że〈x, x〉 ∈ f r = Rr . Zawieranie
Rr ⊆ R∞ implikuje zás, że〈x, x〉 ∈ R∞.

Równósć (6) implikuje także, że jeżeli iterujemy obliczanie wartości funkcji f zaczynając od
argumentux, to otrzymujemy w kółko te same wartości

f (x), f 2(x), . . . , f r (x) = x, f (x), f 2(x), . . . , f r (x) = x, f (x), . . .

Spostrzeżenie to pozwala dowieść symetrycznósć relacji R∞. Najpierw jednak zauważmy, że rów-
nósć (6) zachodzi także dla wszystkich wielokrotności r . Świadczą o tym następujące obliczenia
będące fragmentem dowodu indukcyjnego:

f (k+1)r (x) = f kr ( f r (x)) = f kr (x) = x.

Teraz możemy przystąpić do dowodu, że relacjaR∞ jest symetryczna. Przypuśćmy, że〈x, y〉 ∈
R∞. Na podstawie definicjiR∞ stwierdzamy, że〈x, y〉 ∈ Rn dla pewnej dodatniej liczby natural-
nej n. Ponieważ relacjaRn jest równa f n, więc f n(x) = y. Weźmy liczbę naturalnąk taką, że
n < kr . Dla tej liczbyk mamykr − n > 0 oraz

f kr−n(y) = f kr−n( f n(x)) = f kr (x) = x.

Udowodniona równósć oznacza, że

〈y, x〉 ∈ f kr−n = Rkr−n ⊆ R∞.
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Przechodniósć relacji R∞ wynika z zadania 114, które miało być robione nácwiczeniach.
Z przedstawionych rozumowań otrzymujemy, że jeżeli zbiórA jest skónczony, to relacjaR∞ jest

zwrotna, symetryczna. Wiemy też, że jest przechodnia. Tak więc dla zbioru skończonegoA, relacją
R∞ jest równoważnóscią.

Zadanie 8. Niech A, B będą dowolnymi zbiorami. Kiedy równanie

A∪ X = B

1. ma dokładnie jedno rozwiązanie,

2. ma nieskónczenie wiele rozwiązán,

3. nie ma rozwiązán?

Odpowiedź uzasadnij.

Rozwiązanie. Jeżeli równanieA ∪ X = B ma rozwiązanie, to jest taki zbiórC, że A ∪ C = B.
Wtedy oczywíscie zbiórA jest podzbioremB. Także na odwrót, jeżeliA ⊆ B, to zbiór X = B \ A
spełnia równanieA∪ X = B.

Udowodnilísmy więc, że równanieA∪X = B ma rozwiązanie wtedy i tylko wtedy, gdyA ⊆ B.
Tym samym odpowiedzieliśmy na pytanie 3: równanieA∪X = B nie ma rozwiązania wtedy i tylko
wtedy, gdyA 6⊆ B.

Załóżmy, żeA ⊆ B. Scharakteryzujemy rozwiązania równaniaA∪X = B. WarunekA∪C = B
implikuje, żeC jest podzbioremB oraz zawiera różnicęB \ A. Prawdziwa jest także implikacja
odwrotna: jeżeliB \ A ⊆ C ⊆ B, to

B = A∪ (B \ A) ⊆ A∪ C ⊆ A∪ B = B,

a więcC spełnia równanieA∪ X = B. Tak więc zbiorem rozwiązán równaniaA∪ X = B jest

{X : B \ A ⊆ X ⊆ B}.
Policzymy jeszcze liczbę elementów tego zbioru, albo jego moc. W tym celu definiujmy funkcję

f okrésloną w zbiorzeP(A) wszystkich podzbiorów zbioruA i przyjmującą wartósci dane wzorem

f (Y) = Y ∪ (B \ A).

Łatwo dowodzi się, że funkcjaf przekształcaP(A) na zbiór rozwiązán równaniaA ∪ X = B.
Co więcej, jest to funkcja różnowartościowa. Jeżeli bowiemf (Y1) = f (Y2) dla pewnychY1,Y2 ∈
P(A), to

Y1 = (Y1 ∪ (B \ A)) ∩ A = f (Y1) ∩ A = f (Y2) ∩ A = (Y2 ∪ (B \ A)) ∩ A = Y2.

Tak więc funkcja f ustala rownolicznósć zbioruP(A) i zbioru rozwiązán równaniaA ∪ X = B.
Oznacza to, że równanieA ∪ X = B ma tyle elementów, co zbiórP(A) (albo zbiór rozwiązán
równaniaA∪ X = B jest tej samej mocy, co zbiórP(A)).

Teraz łatwo odpowiedziéc na pytania 2 i 3. JeżeliA jest niepusty to ma przynajmniej dwa pod-
zbiory: zbiór pusty i samego siebie. Tak więc równanieA∪ X = B ma dokładnie jedno rozwiązanie
wtedy i tylko wtedy, gdyA jest zbiorem pustym.

Zbiory skónczone mają skónczenie wiele podzbiorów, a nieskończone — nieskónczenie wiele.
Wobec tego, równanieA ∪ X = B ma nieskónczenie wiele rozwiązán wtedy i tylko wtedy, gdyA
jest zbiorem nieskónczonym.

Rozwiązania przygotował Antoni Kościelski
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