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tego przedmiotu. Podstawowym podręcznikiem do wykładu jest skrypt Jerzego Tiuryna pt.Wstęp
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1. Rachunek zdán . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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1. Rachunek zdán

1.1. Składnia

Definicja 1. Formuły rachunku zdań(ktore będziemy oznaczać φ, ψ ,. . . ) budujemy zezmiennych zdanio-
wych, pochodzących z nieskończonego zbioruV = {p,q, p1, p2, . . .} i spójników logicznychfałszu⊥, nega-
cji ¬, koniunkcji∧, alternatywy∨, implikacji⇒ i równoważnósci⇔ w następujący sposób:

φ ::= p | ¬φ | φ1 ∧ φ2 | φ1 ∨ φ2 | φ1⇒ φ2 | φ1⇔ φ2

W razie wątpliwósci używamy nawiasów do wskazania sposobu rozbioru formuły. Niekiedy nawiasy opusz-
czamy zakładając następującą kolejność wiązania (od najsilniejszego do najsłabszego):¬, ∧, ∨, ⇒, ⇔ i
przyjmując, że∧ i ∨ łaczą w lewo (tj.p∨ r ∨ s znaczy(p∨ r ) ∨ s), zás⇒ i⇔— w prawo (tj. p⇒ r ⇒ s
znaczy(p⇒ r )⇒ s). Zatem np.p∨ q ∨ r ∧ s oznacza(p∨ q) ∨ (r ∧ s).
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⊥
F

φ ¬φ
F T
T F

φ ψ φ ∧ ψ
F F F
F T F
T F F
T T T

φ ψ φ ∧ ψ
F F F
F T F
T F F
T T T

φ ψ φ ∨ ψ
F F F
F T T
T F T
T T T

φ ψ φ ⇒ ψ

F F T
F T T
T F F
T T T

φ ψ φ ⇔ ψ

F F T
F T F
T F F
T T T

Rysunek 1: Znaczenie spójników logicznych

1.2. Wartości logiczne i znaczenie formuł zdaniowych

Definicja 2. Zbiór wartósci logicznychB = {T,F} zawiera dwa elementy:T (prawdziwe,true) i F (fałszywe,
false). Wartościowanie zmiennychto odwzorowanieσ : V → B. Nadaje ono wartósci logiczne zmiennym
zdaniowym.

Wartósć logiczna dowolnej formuły zdaniowej zależy jedynie od wartościowania występujących w niej zmien-
nych i można ją wyznaczyć korzystając z tabelek z rysunku 1.

Definicja 3. Formuła jest:

spełniona przy danym wartósciowaniu zmiennych, jeżeli przy tym wartościowaniu ma wartósć T;

spełnialna, jeżeli istnieje wartósciowanie zmiennych, przy którym ta formuła ma wartość T;

prawdziwa (jest tautologią), jeśli ma wartósć T dla każdego wartósciowania zmiennych;

sprzeczna, jeśli ma wartósć F dla każdego wartósciowania zmiennych.

O formule spełnionej przez dane wartościowanie zmiennych będziemy niekiedy mówić, że jestprawdziwa
przy tym wartósciowaniu. Podobnie formuła nie spełniona będziefałszywa.

1.3. Metoda zero-jedynkowa sprawdzania tautologii

Przykładami tautologii są formuły¬(p∨q)⇔ (¬p)∧ (¬q) oraz¬(p∧q)⇔ (¬p)∨ (¬q) zwaneprawami
de Morgana. Istotnie, rysujemy tabelkę (rysunek 2) umieszczając w kolumnach 1 i 2 wartości zmiennych
zdaniowychp i q. W kolumnie 3 umieszczamy wartości formuły p ∨ q wyliczone z użyciem tabelki dla
alternatywy. W kolumnie 4 obliczamy, w oparciu o tabelkę negacji, wartości formuły¬(p∨ q). Kolumy 5 i 6
wyznaczamy również w oparciu o tabelkę negacji. Aby wyznaczyć wartósci formuły(¬p)∧(¬q) korzystamy
z wartósci zapisanych w kolumnach 5 i 6 i z tabelki koniunkcji. Ostatnią, ósmą kolumnę wyznaczamy przy
użyciu tabelki dla równoważności z wartósci logicznych zapisanych w kolumnach 6 i 7. Po skonstruowaniu
tabelki zauważamy, że dla każdego z czterech możliwych wartościowán zmiennychp i q formuła¬(p∨q)⇔
(¬p) ∧ (¬q) ma wartósć logicznąT, jest więc tautologią.

1.4. Metoda zero-jedynkowa skrócona

Sprawdzenie czy formuła jest tautologią można znacznie przyspieszyć, jésli zamiast bezmýslnie sprawdzác
wartósć formuły dla wszystkich możliwych wartościowán zmiennych, będziemýswiadomie poszukiwác war-
tościowania, dla którego formuła nie jest spełniona. Ustalenie takiego wartościowania przekona nas, że for-
muła nie jest tautologią, dojście do sprzeczności zás — że nią jest. Rozważmy dla ustalenia uwagi formułę
(¬p ⇒ ¬q) ⇒ ((¬p ⇒ q) ⇒ q). Formuła ta nie jest spełniona, jeśli poprzednik implikacji¬p ⇒ ¬q
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1 2 3 4 5 6 7 8

p q p∨ q ¬(p∨ q) ¬p ¬q (¬p) ∧ (¬q) ¬(p∨ q)⇔ (¬p) ∧ (¬q)

F F F T T T T T
F T T F T F F T
T F T F F T F T
T T T F F F F T

Rysunek 2: Tabelkowa metoda sprawdzenia, że prawo de Morgana jest tautologią

=> => => =>( p q ) (( p q) q)

T F
T

F
T

F
F

F

Rysunek 3: Wartósciowanie, dla którego formuła(¬p⇒ ¬q)⇒ ((¬p⇒ q)⇒ q) nie jest spełniona

jest prawdziwy, jej następnik(¬p⇒ q) ⇒ q zás — fałszywy. Formuła(¬p⇒ q) ⇒ q jest fałszywa tylko
wówczas, gdy¬p⇒ q jest spełniona orazσ(q) = F. Ale ¬p⇒ q jest spełniona dlaσ(q) = F tylko wów-
czas, gdy¬p nie jest spełniona, tj. gdyσ(p) = T. Zauważamy na koniec, że przy wartościowaniuσ(p) = T
i σ(q) = F nasza wyj́sciowa formuła istotnie nie jest spełniona, nie jest więc tautologią (rysunek 3).

Rozważmy teraz formułęφ = p ⇒ (q ⇒ p). Aby φ nie była spełniona, musi być σ(p) = T oraz
powinna nie býc spełniona formułaq⇒ p. Formuła ostatnia nie jest spełniona tylko wówczas, gdyσ(q) = T
orazσ(p) = F. Zatem abyφ nie była spełniona, musiałoby być jednoczésnieφ(p) = T i φ(p) = F, co jest
niemożliwe. Formułaφ jest zatem tautologią.

Przykład 4. Przykładami tautologii są także

(p⇒ (q⇒ r ))⇒ ((p⇒ q)⇒ (p⇒ r ))

(¬p⇒ ¬q)⇒ ((¬p⇒ q)⇒ q)

1.5. Funkcje boolowskie i systemy spójników

Definicja 5. Funkcje f : Bn → B nazywamyn-argumentowymi funkcjami boolowskimi,n ≥ 0. Funkcje
boolowskie możemy opisywać za pomocą formuł zdaniowych, np.

f (p,q, r ) ≡ (p∧ q)⇒ (p∨ r )

Definicja 6. Zbiór spójników logicznych jestzupełny, jeżeli dowolną funkcję boolowską można opisać za
pomocą formuły zdaniowej zawierającej jedynie spójniki z tego zbioru i zmienne. Zbiór spójników jest2-
zupełny, jeżeli każdąco najwyżej dwuargumentowąfunkcję boolowską można opisać za pomocą formuły
zdaniowej zawierającej jedynie spójniki z tego zbioru i zmienne.

Na ćwiczeniach pokażemy, że

• każdy zbiór 2-zupełny jest zupełny;

• {∨,∧,⇔} nie jest zupełny;

• {∨,∧} nie jest zupełny;

• {⇒,⊥} jest zupełny;

• {∧,¬} jest zupełny;

• istnieje binarny spójnik↑, taki, że{↑} jest zupełny.

i wskażemy inne przykłady systemów zupełnych.
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2. Rachunek kwantyfikatorów (język I rzędu)

2.1. Składnia

Definicja 7. W rachunku kwantyfikatorówużywamy tzw.zmiennych indywiduowychpochodzących z nie-
skónczonego zbioruX = {x, y, z, x1, x2, . . .} i n-argumentowych (n ≥ 0) symboli relacji p,q, p1, p2, . . .

Symbole relacji można uważać za uogólnienie zmiennych zdaniowych z rachunku zdań. Formuły atomowesą
napisami postacip(x), q(x, y) itp. Formuły rachunku kwantyfikatorów(ktore będziemy oznaczać φ, ψ ,. . . )
budujemy zformuł atomowychza pomocąspójników logicznychw sposób podobny jak w rachunku zdań. Po-
nadto możemy używác kwantyfikatorów∀ i ∃. Formalna składnia rachunku kwantyfikatorów jest następująca:

φ ::= p(x1, . . . , xn)

| ¬φ | φ1 ∧ φ2 | φ1 ∨ φ2 | φ1⇒ φ2 | φ1⇔ φ2

| ∀x.φ | ∃x.φ

Definicja 8. Mówimy, że w formule∀x.φ kwantyfikator∀wiążezmiennąx. Wszystkie wystąpienia zmiennej
x w formuleφ sązwiązaneprzez ten kwantyfikator. Zmienne, które nie są związane w danej formule, sąwolne.

Formalnie zbiór FV(φ) zmiennych wolnych formułyφ definiujemy następująco

FV(p(x1, . . . , xn)) = {x1, . . . , xn}
FV(¬φ) = FV(φ)

FV(φ ◦ ψ) = FV(φ) ∪ FV(ψ) gdzie◦ ∈ {∨,∧,⇒,⇔}
FV(∀x.φ) = FV(φ)\{x}
FV(∃x.φ) = FV(φ)\{x}

Podobnie definiujemy zbiór zmiennych związanych.

Przykład 9. Prawami rachunku kwantyfikatorów są np.prawa negowania kwantyfikatorówstwierdzające, że
kwantyfikatory∀ i ∃ sądualne:

¬(∀x.φ) ⇔ ∃x.¬φ
¬(∃x.φ) ⇔ ∀x.¬φ

Ich intuicyjny sens jest jasny: „nieprawda żedla każdegox formułaφ jest prawdziwa” oznacza, że „istnieje
x, dla którego formułaφ nie jest prawdziwa.” Podobnie „nieprawda żeistniejex, dla którego formułaφ jest
prawdziwa” oznacza, że „dla każdegox formułaφ nie jest prawdziwa.”

3. Zbiory

W teorii mnogóscizbiór i relację∈ należenia do zbioru przyjmujemy za pojęcia pierwotne. Własności relacji
∈ są zadane przezaksjomaty(tj. formuły rachunku kwantyfikatorów, które przyjmujemy za prawdziwe).

Definicja 10. Zasada ekstensjonalnościstwierdza, że dwa zbiory sąrówne, co zapisujemyA = B, jeżeli
zawierają dokładnie te same elementy, tj.

A = B ⇔ ∀x.(x ∈ A⇔ x ∈ B)

Definicja 11. Zbiór A jestpodzbioremzbioru B, jeżeli B zawiera wszystkie elementy zbioruA, tj.

A ⊆ B ⇔ ∀x.(x ∈ A⇒ x ∈ B)

Zauważmy, że dwa zbiory są równe, jeśli są nawzajem swoimi podzbiorami, tj.

A = B ⇔ A ⊆ B ∧ B ⊆ A
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Definicja 12. Zbiór pusty∅ jest zbiorem nie zawierającym żadnego elementu:

∀x.(x 6∈ ∅)

Definicja 13. Mówimy, że zbiórA man elementów(n ≥ 0), co zapisujemy|A| = n, jeżeli istnieje wzajem-
nie jednoznaczne przyporządkowanie elementom tego zbioru liczb1,2, . . . ,n, tj. jeśli elementy tego zbioru
można ponumerować liczbami1,2, . . . ,n. Zbiór pusty ma zatem0 elementów.

Definicja 14. Na zbiorach wprowadzamy operacjesumy∪, przekroju∩ i różnicy\:

x ∈ A∪ B ⇔ x ∈ A∨ x ∈ B

x ∈ A∩ B ⇔ x ∈ A∧ x ∈ B

x ∈ A\B ⇔ x ∈ A∧ x 6∈ B

Fakt 15. Powyższe operacje mają wiele ciekawych własności. Dla przykładu prawdziwe są tzw.prawa roz-
dzielnósci:

A\(B ∪ C) = (A\B) ∩ (A\C)
A∩ (B ∪ C) = (A∩ B) ∪ (A∩ C)

Dowód. Udowodnimy pierwsze z nich. Na mocy prawa ekstensjonalności wystarczy pokazác, że dla każdego
x zachodzi

x ∈ A\(B ∪ C) ⇔ x ∈ (A\B) ∩ (A\C)

Istotnie, z definicji różnicy zbiorów

x ∈ A\(B ∪ C) ⇔ x ∈ A∧ ¬(x ∈ B ∪ C)

Następnie z definicji sumy zbiorów mamy

x ∈ A∧ ¬(x ∈ B ∪ C) ⇔ x ∈ A∧ ¬(x ∈ B ∨ x ∈ C)

Korzystając z prawa de Morgana¬(p∨ q)⇔ ¬p∧ ¬q otrzymujemy

x ∈ A∧ ¬(x ∈ B ∨ x ∈ C) ⇔ x ∈ A∧ (x 6∈ B ∧ x 6∈ C)

Na mocy tautologiip ⇔ (p ∧ p) możemy do formuły dopisác jeszcze jedno wystąpieniex ∈ A. Ponadto
koniunkcja jest łączna i przemienna, możemy zatem dowolnie pogrupować jej czynniki:

x ∈ A∧ (x 6∈ B ∧ x 6∈ C) ⇔ x ∈ A∧ x ∈ A∧ (x 6∈ B ∧ x 6∈ C)

⇔ (x ∈ A∧ x 6∈ B) ∧ (x ∈ A∧ x 6∈ C)

Korzystając dwukrotnie z definicji różnicy zbiorów mamy

(x ∈ A∧ x 6∈ B) ∧ (x ∈ A∧ x 6∈ C) ⇔ (x ∈ A\B) ∧ (x ∈ A\C)

Na mocy definicji przekroju zbiorów mamy ostatecznie

(x ∈ A\B) ∧ (x ∈ A\C) ⇔ x ∈ (A\B) ∩ (A\C)

Rozpoczęlísmy od formułyx ∈ A\(B ∪ C). Przechodząc przez szereg formuł równoważnych otrzymaliśmy
ostateczniex ∈ (A\B) ∩ (A\C). Twierdzenie jest zatem udowodnione.
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3.1. Operacje nieskónczone na zbiorach

Definicja 16. Dwuargumentowe operacje sumy i przekroju zbiorów można rozszerzyć na dowolne rodziny1

zbiorów. Suma wszystkich zbiorów z rodziny{As}s∈S, gdzieS jest pewnym zbioremindeksów, jest zbiorem
zawierającym elementy występujące w którymkolwiek ze zbiorówAs. Podobnie przekrój tej rodziny jest
zbiorem zawierającym elementy występujące w każdym ze zbiorówAs. Formalnie:

x ∈
⋃

s∈S

As ⇔ ∃s ∈ S.x ∈ As

x ∈
⋂

s∈S

As ⇔ ∀s ∈ S.x ∈ As

3.2. Zbiór potęgowy

Definicja 17. Rodzinę wszystkich podziorów zbioruA nazywamyzbiorem potęgowymzbioru A i oznaczamy
P(A). Formalnie:

P(A) = {B|B ⊆ A}

4. Relacje

4.1. Para uporządkowana

Definicja 18. Parę elementówa i b będziemy zapisywác w postaci〈a,b〉. Para będzie dla nas pojęciem
pierwotnym. Przyjmujemy następujący aksjomat:

〈a,b〉 = 〈c,d〉 ⇔ a = c∧ b = d

Specjalísci od podstaw matematyki pragną za pojęcia pierwotne uważać jedynie zbiór i relację należenia do
zbioru i wolązdefiniowaćparę następująco:

〈a,b〉 = {{a}, {a,b}}

Para w takim ujęciu składa się ze zbioru dwuelementowego, w którym wyróżniliśmy, który element jest pierw-
szy. Zauważmy, że ostatnia definicja spełnia aksjomat „naszej” pary.

4.2. Iloczyn (produkt) kartezjański

Definicja 19. Iloczynem kartezjańskimdwóch zbiorów nazywamy zbiór wszystkich par złożonych z elemen-
tów tych zbiorów:

A× B = {〈a,b〉 | a ∈ A,b ∈ B}

4.3. Relacje

Definicja 20. Dowolny podzbiórR ⊆ A × B produktu kartezjánskiego zbiorówA i B nazywamyrelacją
dwuargumentową(binarną). Jésli 〈a,b〉 ∈ R, to mówimy, że elementya ∈ A i b ∈ B są ze sobą w relacji.
Zamist pisác 〈a,b〉 ∈ R, piszemy też niekiedyaRb. PodzbioryA2 sąbinarnymi relacjami na zbiorzeA.

Przykład 21. Relacjami binarnymi są:

– identycznósć (równósć, przekątna) na zbiorzeA: {〈x, x〉 | x ∈ A}
– relacja mniejszósci≤ na zbiorzeA: {〈x, y〉 | x ≤ y}
– R⊆ Z× N, taka, żex Rygdy y = x2.

1Z powodów językowych zbiory zbiorów nazywa sięrodzinami. Z matematycznego punktu widzenia są to zwykłe zbiory.

6



4.4. Krotki ( n-tki) uporządkowane

Definicja 22. Pojęcie pary łatwo uogólnić na ciągi uporządkowane dowolnej, skończonej długósci. Zakła-
damy, że〈a1, . . . ,an〉 jest pojęciem pierwotnym i przyjmujemy aksjomat

〈a1, . . . ,an〉 = 〈b1, . . . , bn〉 ⇔ a1 = b1 ∧ . . . ∧ an = bn

Krotki można równieżzdefiniowaćza pomocą pojęcia pary: krotka dwuelementowa jest parą, krotkan + 1-
elementowa jest parą złożoną z pierwszego elementu i krotkin-elementowej:

{ 〈a1,a2〉 = 〈a1,a2〉 (krotka dwuelementowa jest parą)
〈a0,a1, . . . ,an〉 = 〈a0, 〈a1, . . . ,an〉〉

Krotka stuelementowa jest nazywana stokrotką.

Definicja 23. W oczywisty sposób uogólniamy pojęcieproduktunan zbiorów:

A1× . . .× An = {〈a1, . . . ,an〉 | a1 ∈ A1, . . . ,an ∈ An}

Relacjąn-argumentową nazywamy dowolny podzbiór produktun zbiorów. Dla przykładu

{a,b, c ∈ N | a · b = c} {a,b, c ∈ N | a · b < c}

są relacjami trójargumentowymi na zbiorzeN.

4.5. Złożenie relacji. Relacja odwrotna

Definicja 24. Dane są relacjeP ⊆ A× B i Q ⊆ B× C. Relacja

P Q= {〈a, c〉 | ∃b.(aPb∧ bQr)} ⊆ A× C

nazywa sięzłożeniemrelacji P i Q. Relacja

P−1 = {〈b,a〉 | 〈a,b〉 ∈ P} ⊆ B× A

nazywa sięrelacją odwrotnądo P.

Twierdzenie 25. Dla dowolnych relacjiT ⊆ A× B, S⊆ B× C i R⊆ C × D:

T(SR) = (T S)R

(SR)−1 = R−1S−1

5. Funkcje

Definicja 26. Relację f ⊆ A× B nazywamyfunkcją o dziedzinieA i zbiorze wartósci (przeciwdziedzinie)
B, jeżeli

1. ∀a ∈ A.∃b ∈ B.〈a,b〉 ∈ f

2. ∀a ∈ A.∀b1 ∈ B.∀b2 ∈ B.(〈a,b1〉 ∈ f ∧ 〈a,b2〉 ∈ f ⇒ b1 = b2)

Zbiór wszystkich funkcji o dziedzinieA i przeciwdziedzinieB oznaczamyBA.
Relację spełniającą jedynie warunek 2 nazywamyfunkcją czę́sciową. Dziedzinąfunkcji czę́sciowej f

nazywamy zbiór
Dom( f ) = {a ∈ A | ∃b ∈ B. f (a) = b}

Zamist f ⊆ A× B piszemy zwyklef : A→ B, zás zamiasta f b albo〈a,b〉 ∈ f piszemyb = f (a).

Pytanie 27. Ile jest funkcji f : A→ B? Ile jest funkcji f : ∅ → B, a ile f : A→ ∅?

7



Z pomocą pojęcia funkcji możemy jeszcze inaczej zdefiniować n-tki uporządkowane:〈a1, . . . ,an〉 jest funkcją
f : {1, . . . ,n} → A. Wówczasf (i ) jest i -tym elementem krotki.

Definicja 28. Funkcja f : A→ B jestróżnowartościowa(jest injekcją), jeżeli

∀a1,a2 ∈ A.( f (a1) = f (a2)⇒ a1 = a2)

Funkcja f : A→ B jest„na” (jestsurjekcją), jeżeli

∀b ∈ B.∃a ∈ A. f (a) = b

Funkcja f jestodwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym(bijekcją), jeśli jest różnowartósciowa i „na”.

6. Funkcje odwrotne, złożenie funkcji

Twierdzenie 29. Jésli f : A→ B orazg : B→ C są funkcjami, to relacjag f ⊆ A× C jest funkcją zA w
C. Dla a ∈ A, (g f )(a) = g( f (a)). Funkcja f g jest różnowartósciowa, gdyf i g obie są różnowartósciowe.
Funkcja f g jest „na”, jésli f i g sa „na”.

Definicja 30. Niech f : A→ B będzie funkcją. Wtedy funkcjaf : B→ A jestfunkcją odwrotnądo f , jeśli
g f = I A oraz f g = I B (gdzie I A, I B oznaczają funkcje identycznościowe odpowiednio na zbiorachA i B).

Twierdzenie 31. Niech f : A→ B będzie funkcją. Wtedy następujące warunki są równoważne:

1. f ma funkcję odwrotną,

2. f jest bijekcją,

3. relacja odwrotnaf −1 jest funkcją.

Funkcję odwrotną dof oznaczamyf −1.

7. Obraz i przeciwobraz zbioru

Definicja 32. Niech f : A → B będzie funkcją i niechX ⊆ A. Obrazem zbioruX w odwzorowaniuf
nazywamy zbiór

Ef (X) = {b ∈ B | (∃a)( f (a) = b)}
Przeciwobrazem zbioruY ⊆ B nazywamy zbiór

Ef −1(X) = {a ∈ A | f (a) ∈ Y}

Definicja 33. NiechX bedzie rodziną podzbiorów zbioruA. Wtedy
⋃
X =

⋃

X∈X
X

⋂
X =

⋂

X∈X
X

Twierdzenie 34. Niech f : A→ B będzie funkcją i niechX bedzie rodziną podzbiorów zbioruA. Wtedy

Ef (
⋃
X ) =

⋃
{ Ef (X) | X ∈ X } (1)

Jésli X 6= ∅, to Ef (
⋂
X ) ⊆

⋂
{ Ef (X) | X ∈ X } (2)

Ef −1(
⋃
Y) =

⋃
{ Ef −1(Y) | Y ∈ Y} (3)

Jésli Y 6= ∅, to Ef −1(
⋂
Y) =

⋂
{ Ef −1(Y) | Y ∈ Y} (4)

Pytanie 35. Czy symbol „⊆” we wzorze (2) można zastąpić symbolem „=”?
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8. Relacje równoważnósci

Definicja 36. RelacjaR⊆ A× A jest

– zwrotna, jeśli aRadla każdegoa ∈ A,

– symetryczna, jeśli aRb⇒ bRadla każdycha,b ∈ A,

– przechodnia, jeśli aRb∧ bRc⇒ aRcdla wszelkicha,b, c ∈ A.

Relację zwrotną, symetryczną i przechodnią nazywamyrelacją równoważnósci.

Definicja 37. Klasą abstrakcjielementua ∈ A względem relacji równoważności∼⊆ A×A nazywamy zbiór

[a]∼ = {b ∈ A | a ∼ b}

Definicja 38. Podziałem zbioruA nazywamy dowolną rodzinę niepustych zbiorów parami rozłącznych po-
krywającąA.

Lemat 39. Dla dowolnej relacji równoważności∼⊆ A× A i elementówa,b ∈ A

a ∼ b ⇔ [a]∼ = [b]∼

Twierdzenie 40 (Zasada Abstrakcji).

1. Klasy abstrakcji dowolnej relacji równoważności tworzą podział zbioruA.

2. Dla każdego podziału zbioruA istnieje dokładnie jedna relacja równoważności której klasy abstrakcji
wyznaczają ten podział.

Przykład 41. Niecha,b, c,d ∈ Z, c,d 6= 0. Definiujemy relację∼⊆ (Z× (Z\{0})× (Z× (Z\{0}) wzorem

〈a,b〉 ∼ 〈c,d〉 ⇔ a · d = b · c
Relacja∼ jest relacją równoważności naZ× (Z\{0}). Dowód polega na sprawdzeniu wprost z definicji, czy
∼ jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

9. Równolicznósć zbiorów

Definicja 42. Zbiory A i B są równoliczne, jeżeli istnieje bijekcjaf : A→ B. Piszemy wówczasA ∼ B.

Przykład 43. Następujące zbiory są równoliczne:

– zbiór par liczb naturalnych i zbiór liczb naturalnych:N× N ∼ N;

– zbiór liczb naturalnych i zbiór liczb naturalnych parzystych:N ∼ P;

– dowolny niepusty przedział(a,b) ⊆ R, a < b, i odcinek(0,1): (a,b) ∼ (0,1).

Twierdzenie 44. Dla dowolnych zbiorówA, B,C

1. A ∼ A

2. A ∼ B⇔ B ∼ A

3. (A ∼ B ∧ B ∼ C)⇔ A ∼ C

Definicja 45. Mocą zbioru(którą oznaczamy|A|) nazywamy obiekt spełniający następującą własność: A ∼
B⇔ |A| = |B|.

Definicja 46. n = {0,1, . . . , n− 1} oznacza zbiór liczb naturalnych mniejszych odn.

Definicja 47. Zbiór A jestzbiorem skończonym, jeśli istnieje liczba naturalnan ∈ N, taka, żeA ∼ n. Mówimy
wówczas, że zbiórA man elementów.
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10. Teoria mocy

Definicja 48 (Wzorce mocy (liczb kardynalnych)). Mówiąc o liczbach kardynalnych posługujemy się na-
stępującymi reprezentantami zbiorów danej mocy:

– zbiory skónczone:n = {0,1, . . . ,n− 1};
– liczby naturalne:N = {0,1, . . .};
– liczby rzeczywiste:R.

Definicja 49. Wprowadzamy następujące oznaczenia mocy zbiorów:

– zbiory skónczone:|n| = n;

– liczby naturalne:|N| = ℵ0 (alef zero);

– liczby rzeczywiste:|R| = c (continuum).

Twierdzenie 50.

1. Dla każdegon ∈ N nie istnieje funkcja różnowartościowa zn+ 1 w n.

2. Jeżeli istnieje funkcja różnowartościowa zm w n, to m≤ n (czyli m⊆ n).

3. Jeżelim∼ n, to m= n.

4. Dla każdegom ∈ N, m 6∼ N.

Definicja 51. Mówimy, że moc zbioruA jest nie większa niż moc zbioruB i piszemy|A| ≤ |B|, jeśli istnieje
funkcja różnowartósciowa f : A→ B.

Twierdzenie 52 (Cantor-Bernstein). Jésli |A| ≤ |B| oraz|B| ≤ |A|, to |A| = |B|.

Definicja 53. Mówimy, że moc zbioruA jest mniejsza niż moc zbioruB i piszemy|A| < |B|, jeśli |A| ≤ |B|
orazA 6∼ B.

Twierdzenie 54.

1. |A| ≤ |A|
2. jésli |A| ≤ |B| i |B| ≤ |C|, to |A| ≤ |C|
3. jésli n < m, to |n| < |m|
4. |n| < ℵ0

Definicja 55. Jésli X ⊆ A, to f : A→ {0,1} jest funkcją charakterystycznązbioru A, jeśli dla dowolnego
a ∈ A

f (a) =
{

0, gdya 6∈ X;
1, gdya ∈ X.

Fakt 56. 2A ∼ P(A).

Twierdzenie 57. Niech A i B będą zbiorami, przy czym|B| ≥ 2. Wtedy

|P(A)| ≤ |BA|

gdzieBA = { f : A→ B} aP(A) oznacza zbiór potęgowy zbioruA.

Twierdzenie 58 (Cantor). Dla żadnegoA nie istnieje funkcja zA nazbiór potęgowyP(A).
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Dowód. Przypúsćmy przeciwnie, że pewna funkcjaf : A→ P(A) przekształcaA naP(A). Niech

A0 = {a ∈ A | a 6∈ f (a)}

PonieważA0 ⊆ A i f odwzorowujeA naP(A), więc istniejea0 ∈ A, takie, żef (a0) = A. Mamy wtedy

a0 ∈ A0 ⇔ a0 ∈ f (a0) ⇔ a0 6∈ A0

Założenie istnienia funkcjif doprowadziło do sprzeczności.

Dowód (twierdzenia Cantora dla przypadku A = N). Przypúsćmy przeciwnie, że pewna funkcjaf : N→
2N przekształcaN na2N. Tworzymy nieskónczoną tablicę

(f(0))(0) ( f (0))(1) ( f (0))(2) ( f (0))(3) ( f (0))(4) · · ·
( f (1))(0) (f(1))(1) ( f (1))(2) ( f (1))(3) ( f (1))(4) · · ·
( f (2))(0) ( f (2))(1) (f(2))(2) ( f (2))(3) ( f (2))(4) · · ·
( f (3))(0) ( f (3))(1) ( f (3))(2) (f(3))(3) ( f (3))(4) · · ·
( f (4))(0) ( f (4))(1) ( f (4))(2) ( f (4))(3) (f(4))(4) · · ·

...
...

...
...

...
. . .

Tworzymy nową funkcję charakterystyczną

g(i ) = 1− ( f (i ))(i )

dla każdegoi ∈ N. Wtedyg 6= f (i ) dla dowolnegoi ∈ N, gdyżg(i ) = 1− ( f (i ))(i ) 6= f (i ). Otrzymalísmy
sprzecznósć z założeniem, żef jestna.

Twierdzenie 59. Dla każdego zbioruA, |P(A)| > |A|. Jésli |B| > 2, to |BA| > |A|.

11. Zbiory przeliczalne

Definicja 60. Zbiór A jestprzeliczalny, gdy A jest skónczony lub jest równoliczny ze zbiorem liczb natural-
nych.

Twierdzenie 61. Zbiór A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdyA = ∅ lub istnieje funkcja zN na A.

Definicja 62. Ciągiem elementów zbioruA nazywamy funkcjęf : N→ A.

Definicja 63. Zbiór niepusty jest przeliczalny, gdy jego elementy można ustawić w ciąg.

Twierdzenie 64.

1. Podzbiór zbioru przeliczalnego jest przeliczalny.

2. Jésli f : A→ B orazX ⊆ A jest zbiorem przeliczalnym, tof (X) też jest zbiorem przeliczalnym.

3. Jésli A i B są przeliczalne, toA× B jest przeliczalny.

4. Jésli {Ai | i ∈ I } jest przeliczalną rodziną zbiorów przeliczalnych (tzn.I jest przeliczalny i każdy ze
zbiorów Ai jest przeliczalny), to

⋃
i∈I Ai jest zbiorem przeliczalnym.

Twierdzenie 65. Zbiór liczb rzeczywistych jest równoliczny ze zbiorem{0,1}N. Zatem zbiór{0,1}N ma moc
continuum.
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12. Porządki czę́sciowe

Definicja 66. RelacjaR jestsłabo antysymetryczna, jeśli dla dowolnycha,b

jeśli aRborazbRato a = b

Definicja 67. Czę́sciowym porządkiemw zbiorze A nazywamy relację „≤” (będącą podzbioremA2), która
jestzwrotna, przechodniai słabo antysymetryczna, tzn.

∀a.a ≤ a

∀a,b.(a ≤ b∧ b ≤ a⇒ a = b)

∀a,b, c.(a ≤ b∧ b ≤ c⇒ a ≤ c)

Definicja 68. Jésli ≤ jest czę́sciowym porządkiem naA, to a < b oznaczaa ≤ b∧ a 6= b.

Definicja 69. Zbiór czę́sciowo uporządkowany, to zbiór A z relacją czę́sciowego porządku≤. Zbiór czę-
ściowo uporządkowany oznaczamy czasem〈A,≤〉.

Przykład 70. Oto przykłady zbiorów uporządkowanych:

1. 〈P(A),⊆〉 (rodzina podzbiorów zbioruA z relacją inkluzji);

2. 〈N,≤〉 (zbiór liczb naturalnych ze zwykłym porządkiem);

3. 〈B,⊆〉, gdzieB ⊆ P(A);
4. 〈N, |〉 , gdziea|b ⇔ ∃x.(ax = b).

Definicja 71. Porządek czę́sciowy≤ w zbiorzeA jest liniowy, jeśli (∀a,b ∈ A)((a ≤ b) ∨ (b ≤ a)).

Przykład 72. Porządkiem liniowym jest relacja≤ na zbiorze liczb rzeczywistych. Porządkiem liniowym nie
jest relacja inkluzji⊆ na zbiorzeP(N).

13. Słowa

Definicja 73. Niech A będzie dowolnym zbiorem. Będziemy nazywać goalfabetem. Słowemnad alfabetem
A nazywamy dowolny skónczony ciąg elementów zbioruA. Słowo puste (ciąg długości zero) oznaczamyε.
PrzezA∗ oznaczamy zbiór wszystkich słów nad alfabetemA. Jeżeliu = u1u2 . . .un i w = w1w2 . . . wm, to
uw oznaczazłożenie(konkatenację) słówu i w, tj. słowou1u2 . . .unw1w2 . . . wm. SłowoU jestprzedrostkiem
(prefiksem) słowaw, jeśli istnieje słowov, takie, żeuv = w.

Fakt 74. Niech A będzie dowolnym zbiorem i niechu ≤ w oznacza, żeu jest przedrostkiemw. Wtedy
〈A,≤〉 jest zbiorem czę́sciowo uporządkowanym.

14. Kresy zbiorów

Definicja 75. Niech 〈P,≤〉 będzię porządkiem częściowym i niechX ⊆ P. Elementx ∈ X jestelementem
największym(odpowiednionajmniejszym) w X, jeśli dla każdegoy ∈ X zachodziy ≤ x (odpowiednio
x ≤ y). Element najmniejszy oznacza się⊥, zás największy>.

Definicja 76. Elementx ∈ X jest elementemmaksymalnym(odpowiedniominimalnym) w X, jeśli dla każ-
degoy ∈ X, jeśli x ≤ y (odpowiednioy ≤ x), to x = y.

Definicja 77. Niech〈P,≤〉 będzie zbiorem częściowo uporządkowanym. Porządek〈P,≤−1〉 nazywamy po-
rządkiemdualnymdo 〈P,≤〉. Jésli dane jest pojęcieQ dotyczące porządków, to pojęcieQ−1 dualne do niego
otrzymujemy przez zastąpienie w definicjiQ symbolu≤ przez symbol≤−1. Zauważmy, że pojęcia minimalny
i maksymalny oraz najmniejszy i największy są dualne.
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Twierdzenie 78. Niech 〈P,≤〉 będzie czę́sciowym porządkiem i niechX ⊆ P. Wtedy element największy
w X jest elementem maksymalnym wX.

Twierdzenie 79. Istnieje co najwyżej jeden element największy.

Przykład 80. Niech X będzie zbiorem niepustym i niechP = P(X) \ ∅. Wtedy w zbiorze uporządkowanym
〈P,⊆〉 jest|X| elementów minimalnych.

Definicja 81. Niech 〈P,≤〉 będzie czę́sciowym porządkiem i niechX ⊆ P. Elementa ∈ P jest ograni-
czeniem górnymzbioru X, jeśli dla każdegox ∈ X zachodzix ≤ a. Kresem górnymzbioru X nazywamy
najmniejszy element zbioru{a : a jest ograniczeniem górnymX}. Kres górny zbioruX oznaczamy

∨
X.

Dualnie można zdefiniować pojęciaograniczenia dolnegoi kresu dolnego(kres dolny zbioruX oznaczamy∧
X).

Definicja 82. Porządek〈P,≤〉 jestkratą zupełną, jeśli każdy podzbiór zbioruP ma kres górny i kres dolny.
Porządek〈P,≤〉 jestkratą, jeśli każdy skónczony podzbiór zbioruP ma kres górny i kres dolny.

Twierdzenie 83. Niech〈P,≤〉 będzie porządkiem. Wtedy następujące warunki są równoważne:

1. 〈P,≤〉 jest kratą zupełną.

2. Każdy podzbiór P ma kres górny w〈P,≤〉
3. Każdy podzbiór P ma kres dolny w〈P,≤〉

Definicja 84. Niech〈P,≤P〉 oraz〈Q,≤Q〉 będą zbiorami czę́sciowo uporządkowanymi. FunkjaF : P→ Q
jestmonotoniczna, jeśli (∀x, y ∈ P)((x ≤P y)⇒ ( f (x) ≤Q f (y))).

Definicja 85. Funkcja f jest izomorfizmem porządkowym, jeśli jest bijekcją orazf i f −1 są monotoniczne.

Twierdzenie 86 (Knaster, Tarski). Niech 〈P,≤〉 będzie kratą zupełną i niechf : P → P będzie funkcją
monotoniczną. Wtedy istniejea ∈ P taki, że

1. f (a) = a

2. dla każdegob ∈ P, jeśli f (b) = b, to a ≤ b.

Elementa nazywamynajmniejszym punktem stałymfunkcji f . Element spełniający tylko warunek 1 nazy-
wamypunktem stałym.

Definicja 87. Niech〈P,≤P〉 będzie zbiorem częściowo uporządkowanym. Wtedy zbiórX 6= ∅ jest zbiorem
skierowanym, jeśli (∀x, y ∈ X)(∃z ∈ X)(x ≤ z∧ y ≤ z). Zbiór 〈P,≤P〉 jestporządkiem zupełnym, jeśli P
ma element najmniejszy oraz każdy skierowany podzbiórX zbioru P ma kres górny.

Definicja 88. Niech 〈P,≤P〉 oraz〈Q,≤Q〉 będą porządkami zupełnymi. Funkcjaf : P → Q jest ciągła,
jeśli zachowuje kresy górne, to znaczy, gdy dla dowolnego zbioru skierowanegoX ⊆ P, Ef (X)ma kres górny
oraz f (

∨
X) =∨ Ef (X).

Twierdzenie 89.

1. Każda funkcja ciągła jest monotoniczna.

2. Złożenie funkcji ciągłych jest funkcją ciągłą.

Twierdzenie 90. Niech〈P,≤P〉 będzie porządkiem zupełnym oraz niechf : P→ P będzie funkcją ciągłą.
Wtedy elementa =∨{ f n(⊥) : n ∈ N} jest najmniejszym punktem stałym funkcjif .
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15. Dobry porządek

Definicja 91. Porządek czę́sciowy〈P,≤〉 jest regularny (dobrze ufundowany), jeśli nie istnieje nieskónczony
ciąga0,a1,a2, . . . taki, że(∀i ∈ N)(ai+1 < ai ). Mówimy, że porządek jestdobry, jeśli jest liniowy i regularny.

Twierdzenie 92. Porządek czę́sciowy 〈P,≤〉 jest regularny, jeśli w każdym niepustym zbiorzeX ⊆ P ist-
nieje element minimalny.

16. Indukcja

Twierdzenie 93. Niech〈P,≤〉 będzie regularnym porządkiem częściowym. JesliX ⊆ P spełnia warunek:

(∀x)((∀y ≤ x)(y ∈ X)⇒ x ∈ X)

to X = P.

Twierdzenie 94 (O definiowaniu przez indukcję).Niech A, B będą dowolnymi zbiorami. Niechg : A→
B orazh : B× A×N→ B będą dowolnymi funkcjami. Wtedy istnieje dokładnie jedna funkcjaf : A×N→
B spełniająca warunki:

1. (∀a ∈ A)
(

f (a,0) = g(a)
)

2. (∀a ∈ A)(∀n ∈ N)
(

f (a,n+ 1) = h( f (a,n),a,n)
)
.

Twierdzenie 95 (Drugie twierdzenie o definiowaniu przez indukcje).Niech A, B będą dowolnymi zbio-
rami. Niechg : A → B orazh : B∗ × A× N → B będą dowolnymi funkcjami. Wtedy istnieje dokładnie
jedna funkcjaf : A× N→ B spełniająca warunki:

1. (∀a ∈ A)
(

f (a,0) = g(a)
)

2. (∀a ∈ A)(∀n ∈ N)
(

f (a, (n+ 1)) = h(( f (a,0), . . . , f (a,n)),a,n)
)
.

Definicja 96. Niech A, B będą dowolnymi zbiorami. Funkcją częściową zA w B nazywamy każdą relację
f ⊆ A× B spełniającą warunek:

(∀a ∈ A)(∀b1,b2 ∈ B)(((〈a,b1〉 ∈ f ) ∧ (〈a,b2〉 ∈ f ))⇒ b1 = b2).

Zbiór funkcji czę́sciowych zA w B oznaczamyB⊆A. Podobnie jak w przypadku funkcji (całkowitych) pi-
szemy f (a) = b jeśli 〈a,b〉 ∈ f .

Twierdzenie 97 (O definiowaniu funkcji przez indukcję noetherowską).Niech〈A,≤〉 będzie zbiorem re-
gularnym i niechB,C będą dowolnymi zbiorami. Dla dowolnej funkcji funkcjih : B⊆A×C × A× C → B
istnieje dokładnie jedna funcja spełniająca warunek:

f (x, c) = h( f ∩ ({y ∈ A : y < x} × C × B), x, c).

(Napisx < y oznaczax ≤ y ∧ x 6= y).

17. Elementy algebry uniwersalnej

Definicja 98. Sygnaturąnazywamy rodzinę6 = {6n : n ∈ N} zbiorów parami rozłącznych. Elementy
zbioru6n nazywamysymbolami relacjin-argumentowych. Elementy60 nazywamysymbolami stałych(lub
po prostustałymi).

Definicja 99. Algebrą nad6 (lub 6-algebrą) nazywamy niepusty zbiórA wraz z interpretacją·A, czyli
przyporządkowaniem, które każdemu symbolowif ∈ 6n przyporządkowuje funkcjęf A : An → A. Tak
opisaną algebrę oznaczamy przezA lub 〈A, f A : f ∈ 6〉. Zbiór A nazywamynósnikiemalgebryA.
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17.1. Algebra termów

Definicja 100. Niech6 będzie sygnaturą i niechV = {vi : i ∈ N} będzie zbiorem zmiennych (zakładamy,
że6 ∩ V = ∅). PrzezT(6,V) będziemy oznaczać zbiór termów nad6, czyli najmniejszy zbiór zawierający
zmienne, symbole stałych (to znaczyV ⊆ T(6,V), 60 ⊆ T(6,V)), i zamknięty względem6 (to znaczy
jeśli f ∈ 6n, t1, . . . , tn ∈ T(6,V), to f (t1, . . . , tn) ∈ T(6,V)).

PrzezT(6) będziemy oznaczać zbiórtermów stałychnad6, czyli najmniejszy zbiór zawierający symbole
stałych (to znaczy60 ⊆ T(6)) i zamknięty względem6 (to znaczy jésli f ∈ 6n, t1, . . . , tn ∈ T(6), to
f (t1, . . . , tn) ∈ T(6).

Zbiór termów stałych można też zdefiniować jako zbiór tych termów, w których nie występują zmienne.

W zbiorze termówT(6,V) łatwo okréslić interpretację·F sygnatury6, czyli algebrę

〈T(6,V), f F : f ∈ 6〉

kładąc f F (t1, . . . , tn) = f (t1, . . . , tn) dla f ∈ 6n, t1, . . . , tn ∈ T(6,V). Podobnie jésli 60 6= ∅, można
okréslić interpretacjęH sygnatury6 w T(6).

AlgebryF , H są przykładami algebr wolnych nad6. AlgebraH jest nazywanauniwersum Herbranda
nad6.

Definicja 101. Niech t, t ′ ∈ T(6,V). Mówimy, żet ′ jestpodtermemt , jeśli t = t ′, lub t = f (t1, . . . , tn) i t ′

jest podtermemti dla pewnegoi ≤ n. Jésli t ′ jest podtermemt to piszemyt ′ v t .

17.2. Inna definicja zbioru termów. Drzewa

Definicja 102. Niech A będzie dowolnym zbiorem. ZbiórT ⊆ A∗ jest drzewemjeśli jest zaknięty na przed-
rostki (to znaczy, jésli u ≺ w (u jest przedrostkiemw) orazw ∈ T , to u ∈ T .

Elementy drzewa nazywamywierzchołkami. Każde drzewo zawiera słowo pusteε. Słowo puste nazy-
wamykorzeniem drzewa. Jésli w ∈ T orazwa ∈ T dlaw ∈ A∗, a ∈ A, to mówimy, żewa jestnastępnikiem
(synem) w w T , w nazywamypoprzednikiem(ojcem) wa. WierzchołekT , który nie ma następników na-
zywamy li ściem. Ścieżkąw drzewieT nazywamy dowolny podzbiórT liniowo uporządkowany relacją≺.
Ścieżka w drzewieT jestgałęzią, jeśli jest maksymalnym podzbioremT liniowo uporządkowanym relacją≺.
Każda gałąź zawiera korzeń drzewa. Jésli ścieżka jest skónczona, to zawiera dokładnie jeden liść. Stopniem
wierzchołkaw w drzewieT nazywamy ilósć następnikóww. Długością ścieżkiπ nazywamy moc zbioruπ .
Wysokóscią drzewaT nazywamy kres górny długości ścieżek wT . Jésli drzewoT jest skónczone, to jego
wysokósć jest równa długósci najdłuższej gałęzi wT .

Definicja 103. NiechT będzie drzewem i niechw ∈ T . Kładziemy

Tw = {u ∈ A∗ | wu ∈ T}

Łatwo sprawdzíc, żeTw jest drzewem.Tw nazywamypodrzewem drzewaT ukorzenionym ww. U jest po-
drzewemT , jeśli U = Tw dla pewnegow ∈ T .

Definicja 104. Drzewem adresównazywamy drzewoT nadN o tej własnósci, że dla każdegow ∈ T zbiór
następnikóww jest odcinkiem początkowymN, to znaczy jésli wn ∈ T dla pewnegon ∈ N, orazm < n, to
wm ∈ T .

Definicja 105. Niech6 będzie sygnaturą.Termemnad6 nazywamy dowolną paręt = 〈T,e〉, gdzieT jest
drzewem adresów,e : T → 6 zás funkcją, taką, że jésli w ∈ T,e(w) ∈ 6n, tow ma stopién n.

Definicja 106. Niech t = 〈T,e〉 będzie termem i niechw ∈ T . Podtermemt w w nazywamy termtw =
〈Tw,ew〉, gdzieew(u) = e(wu). t ′ jest podtermemt , jeśli t ′ = tw dla pewnegow ∈ T .
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Definicja 107. NiechA = 〈A, f A : f ∈ 6〉 będzie algebrą nad sygnaturą6. NiechT(6, X) będzie zbiorem
termów sygnatury6 ze zmiennymi ze zbioruX. WartósciowaniemX w algebrzeA nazywamy funkcjęσ :
X→ A. Wartością termut ∈ T(6, X) przy wartósciowaniuσ nazywamy elementA otrzymany z termut po
zastąpieniu każdej zmiennejx przezσ(x), zastąpieniu symboli funkcji z6 przez ich interpretacje wA oraz
obliczenie tak otrzymanego wyrażenia wA.

Bardziej formalnie, wartósciowanieσ rozszerza się do funkcjiσ ∗ : T(6, X) → A zdefiniowanej w
następujący sposób:

σ ∗(x) = σ(x), dlax ∈ X oraz

σ ∗( f (t1, ..., tn)) = f A(σ ( f1), ..., σ ( fn)), dla f ∈ 6n, t1, ..., tn ∈ T(6, X)

Jésli nie będzie prowadzić to do nieporozumién, będziemy pisaliσ zamiastσ ∗. Funkcjęσ nazywamy
wartósciowaniem zmiennych, a funkcjęσ ∗ wartósciowaniem termów. Elementσ ∗(t) algebryA nazywamy
wartóscią termut w algebrzeA. Zauważmy, że jésli term t nie zawiera zmiennych, toσ ∗(t) nie zależy odσ .
Ogólniej, jésli zmiennax nie występuje wt to σ ∗(t) nie zależy odσ(x).

Przykład 108. Zdefiniowane powyżej wartościowanie termów jest przykłademhomomorfizmualgebr, jest to
przykład homomorfizmu z algebry termówF w algebręA.

Definicja 109. NiechA i B będą algebrami nad sygnaturą6. Funkcjah : A → B jest homomorfizmem
algebryA w algebręB, jeśli dla każdegof ∈ 6n i dowolnycha1, ...,an ∈ A zachodzi równósć

h( f A(a1, ...,an)) = f B(h(a1), ..., h(an))

Przykład 110. Innym przykładem homomorfizmu jestpodstawienie.

Definicja 111. Niech6 będzie sygnaturą. Podstawienieσ w algebrze termówF = 〈T(6, X), f : f ∈ 6〉
jest funkcją przyporządkowująca zmiennym ze zbioruX ⊆ V elementyT(6,V). Jest to więc wartósciowanie
w algebrze termów. Jak poprzednio wartościowanieσ rozszerzamy doσ ∗ : T(6,V) → T(6,V) kładąc
σ(y) = y dla y ∈ V \ X. Oczywíscie, tak jak poprzednioσ ∗(x) = σ(x) dla x ∈ X orazσ ∗( f (t1, ..., tn) =
f (σ (t1), ..., σ (tn)). Termσ ∗(t) nazywamy wartóscią termut przy podstawieniuσ . Podobnie jak poprzednio,
jeśli nie prowadzi to do nieporozumień, piszemyσ zamiastσ ∗. Wartósć termut przy podstawieniuσ jest
termem uzyskanym z termut przez zastąpienie każdego wystąpienia zmiennejx w termiet przez termσ(x).

18. Problem unifikacji

Definicja 112. Niech6 będzie sygnaturą.Problemem unifikacjinazywamy następujące zadanie: „mając dany
zbiór {(t1,u1), ..., (tn,un)}, znaleź́c takie podstawienieσ , żeby dla każdegoi ≤ n zachodziłoσ(ti ) =
σ(ui ).” To znaczy, należy znaleźć takie przyporządkowanie termów zmiennym występującym w termach
t1,u1, ..., tn,un, żeby po podstawieniu tych termów za odpowiednie zmienne uzyskać termy równe. Podsta-
wienieσ nazywamyunifikatoremzbioru{(t1,u1), ..., (tn,un)}. Często ten zbiór (nazywany czaseminstancją
problemu unifikacji) zapisujemy jako{t1 = u1, ..., tn = un}.

Definicja 113. Jésli σ i τ są unifikatorami zbioru{(t1,u1), ..., (tn,un)}, to mówimy, żeσ jestogólniejszeod
τ , (co oznaczamyτ ≤ σ ) jeśli istnieje podstawienie%, takie, żeτ = %(σ), gdzie(%(σ ))(x) = %(σ(x)).
Podstawienieσ nazywamynajogólniejszym unifikatoremzbioru

PU = {(t1,u1), ..., (tn,un)}

jeśli σ jest unifikatoremPU orazσ jest ogólniejsze od każdego innego unifikatoraPU.

Twierdzenie 114. Istnieje algorytm, który dla zadanej instancji

{(t1,u1), ..., (tn,un)}

problemu unifikacji znajduje jego najogóniejszy unifikator lub odpowiada „nie ma unifikatora”.
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19. Systemy dowodzenia

19.1. System Hilberta dla rachunku zdán ze spójnikami→ i ⊥
Definicja 115. Litera1 oznacza dowolny zbiór formuł zdaniowych, zaś litery α, β, γ oznaczają dowolne
formuły. Dla dowolnej formułyα zapis¬α jest skrótem zapisuα→⊥.

Wyrażenie postaci1 ` α nazywamysekwentem. Wyrażeniè α oznacza∅ ` α. Wyrażenie1,α oznacza
1 ∪ {α}.
Aksjomaty systemu Hilberta

1,α ` α

1 ` α→ (β → α)

1 ` (α→ (β → γ ))→ ((α→ β)→ α→ γ ))

1 ` ¬¬α→ α

Reguła dowodzenia (reguła odrywania)

1 ` α 1 ` α→ β

1 ` β
Sekwenty nad poziomą kreską nazywamyprzesłankami, a sekwent pod kreską nazywamykonkluzją. Do-

wodem (sekwentu1 ` α) nazywamy skónczone drzewo etykietowane sekwentami, którego korzeń ma ety-
kietę1 ` α, li ście są etykietowane aksjomatami oraz dla każdego wierzchołka jego etykieta jest konkluzją
reguły wnioskowania, której przesłankami są etykiety następników tego wierzchołka. Jeśli istnieje dowód,
którego korzén jest etykietowany sekwentem1 ` α, to mówimy, że sekwent1 ` α jestwyprowadzalnyw
systemie Hilbertowskim. Mówimy, że1 ` α, jeśli sekwent1 ` α jest wyprowadzalny w systemie Hilber-
towskim.

Twierdzenie 116 (O dedukcji). Dla dowolnego zbioru formuł1 oraz dowolnych formułα i β, jeśli 1,α `
β, to1 ` α→ β.

Twierdzenie 117 (O adekwatnósci). Jésli 1 ` α, to dla każdego wartósciowania zmiennych zdaniowych,
jeśli spełnia ono wszystkie formuły z1, to spełnia także formułęα. W szczególnósci, jésli ` α, to α jest
tautologią.

Twierdzenie 118. Dla dowolnych formułα i β zbudowanych ze zmiennych zdaniowych przy użyciu spójni-
ków⊥ i→, następujące sekwenty są wyprowadzalne w systemie Hilbertowskim:

` α→ (¬β → ¬(α→ β))

` ⊥ → α

` (α→ β)→ ((¬α→ β)→ β)

Twierdzenie 119 (Kalmar). Niechα będzie formułą zbudowaną przy ze zmiennychq1,q2, . . . ,qn przy uży-
ciu spójników⊥ i → i niechv : P → {0,1} będzie dowolnym wartósciowaniem. Dlai = 1, . . . ,n definiu-
jemy formuły:

q′i =
{

qi jeśli v(qi ) = 1,
¬qi jeśli v(qi ) = 0.

Niechα′ będzie formuła identyczną zα, jeśli wartósciowaniev spełnia formułęα. Jésli natomiast wartóscio-
waniev nie spełnia formułyα, to jakoα′ bierzemy¬α. Wówczas{q1, . . . ,qn} ` α.

Twierdzenie 120. Dla dowolnego zbioru formuł1 i dowolnych formułα i β, jeśli1,α ` β i 1,¬α ` β, to
1 ` β.

Twierdzenie 121 (O pełnósci). Jésli α jest tautologią zbudowaną ze zmiennych zdaniowych przy użyciu
spójników→ i ⊥, to` α.
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19.2. System Hilberta dla rachunku zdán ze spójnikami∨ i ∧
System Hilberta rozszerzamy o następujące aksjomaty:

1 ` (α ∧ β)→ ¬(α→ ¬β)
1 ` ¬(α→ ¬β)→ (α ∧ β)
1 ` (α ∨ β)→ (¬α→ β)

1 ` (¬α→ β)→ (α ∨ β)

i pozwalamy, by formuły z1 orazα i β zawierały spójniki∨ i ∧. Aby odrózníc ten system od poprzedniego,
jego sekwenty będziemy oznaczać1 `H+ α.

Twierdzenie 122. Dla dowolnej formuły zdaniowejα istnieje formułaα̃ zbudowana ze zmiennych zdanio-
wych jedynie przy użyciu spójnkiów⊥ i→, taka, żè H+ α→ α̃ oraz`H+ α̃→ α.

Dla rozszerzonego systemu również są prawdziwe twierdzenia o adekwatności i pełnósci.

20. Język pierwszego rzędu

20.1. Składnia

Definicja 123. Sygnaturąjęzyka pierwszego rzędu nazywamy zbiór6 = 6F ∪ 6R, gdzie6F jest zbiorem
symboli funkcyjnycha6R zbioremsymboli relacyjnych, przy czym6F = ⋃i∈N6

F
i i 6R = ⋃i∈N6

R
i , gdzie

6F
i i 6R

i są odpowiednio zbiorami symboli funkcyjnych i relacjii -argumentowych (i ≥ 0).

Definicja 124. Zbiór termówT (6,V) = T (6F ,V) definiujemy jako najmniejszy zbiór zawierający zmien-
ne ze zbioruV i zamknięty ze względu na tworzenie termów złożonych zawierających symbole funkcji z6F ,
tj. jeśli t1, . . . , tn są termami, zás f ∈ 6F

n , to f (t1, . . . , tn) też jest termem.

Definicja 125. Zbiór formuł atomowych jest zbiorem napisów postaciR(t1, . . . , tn), gdzie R ∈ 6R
n , zás

t1, . . . , tn są termami.

Definicja 126. Zbiór formuł rachunku predykatów pierwszego rzędujest najmniejszym zbiorem napisów za-
wierającym formuły atomowe, zamkniętym ze względu na spójniki zdaniowe∨, ∧, ¬,⊥,⇒,⇔, oraz kwan-
tyfikatory∀ i ∃, tzn. jésli α i β są formułami zás x jest zmienną (zV), to formułami są także⊥, ¬α, α ∨ β,
α ∧ β, α ⇒ β, α ⇔ β, ∀x.α, ∃x.α.

Definicja 127. Zbiór zmiennychwolnychFV(α) formuły α definiujemy indukcyjnie:

FV(⊥) = ∅

FV(R(t1, . . . , tn)) = FV(t1) ∪ . . . ∪ FV(tn)

FV(α ∨ β) = FV(α ∧ β) = FV(α ⇒ β) = FV(α ⇔ β) = FV(α) ∪ FV(β)

FV(∀x.α) = FV(∃x.α) = FV(α) \ {x}
gdzie dla termówFV(ti ) oznacza zbiór wszystkich zmiennych występujących wti .

Definicja 128. Wszystkie wolne wystąpienia zmiennejx w formuleα stają sięzwiązaniew formule∀x.α i
∃x.α. Mówimy że kwantyfikatorwiążete wystąpienia.

Definicja 129. Formuła bez zmiennych wolnych nazywa sięzdaniem.
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20.2. Semantyka

Definicja 130. StrukturaA sygnatury6 to niepusty zbiórA zwany jejuniwersumi interpretacja, czyli funk-
cja ·A, która każdemu symbolowi funkcjif ∈ 6F

n przyporządkowuje funkcjęf A : An → A i każdemu
symbolowi relacjiR ∈ 6R

n przyporządkowuje relacjęRA ⊆ An.

Definicja 131. Wartósciowaniemw strukturzeA nazywamy dowolną funkcjęv : V → A. Ponadto niech

(va
x)(y) =

{
v(y), gdy x 6= y,
a, gdy x = y,

dla dowolnego wartósciowaniav : V → A, zmiennejx ∈ V i elementua ∈ A.

Definicja 132. Dla dowolnego termu zT (6F ,V) definiujemy jegointerpretacjętA[v] przy zadanym warto-
ściowaniu zmiennychv : V → A indukcyjnie:

xA[v] = v(x)

( f (t1, . . . , tn))
A[v] = f A(tA

1 [v], . . . , tA
n [v])

Definicja 133. Poniżej definujemy indukcyjnie relację|=. Gdy ona zachodzi, co oznaczamyA |= α[v], to
mówimy żestrukturaA spełnia formułęα przy wartósciowaniuv : V → A.

1. Nigdy nie zachodziA |= ⊥[v].

2. A |= R(t1, . . . , tn)[v] wtw (tA
1 [v], . . . , tA

n [v]) ∈ RA.

3. A |= (t1 = t2)[v] wtw tA
1 [v] = tA

2 [v].

4. A |= (α ∧ β)[v] wtw gdy zachodzą jednocześnieA |= α[v] i A |= β[v].

5. A |= (α ∨ β)[v] wtw gdyA |= α[v] lub A |= β[v].

6. A |= (α ⇒ β)[v] wtw gdy nie zachodziA |= α[v] lub zachodziA |= β[v].

7. A |= (α ⇔ β)[v] wtw jednoczésnie nie zachodząA |= α[v] i A |= β[v], lub jednoczésnie zachodzą
A |= α[v] i A |= β[v].

8. A |= (∀x.α)[v] wtw dla każdego elementua ∈ A zachodziA |= α[va
x ].

9. A |= (∃x.α)[v] wtw istnieje elementa ∈ A dla którego zachodziA |= α[va
x ].

Definicja 134. Formułaα jestspełnialna wA, jeśli istnieje wartósciowaniev : V → A dla którego zachodzi
A |= α[v]. Formułaα jest spełnialna, jeśli istnieje strukturaA, w której α jest spełnialna. Formułaα jest
prawdziwa wA (strukturaA jest modelem dlaα), jeśli dla każdego wartósciowaniav : V → A zachodzi
A |= α[v]. Formułaα jestprawdziwa(jesttautologią), jeśli dla każdej strukturyA, formułaα jest prawdziwa
w A.

20.3. Podstawienia

Definicja 135. Dla dowolnej formułyα napisα[x/t ] oznacza wynik podstawienia termut w każde wolne
wystąpieniex w α. Podstawienie to jestdopuszczalne, jeśli w wyniku tego podstawienia żadna zmienna z
t nie staje się związana, tj. każde wystąpieniex w α nie znajduje się w zasięgu żadnego kwantyfikatora
wiązącego zmienną występującą wt .

Twierdzenie 136 (O podstawianiu.).Dla dowolnech termóws i t i zmiennejx zachodzi

(t [x/s])A[v] = tA[vsA[v]
x ]

Dla dowolnej formułyα, jeśli podstawienie[x/s] jest dopuszczalne wα, to A |= (α[x/s])[v] wtw A |=
α[vsA[v]

x ].

Fakt 137. Dla dowolnej formułyα, zmiennejx i termus, jeśli podstawienie[x/s] jest dopuszczalne wα, to
formuła(∀x.α)⇒ (α[x/s]) jest tautologią.
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20.4. Hilbertowski system dowodzenia

20.4.1. Aksjomaty

1,α ` α

1 ` α ⇒ (β ⇒ α)

1 ` (α ⇒ (β ⇒ γ ))⇒ ((α ⇒ β)⇒ (α ⇒ γ ))

1 ` ¬¬α ⇒ α

1 ` (α ∧ β)⇒ ¬(α ⇒ ¬β)
1 ` ¬(α ⇒ ¬β)⇒ (α ∧ β)
1 ` (α ∨ β)⇒ (¬α ⇒ β)

1 ` (¬α ⇒ β)⇒ (α ∨ β)
1 ` (α ⇔ β)⇒ ((α ⇒ β) ∧ (β ⇒ α))

1 ` ((α ⇒ β) ∧ (β ⇒ α))⇒ (α ⇔ β)

1 ` (∀x.(α ⇒ β))⇒ ((∀x.α)⇒ (∀x.β))
1 ` α ⇒ (∀x.α), jeśli x 6∈ FV(α)

1 ` (∀x.α)⇒ α[x/t ], jeśli [x/t ] jest dopuszczalne wα

1 ` x = x

1 ` x1 = y1⇒ (. . .⇒ (xn = yn ⇒ ( f (x1, . . . , xn) = f (y1, . . . , yn)))),

gdzie f ∈ 6F
n

1 ` x1 = y1⇒ (. . .⇒ (xn = yn ⇒ (R(x1, . . . , xn)⇒ R(y1, . . . , yn)))),

gdzieR ∈ 6R
n

Reguła dowodzenia
1 ` α ⇒ β 1 ` α

1 ` β
Zbiór formuł1 jestsprzeczny, jeśli 1 ` ⊥. Zbiór który nie jest sprzeczny, jestniesprzeczny.

Twierdzenie 138 (O dedukcji). Dla dowolnego zbioru formuł1 oraz dowolnych formułα i β, jeśli 1,α `
β, to1 ` α→ β.

Definicja 139. Napis1 |= α oznacza, że dla każdej strukturyA i każdego wartósciowaniav, jeśli dla każdej
formuły β ∈ 1 zachodziA |= β[v], to równieżA |= α.

Twierdzenie 140 (O adekwatnósci). Jésli1 ` α, to1 |= α. W szczególnósci, jésli ` α, toα jest tautologią.

Twierdzenie 141 (O istnieniu modelu).Dla dowolnej sygnatury6, każdy niesprzeczny zbiór zdań nad6
ma model.

Twierdzenie 142 (Silne twierdzenie o pełnósci). Dla dowolnego zbioru formuł1 oraz dowolnej formułyα,
jeśli 1 |= α, to1 ` α. W szczególnósci, jésli α jest tautologią, tò α.

Twierdzenie 143 (Oα-konwersji). Jésli 1 ` ∀x.β oraz podstawienie[x/y] jest dopuszczalne wβ, oraz
y 6∈ FV(∀x.β), to1 ` ∀y.(β[x/y]).

Twierdzenie 144 (O generalizacji).Jésli1 ` α, to dla dowolnej zmiennejx, jeśli x 6∈ FV(1), to1 ` ∀x.α.
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