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Szanowni Państwo,

Program wykładu logiki dla informatyków nie jest trudny — w następnych se-
mestrach będziecie Państwo słuchali dużo trudniejszych wykładów. Mimo to co roku
znaczna część studentów nie zdaje egzaminu z logiki.

Jednym z powodów niepowodzenia na egzaminie jest to, że jest to dla Was pierw-
szy w życiu wykład akademicki, w którym pojawia się duża liczba nowych pojęć. Poję-
cia te, na ogół dosyć abstrakcyjne, pojawiają się licznie na każdych zajęciach. Trzeba
się ich wszystkich nauczyć. Nauczyć — to mało, gdyż matematyka nie polega na wy-
konywaniu mniej lub bardziej skomplikowanych rachunków, lecz na przeprowadzaniu
rozumowań. Dlatego jest bardzo ważne, byście nie tylko je znali, ale i dobrze rozu-
mieli. Wykład ma Wam w tym pomóc, ale wielu z Was nie zdoła na samym wykładzie
opanować całego materiału. Na wykładzie nie nauczycie się też sprawnie posługi-
wać wprowadzonymi pojęciami. Dlatego musicie systematycznie pracować w domu.
Jésli przed zajęciami przypomnicie sobie wcześniej wprowadzone definicje, zwięk-
szycie swoje szanse na zrozumienie nowego materiału. Jeśli natomiast nie będziecie
znać wcześniej wprowadzonych pojęć, będziecie z dużym prawdopodobieństwem sie-
dzieć na wykładzie, jak na tureckim kazaniu. Jeżeli przyswojenie nowych pojęć spra-
wia Wam trudnósć, radzę także przed wykładem przejrzeć podane w przygotowanych
przez nas notatkach definicje, które dopiero zostaną na zajęciach wprowadzone. Być
może czytając je po raz pierwszy przed wykładem nie potraficie ich w pełni zrozumieć,
ale gdy je wcześniej przeczytacie, wyniesiecie z wykładu znacznie więcej. Poza tym
będziecie przed zajęciami wiedzieć, czego nie rozumiecie i o co na wykładzie zapytać.

Od wielu lat wszystkim studentom zaczynającym studia powtarzam to, co napi-
sałem w poprzednim paragrafie. Niestety z marnym skutkiem. Co roku w drugiej po-
łowie semestru okazuje się, że znaczna część studentów nie rozumie wykładu, bo nie
pamięta wcześniej wprowadzonych definicji i nie zna treści udowodnionych wcze-
śniej twierdzeń. Co roku mniej niż połowa studentów zdaje egzamin z logiki. Bardzo
nas to martwi. Chcielibýsmy, aby znaczna większość z Was mogła ukończyć studia.
Dlatego aby Was zdyscyplinować i zmusić do systematycznej pracy wprowadzamy
opisane w regulaminie zajęć rygory (punktowy system zaliczania ćwiczeń, kartkówki,
egzamin połówkowy itd.). Ich celem nie jest uprzykrzenie Wam życia, ale zwiększenie
szansy na to, że zdacie egzamin.

Leszek Pacholski
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2.2. Operacje nieskończone na zbiorach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .38

3. Relacje 43
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7.3. Zawieranie zbiorów jako relacja porządku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .78
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A
Informacje ogólne

A.1. Program wykładu

Ponieważ przedmiotLogika dla Informatykówjest obowiązkowy, jego program
jest ustalony wProgramie Studiów Informatycznych na Uniwersytecie Wrocławskim
z 17 czerwca 1997 z późniejszymi zmianami, dostępnym m. in. w sekretariacie In-
stytutu Informatyki, pok. 29 i — w wersji elektronicznej — pod adresem:

http://www.ii.uni.wroc.pl/program/

A.2. Zapisy na zajęcia

W zajęciach mogą uczestniczyć zarówno studenci studiów magisterskich, jak i li-
cencjackich. Na zajęcia należy się zapisać w internetowym systemieZapisy, dostęp-
nym pod adresemzapisy.ii.uni.wroc.pl. Zadeklarowanie przedmiotu w syste-
mie Zapisyjest formą umowy pomiędzy studentem i uczelnią. Student zobowiązuje
się uczęszczác na zajęcia, uczelnia zaś zobowiązuje się je prowadzić i oceníc studenta
po ich zakónczeniu. Dlatego do egzaminu będą mogły przystąpić jedynie osoby za-
pisane na wykład, a zaliczeniećwiczén będą mogły uzyskác jedynie osoby zapisane
naćwiczenia.

Chociaż w systemieZapisyprowadzący są dla porządku przypisani do poszcze-
gólnych gruṕcwiczeniowych, jednak w kolejnych tygodniach mają zajęcia z różnymi
grupami. Dlatego przy wyborze grupy nie należy się kierować nazwiskiem prowadzą-
cego, gdyż każdy student będzie miał przeciętnie trzyćwiczenia z każdym z prowa-
dzących.

Jedna z gruṕcwiczeniowych jest oznaczona jakogrupa zaawansowana. Do tej
grupy powinni się zapisác studenci o większych zdolnościach i aspiracjach matema-
tycznych. Rozwiązuje się w niej nieco trudniejsze (ale i ciekawsze) zadania i wymaga
od studentów nieco większej samodzielności. Przytoczone na następnych stronach
Zasady prowadzenia i zaliczania ćwiczeńdotyczą jedynie grup podstawowych. Spo-
sób zaliczaniácwiczén w grupie zaawansowanej jest ogłaszany przez prowadzącego



x A.3. Obsada zajęć i konsultacje

te ćwiczenia i nie jest opisany w niniejszych notatkach. Rotacja prowadzących nie
obejmuje grupy zaawansowanej.

A.3. Obsada zaję ć i konsultacje

Obsada zaję́c dydaktycznych jest ogłoszona wTerminarzu zajęćna dany rok aka-
demicki, dostępnym pod adresem

http://www.ii.uni.wroc.pl/~pacholsk/logter.phtml

Każdy student ma niepodważalne prawo do bezpośredniej rozmowy z prowadzą-
cymi na temat zaję́c, w których uczestniczy. Uważamy, że z takich spotkań, tj. kon-
sultacji, studenci korzystają nawet zbyt mało. Serdecznie zapraszając na konsultacje
mamy jednak prósbę, by przestrzegać ustalonych przez prowadzących zasad. Każdy
pracownik dydaktyczny wyznacza dwie godziny w tygodniu, w czasie których jest
do dyspozycji studentów. Poszczególni prowadzący ustalają także inne sposoby kon-
sultacji. Pracownicy spędzają w Instytucie znacznie więcej czasu, niż podane dwie
godziny, ale poza dydaktyką wykonują też wiele innych prac. Dlatego prosimy trak-
towác ze zrozumieniem ogłoszenia typu „proszę studentów o nieprzychodzenie poza
godzinami konsultacji”. Prósba o respektowanie podanych terminów dotyczy szcze-
gólnie spraw technicznych, takich jak reklamacje dotyczące rankingu, czy wpisy ocen
do indeksów. Studentów zapisanych na przedmiot jest ponad stu, a prowadzący — je-
den. Nie chcemy, żeby studenci odnieśli wrażenie, że prowadzący starają się od nich
izolowác. Chodzi tylko o to, by nasze kontakty z dużą liczbą studentów przebiegały
sprawnie i nie dezorganizowały naszej pracy w Instytucie.

Godziny konsultacji można znaleźć m. in. wTerminarzu zajęći na stronach do-
mowych prowadzących.

Poza prowadzącymi wykład, repetytorium ićwiczenia, zajęcia obsługuje także
sekretarz dydaktyczny. Do jego zadán należy m. in. przygotowywanie rankingówćwi-
czén i wyliczanie ocen kóncowych. Wszelkie problemy techniczne dotyczące punk-
tacji za zadania, zadania domowe i kartkówki proszę wyjaśniác nie z prowadzącymi
ćwiczenia, lecz bezpośrednio u sekretarza dydaktycznego w podanych przez niego
terminach.
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wa, 1978. Obszerny wykład teorii mnogości. W bibliotece Instytutu są dwa
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C
Zasady prowadzenia
i zaliczania ćwiczeń

Poniższy regulamin dotyczy jedynie zajęć w grupach podstawowych i nie obej-
muje grupy zaawansowanej.

C.1. Wstęp

Zasadniczym celeḿcwiczén z przedmiotuLogika dla informatykówjest ułatwie-
nie studentom samodzielnej pracy nad opanowaniem materiału w czasiecałego se-
mestru. Ocena źcwiczén jest oceną jakósci i intensywnósci pracy studenta w trakcie
semestru, w odróżnieniu od egzaminu z przedmiotuLogika dla informatyków, który
ocenia stan wiedzy studenta w chwili zakończenia semestru.

Wykładowca ogłasza z odpowiednim wyprzedzeniem numery zadań z niniejszego
zbioru. Studenci rozwiązują podane zadaniasamodzielnie w domu. Jeżeli student ma
wątpliwósci i chciałby je skonsultowác z prowadzącym, powinien to uczynić w czasie
godzin konsultacji prowadzącego. Zakłada się przy tym, że studenci będą dążyć do
pewnej samodzielności w pracy nad opanowaniem przedmiotu. Zachęca się także
studentów do wspólnej nauki.

Podstawą do wystawienia oceny jest liczba zadań, które student rozwiązał w trak-
cie całego semestrui, pomijając wyjątkowe przypadki, ocena zależy w sposób li-
niowy od tej ilósci. Prowadzący spotyka się ze studentami regularnie naćwiczeniach,
aby ustalíc faktyczną liczbę zadań rozwiązanych przez każdego studenta. Dlatego po-
mimo iż na zajęciach powinna panować swobodna atmosfera, nie należy zapominać,
że każdécwiczenia są w istociesprawdzianemwiedzy studentów. Prezentowanie roz-
wiązán na tablicy całej grupie studentów ma także walor dydaktyczny, pozwala bo-
wiem osobom które nie poradziły sobie z zadaniem na poznanie jego wzorcowego
rozwiązania (z okréslonych niżej zasad szczegółowych wynika, że rozwiązanie pre-
zentują jedynie studenci dobrze przygotowani). Ocena studenta jest bezwzględna,
tj. niezależna od osiągnięć innych uczestników zajęć.
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Numery zadán obowiązujących na następny tydzień są ogłaszane na wykładzie.
Są one także wymienione wTerminarzu zajęćna dany rok. Podczas całego semestru
jest prowadzony rankinǵcwiczén zawierający zestawienie aktualnie zdobytej liczby
punktów przez każdego studenta i prognozę oceny końcowej. Po zakónczeniu seme-
stru ranking zawiera ostateczne wynikićwiczén. We wszelkich sprawach dotyczą-
cych liczby zdobytych punktów i zadań domowych studenci winni zgłaszać się do
sekretarza dydaktycznego w czasie jego godzin konsultacji.

Na każde z około 13 zajęć zadaje się przeciętnie 8 zadań. W semestrze zadaje się
więc do rozwiązania około stu zadań. Niniejsze notatki zawierają 822 zadania, a więc
spory nadmiar. Zachęca się studentów do rozwiązywania także pozostałych zadań.

Data ogłoszenia ocen źcwiczén jest podana wTerminarzu zajęć. Tego samego
dnia w podanych godzinach studenci winni przyjść do sekretarza dydaktycznego ce-
lem uzyskania wpisów do indeksów. W tym terminie będzie też można wyjaśniác
wszelkie problemy dotyczące liczby zdobytych punktów zćwiczén. Wpisy zaliczén
do indeksów w innych terminach nie będą dokonywane.

Pierwszećwiczenia w semestrze nie są punktowane. Na zajęciach są rozwiązy-
wane zadania z rozdziału 0 niniejszych notatek.

C.2. Szczegółowe zasady prowadzenia zaję ć

1. Co najmniej na trzy dni (zwykle na tydzień) przed zajęciami jest ogłaszana
(w trakcie wykładu, w gablocie w hallu, na stronie WWW wykładu itp.) li-
sta numerów zadań z niniejszego zbioru. Nácwiczeniach są rozwiązywane
wybrane zadania z tej listy. Prowadzącemu pozostawia się decyzję odnośnie
wyboru zadán do rozwiązania.

W roku akademickim 2004/5 będzie wdrażany elektroniczny system zgłaszania
zadán. Decyzja o wyborze tego systemu lub powrocie do tradycyjnego sposobu de-
klarowania zadán zostanie podjęta w odpowiedniej chwili i ogłoszona na wykładzie.
W zależnósci od tej decyzji będzie obowiązywał jeden z poniższych punktów 2a
lub 2b.

2a. Przed rozpoczęciem zajęć student wypełnia kupon wpisując numery zadań z li-
sty, które potrafi rozwiązác.1 Kartka powinna býc wypełniona czytelnie, zawie-
rać datę, jednoznacznie wpisane numery zadań2 oraz imię i nazwisko studenta.
Bezpósrednio po wej́sciu do salícwiczeniowej prowadzący zajęcia zbiera ku-
pony.Gdy prowadzący przychodzi do sali ćwiczeniowej, kupony powinny być
już wypełnione przez studentów tak, by mogły być natychmiast zebrane i by

1Gotowe kupony można wyciąć z ostatnich stron niniejszej książeczki.
2Niedopuszczalne są sformułowania typu „pierwsza część zadania 7” itp. Zadanie jest niepodzielną

całóscią a deklaracja studenta powinna być jednoznaczna: tak lub nie.
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prowadzący nie musiał opóźniać rozpoczęcia zajęć oczekując na wypełnienie
kuponów.

2b. Przed rozpoczęciem zajęć student łączy się przy pomocy przeglądarki interne-
towej z serwerem systemu deklaracji znajdującym się pod adresem

http://www.ii.uni.wroc.pl/deklaracje/

i wypełnia elektroniczny formularz zgłoszenia zadań. Na pię́c minut przed roz-
poczęciem zaję́c przyjmowanie deklaracji zostaje wstrzymane, a prowadzący
otrzymują wydruk wypełnionych kuponów.

3. Po rozpoczęciu zajęć dokonywanie jakichkolwiek zmian w treści złożonych
deklaracji3 jest niemożliwe.

4. Rozwiązanie danego zadania na tablicy przedstawia jedna z osób, wybrana
przez prowadzącego, która zgłosiła gotowość rozwiązania tego zadania.4 Pro-
wadzący ma prawo przerwać osobie referującej w dowolnym momencie i po-
prosíc inne osoby, które zgłosiły gotowość rozwiązania danego zadania, o kon-
tynuowanie.5

5. Na każdych zajęciach student zdobywa liczbę punktów równą sumie warto-
ści zadán, które zgłosił do rozwiązania z listy przewidzianej na dane zajęcia,
z wyjątkiem przypadków opisanych w punktach 8 i 9.

6. W ciągu semestru student ma obowiązek dostarczyć rozwiązania dwóch za-
dán domowych. Na każdych zajęciach prowadzący wyznaczają po około trzy
osoby w każdej grupiécwiczeniowej. Te osoby mają obowiązek przynieść na
następnécwiczenia pracę pisemną, napisaną czytelnie na arkuszu papieru for-
matu A4 lub wydrukowaną na komputerze. Zadania domowe mają rozwinąć
u studentów zdolnósć jasnego, precyzyjnego i czytelnego redagowania rozwią-
zán zadán. Za pracę można otrzymać od 0 do 5 punktów. Oceniona praca jest
zwracana autorom w kolejnym tygodniu. Zadania sprawdza sekretarz dydak-
tyczny.

3Np. prósby o wycofanie lub dopisanie jakiegoś zadania.
4Niniejsze regulacje nie ustalają sposobu wyboru tej osoby. Może on być dokonany losowo. Prowa-

dzący może też np. częściej wybierác osoby, które w przeszłości nie poradziły sobie, mimo zadeklarowanej
chęci, z rozwiązaniem zadania na tablicy. Może również przedstawić rozwiązanie tego zadania samodziel-
nie albo pozostawić to rozwiązanie ochotnikowi.

5Niniejsze regulacje nie precyzują postępowania w sytuacji, gdy następna osoba stwierdzi, że jej sposób
rozumowania jest zupełnie inny. Może wówczas rozpocząć referowanie rozwiązania od początku. Decyzja
należy do prowadzącego.
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punkty ocena

−∞ ÷ 74 ndst

75÷ 87 dst

88÷ 100 dst+

101÷ 113 db

114÷ 126 db+

127÷ +∞ bdb

Tablica C.1. Sposób przeliczania liczby punktów na ocenę zćwiczén

7. Student powinien znác definicje wprowadzanych na wykładzie pojęć i sformu-
łowania podstawowych twierdzeń. Oczekujemy, że przed każdym wykładem
i każdymi ćwiczeniami studenci będą przypominać sobie wczésniej poznany
materiał. Aby ułatwíc studentom systematyczne powtarzanie wcześniej pozna-
nego materiału,́cwiczenia mogą rozpoczynać się od bardzo prostej kartkówki
sprawdzającej znajomość poję́c wprowadzanych na wykładzie oraz podstawo-
wych faktów (według niniejszych notatek do wykładu). Za znajomość defini-
cji i podstawowych twierdzén — czyli za poprawną odpowiedź na wszystkie
pytania zadane w kartkówce — student otrzymuje10 punktów. W semestrze
odbędzie się około czterech kartkówek.

8. Jeżeli podczas przedstawiania rozwiązania na tablicy okaże się, że student po-
pełnił błąd (np. przeoczył trudność lub źle zrozumiał trésć zadania) i nie jest
w stanie rozwiązác poprawnie tego zadania, nie otrzymuje punktów za to za-
danie i dodatkowo traci dwa razy tyle punktów, ile można było zdobyć za jego
poprawne rozwiązanie.

9. Jeżeli okaże się, że student oświadczył nieprawdę i nie umie w ogóle rozwią-
zác zadania lub nawet nie rozumie jego treści, traci wszystkie punkty zdobyte
danego dnia oraz dodatkowo 10 punktów.6 W ten sam sposób jest traktowany
student, który nie przyniósł pracy domowej, opisanej w punkcie 6.

10. Liczba punktów uzyskana przez studenta w ciągu całego semestru jest sumą
liczby punktów zadeklarowanych naćwiczeniach (wraz z otrzymanymi punk-
tami karnymi), punktów za zadania domowe i punktów z kartkówek. Ocena
końcowa z zaję́c jest wystawiana na podstawie tej liczby, według tablicy C.1.

6Z punktu widzenia interesów studenta okazuje się krytyczne rozróżnienie między tym punktem i po-
przednim. Niestety, mimo jasnego sformułowania, chodzi tu o kwestię merytoryczną co do której podanie
ścisłego algorytmu postępowania jest niemożliwe. Rozróżnienie to pozostaje do decyzji prowadzącego.
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W ciągu semestru do rozwiązania zostaną przedstawione zadania o łącznej licz-
bie punktów nie mniejszej niż 104. Oznacza to, że łącznie z punktami za zada-
nia domowe (10) i za kartkówki (40) można uzyskać co najmniej 154 punkty.

11. Ocena kóncowa nie podlega poprawianiu po zakończeniu semestru. Nie ma
kolokwiów poprawkowych.7

12. Studenci po zapisaniu się do grupćwiczeniowych nie mogą ich zmieniać, mimo
iż wszystkie zajęcia odbywają się w tym samym czasie.

13. Podczas referowania zadań przy tablicy student nie może mieć przy sobie no-
tatek.

7Student powinien miéc świadomósć, że zaję́c można nie zaliczýc. W szczególnósci utrata punktów
zgodnie z paragrafem 9 może jednoznacznie i nieodwołalnie skazać studenta na niezaliczenie zajęć i ko-
niecznósć powtarzania przedmiotu w następnym roku lub skreślenie z listy studentów.





D
Egzaminy

Oceną, jaką student otrzymuje z przedmiotu, jest wynik egzaminu zasadniczego.
W razie otrzymania oceny niedostatecznej student ma prawo przystąpić do egzaminu
poprawkowego.

W razie przyłapania násciąganiu podczas którejkolwiek części egzaminu student
otrzymuje ocenę niedostateczną. Ocena ta jest ostateczna i nie podlega poprawianiu,
a sprawa tego studenta jest kierowana do Dziekana.

Na egzamin należy przynieść przybory do pisania (pióro, długopis) i dowolny
dokument ze zdjęciem w celu potwierdzenia tożsamości (dowód osobisty, paszport,
legitymacja studencka, indeks itp). W trakcie egzaminu indeksy nie będą zbierane.
Używanie notatek i własnego papieru jest niedozwolone. Wnoszenie toreb, wierzch-
nich okrýc i wszelkich innych ruchomósci na salę egzaminacyjną jest niedopusz-
czalne. Studenci powinni pozostawić je np. w szafkach w szatni. Strój odświętny na
egzaminie nie jest wymagany.

Zarówno za egzamin zasadniczy (dwuczęściowy), jak i poprawkowy (jednoczę-
ściowy) można otrzymác od−100do 100punktów. Jeżeli punktacja za zadanie eg-
zaminacyjne wynosin, znaczy to, że za rozwiązanie tego zadania można otrzymać
od−n don punktów. Punkty ujemne będą przyznawane za umieszczenie w rozwiąza-
niu odpowiedzi kompromitująco fałszywych. Za brak rozwiązania zadania otrzymuje
się 0 punktów. Liczba punktów możliwych do zdobycia na egzaminie może zostać
zwiększona poprzez dodanie zadań bonusowych.

Do wyników egzaminu zasadniczego i poprawkowego dolicza się punkty bonu-
sowe za zaliczeniécwiczén. Liczba punktów bonusowych jest częścią całkowitą ilo-
razu:(C−75)/10, gdzieC oznacza całkowitą liczbę punktów uzyskanych na zalicze-
nie ćwiczén w semestrze bezpośrednio poprzedzającym egzamin.Osobom, które za-
liczyły ćwiczenia w poprzednich latach punktów bonusowych się nie dolicza. Studen-
tom odbywającym ćwiczenia w grupie zaawansowanej punktów bonusowych się nie
dolicza.Punkty z egzaminu zasadniczego i poprawkowego przeliczają się na oceny
zgodnie z tablicą D.2.

Terminy egzaminów, miejsca ich przeprowadzenia, przydział studentów do sal,
terminy ogłoszenia wyników oraz miejsca i terminy konsultacji poegzaminacyjnych
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punkty ocena

−100÷ 49 ndst

50÷ 59 dst

60÷ 69 dst+

70÷ 79 db

80÷ 89 db+

90÷ +∞ bdb

Tablica D.2. Sposób przeliczania liczby punktów na ocenę z egzaminu

są podane wTerminarzu zajęć. Wszelkie wątpliwósci dotyczące sposobu oceniania
egzaminu i otrzymanych ocen studenci powinni wyjaśniác w trakcie konsultacji po-
egzaminacyjnych. W czasie konsultacji po egzaminie końcowym i poprawkowym
studenci winni zgłosíc się z indeksami i kartami zaliczeń celem otrzymania wpisu
oceny do indeksu. Wpisy do indeksów i konsultacje dotyczące wyników egzaminów
w innych terminach nie będą dokonywane.

Trésć zadán egzaminacyjnych oraz wyniki egzaminów są ogłaszane wTerminarzu
zajęćpo zakónczeniu egzaminu.

D.1. Egzamin zasadniczy

Ocena z egzaminu zasadniczego jest wystawiana na podstawie sumy punktów
z dwóch egzaminów — połówkowego i końcowego — i punktów bonusowych. Eg-
zamin połówkowy odbywa się w połowie semestru, egzamin końcowy zás w sesji
zimowej. Na egzaminie połówkowym można zdobyć do 40 punktów, na egzaminie
zasadniczym zás60punktów. Zakres materiału na egzaminie połówkowym obejmuje
zajęcia poprzedzające egzamin. Zakres materiału na egzaminie końcowym obejmuje
cały semestr.

W razie nieobecnósci na egzaminie połówkowym lub końcowym spowodowa-
nej chorobą student ma obowiązek dostarczyć egzaminatorowi (osobiście, pocztą lub
przez osoby trzecie) zwolnienie lekarskie w ciągu trzech dni licząc od dnia egzaminu.
Nieusprawiedliwiona w ten sposób nieobecność studenta na którejkolwiek części eg-
zaminu zasadniczego jest równoznaczna z uzyskaniem zerowej liczby punktów z tego
egzaminu. W szczególnych przypadkach decyzję o usprawiedliwieniu nieobecności
na egzaminie może podjąć Dziekan.
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D.1.1. Egzamin połówkowy

Wszyscy studenci zapisani na przedmiotLogika dla Informatykówmają obowią-
zek stawíc się na ten egzamin.

W razie usprawiedliwionej nieobecności na egzaminie połówkowym całkowitą
liczbę punktów z egzaminu zasadniczego oblicza się na podstawie wyników egza-
minu kóncowego, mnożąc liczbę zdobytych na nim punktów przez 10/6.

D.1.2. Egzamin ko ńcowy

Do egzaminu kóncowego mogą przystąpić jedynie osoby, które uzyskały zalicze-
nie ćwiczén. Wszyscy studenci zapisani na przedmiot „Logika dla Informatyków”,
którzy uzyskali zaliczeniécwiczén, mają obowiązek stawić się na ten egzamin.

W razie usprawiedliwionej nieobecności na egzaminie kóncowym egzaminator
ustali dla danej osoby inny termin egzaminu w sesji zimowej.

D.2. Egzamin poprawkowy

W razie otrzymania oceny niedostatecznej z egzaminu zasadniczego student przy-
stępuje do egzaminu poprawkowego w sesji poprawkowej.

Nieobecnósć na egzaminie poprawkowym (niezależnie od przyczyn — usprawie-
dliwionych bądź nie) jest równoznaczna z uzyskaniem oceny niedostatecznej z tego
egzaminu. Ocena z egzaminu poprawkowego nie podlega poprawianiu.
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Notacja matematyczna

Matematycy używają liter pochodzących z różnych krojów pisma i różnych alfa-
betów. Poniżej są zebrane alfabety użyte w niniejszych notatkach.

Pismo łaci ńskie, gotyckie, blokowe i kaligraficzne

a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t uv w x y z
A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z
a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z
A B C D E F G H I J K L MN O P Q R S T U VW X Y Z
A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U VW X Y Z
A B C D E F G H I J K LMN O P Q R S T U V WX Y Z

Alfabet grecki

Niektóre małe litery greckie mają dwa warianty pisowni. Przeważnie używa się
pierwszego z podanych.

A α alfa
B β beta
0 γ gamma
1 δ delta
E ε, ε epsilon
Z ζ dzeta
H η eta
2 θ, ϑ teta

I ι jota
K κ kappa
3 λ lambda
M µ mi
N ν ni
4 ξ ksi
O o omikron
5 π,$ pi

P ρ, % ro
6 σ, ς sigma
T τ tau
ϒ υ ypsilon
8 φ, ϕ fi
X χ chi
9 ψ psi
� ω omega

Alfabet hebrajski

Z alfabetu hebrajskiego używamy pierwszej literyℵ, która nazywa sięalef.



0
Zadania na dobry początek

Zadania z bieżącego rozdziału są rozwiązywane na pierwszychćwiczeniach w se-
mestrze. Zadán tych nie deklaruje się i nie są one punktowane.

Zadanie 1. Oto przykłady trzech wnioskowań przez indukcję:

1. Pokażę, że wszystkie liczby naturalne są parzyste. Oczywiście0 jest liczbą parzy-
stą. Niechn będzie dowolną liczbą naturalną i załóżmy, że dla wszystkichk < n,
k jest parzyste. Niechn1 i n2 będzie dowolnym rozbiciem liczbyn na sumę liczb
mniejszych (tzn.n = n1 + n2). Ponieważn1 orazn2 są mniejsze odn, n1 i n2 są
parzyste, a więcn jest parzyste jako suma dwóch liczb parzystych.

2. Pokażę, że wszystkie dodatnie liczby naturalne są nieparzyste. Oczywiście1 jest
liczbą nieparzystą. Niechn będzie dowolną liczbą naturalną i załóżmy, że dla wszyst-
kich k < n, k jest nieparzyste. Niech1, n1 i n2 będzie dowolnym rozbiciem liczbyn
na sumę trzech liczb mniejszych (tzn.n = n1 + n2 + 1). Ponieważn1 orazn2 są
mniejsze odn, n1 i n2 są nieparzyste, a więcn jest nieparzyste jako suma dwóch
liczb nieparzystych i liczby1.

3. Pokażę, że wszystkie proste na płaszczyźnie są równoległe. Rozważmy jedno-
elementowy zbiór prostych na płaszczyźnie. Oczywiście wszystkie proste należące
do tego zbioru są do siebie równoległe. Załóżmy, że w każdymn-elementowym
zbiorze prostych wszystkie proste są do siebie równoległe. Rozważmy terazn + 1-
-elementowy zbiór prostych. Ustalmy w nim jedną prostąp. Na mocy założenia in-
dukcyjnego wszystkie pozostałen prostych jest do siebie równoległe. Ustalmy te-
raz inną prostąq. Na mocy założenia indukcyjnego wszystkie pozostałen prostych
jest również do siebie równoległe. Ponieważ relacja równoległości prostych jest prze-
chodnia, wszystkien+1 prostych jest równoległe. Na mocy zasady indukcji matema-
tycznej każdy zbiór prostych na płaszczyźnie zawiera wyłącznie proste równoległe.
W szczególnósci dotyczy to zbioru wszystkich prostych na płaszczyźnie.

Które z tych rozumowán jest poprawne? Wskaż błędy popełnione w błędnych rozu-
mowaniach.
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Zadanie to zostało tu zamieszczone po to, by pokazać, że matematyka jestnauką
ścisłą. Nie ma dowodów „prawie dobrych”. Nawet najdrobniejsza luka w rozumo-
waniu powoduje, że staje się ono bezwartościowe. Uprawiając matematykę musimy
wypowiadác się bardzo jasno i precyzyjnie, i zwracać baczną uwagę, czy nasze ro-
zumowania nie zawierają ukrytych błędów. Większość zadán w niniejszym zbiorze
zawieraprawdziwetwierdzenia. Dlatego błędy w dowodach tych twierdzeń nie pro-
wadzą do tak spektakularnych głupstw, jak w tym zadaniu. Nie oznacza to jednak,
że możemy przedstawiać fałszywe dowody tych twierdzeń. Takie dowody są bowiem
równie złe i bezużyteczne, jak fałszywe dowody fałszywych twierdzeń!

Celem kolejnych zadán jest zwrócenie uwagi na fakt, że matematyka jest sztuką
przeprowadzania rozumowań a nie wykonywania rachunków. Wrażenie, że zadania
te są mniej „matematyczne” niż np.ćwiczenia polegające na wyznaczeniu całki nie-
oznaczonej jest zupełnie błędne. Przeciwnie, sposób ich rozwiązywania ma więcej
wspólnego z metodami pracy matematyków niż sposoby rozwiązywania zadań ra-
chunkowych.

Zadanie 2. Rozważmy kwadrat o bokun, gdzien ≥ 3, z którego usunięto dwa na-
przeciwległe narożniki o wymiarach1× 1, jak na poniższym rysunku:

1

1
2

1n

n

Dla jakichn można tak otrzymaną figurę pokryć prostokątami o wymiarach1× 2?
(Prostokąty można obracać.)

Zadanie 3. Jest rok 2036. Zbliża się otwarcie nowego odcinka autostrady A3654,
wysłano więc robotników drogowych, by ustawili znaki przy każdym z sześciu wy-
jazdów z autostrady na 50-kilometrowym odcinku biegnącym na południe z Kuro-
zwęk do Szczekocina, w tym przy wyjeździe do Męcikału. Przy każdym wyjeździe
robotnicy mają ustawić znak odległósci do Szczekocina, znak z numerem drogi prze-
cinającej autostradę przy danym wyjeździe (w tym znak z numerem drogi 197), znak
z nazwą miasta, do którego można dojechać wybierając dany wyjazd i znak ozna-
czający usługi lub ciekawe miejsca znajdujące się przy danym wyjeździe. Nieszczę-
śliwie dla robotników projektant drogi, będąc amatorem łamigłówek, przygotował
instrukcję rozstawienia znaków w postaci zagadki logicznej zamieszczonej poniżej.
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Robotnicy są bezradni. Czy mógłbyś im pomóc ustawić po cztery znaki przy każdym
z szésciu wyjazdów z autostrady1?

1. Wyjazd do Strzebielina jest 20 kilometrów dalej od Szczekocina niż wyjazd,
przy którym można kupić jedzenie.

2. Wyjazd do Leszczydołu jest dwa razy dalej na północ od Szczekocina niż wy-
jazd do parku narodowego.

3. Znak „noclegi” nie jest ustawiony razem z kierunkowskazem do drogi 88.

4. Wyjazd do Bordziłówki jest 20 kilometrów bliżej Szczekocina niż wyjazd do
drogi 770.

5. Wyjazd do Piéscirogów znajduje się 5 kilometrów na południe od wyjazdu ze
stacją benzynową.

6. Nie, znak „ciekawe widoki” nie znajduje się przy wyjeździe do Strzebielina.

7. Wyjazd do drogi 56 znajduje się 20 kilometrów na południe od wyjazdu do
Krzczonowa.

8. Znak „park narodowy” i kierunkowskaz do Bordziłówki znajdują się przy róż-
nych wyjazdach.

9. Wyjazd do drogi 29 znajduje się 5 kilometrów dalej od Szczekocina niż wyjazd
na kemping.

10. Pierwszy wyjazd znajduje się 10 kilometrów na południe od Kurozwęk, ostatni
zás — szósty — 5 kilometrów na północ od Szczekocina.

11. Wyjazd do drogi 213, który nie jest wyjazdem do Leszczydołu, nie stoi razem
ze znakiem „noclegi”.

12. Ani Strzebielin, ani Leszczydół nie znajdują się przy drodze 770.

13. Bordziłówka nie znajduje się przy drodze 56.

Zadanie 4. Oto fragment raportu policji sporządzony przez młodego aspiranta:

Świadek nie był zastraszony lub też, jeśli Henry popełnił samobójstwo, to te-
stament odnaleziono. Jeśli świadek był zastraszony, to Henry nie popełnił sa-
mobójstwa. Jésli testament odnaleziono, to Henry popełnił samobójstwo. Jeśli
Henry nie popełnił samobójstwa, to testament odnaleziono.

Co komendant policji może wywnioskować z powyższego raportu (poza oczywistym
faktem, że należy zwolnić aspiranta)? Odpowiedz na pytania:Czy świadek był zastra-
szony? Czy Henry popełnił samobójstwo? Czy testament odnaleziono?

1Ta zagadka jest spolszczoną wersją łamigłówki Randalla L. Whipkey’a pochodzącej ze strony
www.crpuzzles.com. Nazwy miejscowósci wybrano ze skorowidza „Atlasu samochodowego Polski”.
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Rozumowania, które przeprowadzamy, są często tak subtelne i skomplikowane,
że musimy używác sformalizowanego języka, by móc przedstawić nasze idee dosta-
tecznie precyzyjnie. Symboliki matematycznej nie należy nadużywać, jednak sprawne
posługiwanie się notacją matematyczną jest niezbędną umiejętnością. Trzy kolejne
zadania dotyczą właśnie tego zagadnienia.

Zadanie 5. Funkcja f : R→ R jestciągła, jeśli

∀x0∈R ∀ε>0 ∃δ>0 ∀x∈R (|x − x0| < δ ⇒ | f (x)− f (x0)| < ε
)
.

Nie używając znaku negacji zapisz formułę „funkcjaf nie jest ciągła.”

Zadanie 6. Liczba g ∈ R jestgranicą (w sensie Cauchy’ego) funkcjif : R → R
w punkciex0, jeśli

∀ε>0 ∃δ>0 ∀x∈R (0< |x − x0| < δ ⇒ | f (x)− g| < ε
)
.

Nie używając znaku negacji zapisz formułę „liczbag nie jest granicą funkcjif
w punkciex0.”

Zadanie 7. Liczba g ∈ R jest granicą (w sensie Heinego) funkcjif : R → R
w punkciey, jeśli

∀x∈RN (( lim
n→∞ xn = y ∧ ∀n∈N xn 6= y)⇒ lim

n→∞ f (xn) = g
)
.

Nie używając znaku negacji zapisz formułę „liczbag nie jest granicą funkcjif
w punkciey.”
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Rachunek zdań

i rachunek kwantyfikatorów

1.1. Składnia rachunku zda ń

Definicja 1. Formuły rachunku zdańbudujemy zezmiennych zdaniowychi spójni-
ków logicznych(funktorów zdaniotwórczych): fałszu⊥, prawdy>, negacji¬, ko-
niunkcji∧, alternatywy∨, implikacji⇒ i równoważnósci⇔ w następujący sposób:

1. Symbole⊥ i > są formułami rachunku zdań.

2. Każda zmienna zdaniowa jest formułą rachunku zdań.

3. Jeżeliφ, φ1 i φ2 są formułami rachunku zdań, to są nimi także:(¬φ), (φ1∧φ2),
(φ1 ∨ φ2), (φ1⇒ φ2) i (φ1⇔ φ2).

4. Wszystkie formuły rachunku zdań można zbudowác przy pomocy reguł opisa-
nych w punktach 1–3.

Zmienne zdaniowe będziemy oznaczać literami: p, q, r , s itd., często z indek-
sami: p1, p2 itd. Formuły zdaniowe będziemy oznaczać literami:φ, ψ , ρ itd., często
również z indeksami:φ1, φ2 itd. Dla większej czytelnósci będziemy w formułach
opuszczác nawiasy, zakładając następującą kolejność wiązania (od najsilniejszego do
najsłabszego):¬,∧,∨,⇒,⇔ i przyjmując, że∧,∨ i⇔ łączą w lewo, tj. np.p∨r ∨s
znaczy(p ∨ r ) ∨ s, zás⇒— w prawo, tj. np.p ⇒ r ⇒ s znaczyp ⇒ (r ⇒ s).
Zatem np.p∨ q ∨ r ∧ s oznacza(p∨ q) ∨ (r ∧ s).

1.2. Warto ści logiczne i znaczenie formuł zdaniowych

Definicja 2. Zbiór wartósci logicznychB = {T,F} zawiera dwa elementy:T (praw-
da) i F (fałsz).1 Niech V oznacza zbiór zmiennych zdaniowych.Wartósciowanie
zmiennych, to odwzorowanieσ : V → B. Nadaje ono wartósci logiczne zmiennym
zdaniowym.

1Oznaczenia pochodzą od angielskich słówtrue i false.
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⊥
F

>
T

φ ¬φ
F T
T F

φ ψ φ ∧ ψ
F F F
F T F
T F F
T T T

φ ψ φ ∨ ψ
F F F
F T T
T F T
T T T

φ ψ φ ⇒ ψ

F F T
F T T
T F F
T T T

φ ψ φ ⇔ ψ

F F T
F T F
T F F
T T T

Rysunek 1. Znaczenie spójników logicznych

Wartósć logiczna dowolnej formuły zdaniowej zależy jedynie od wartościowa-
nia występujących w niej zmiennych i można ją wyznaczyć korzystając z tabelek
z rysunku 1. Dlatego mówimy, że wartościowanie zmiennych nadaje wartość lo-
giczną formułom. Formalnie, wartościowanie zmiennychσ wyznaczawartósciowa-
nie formułσ̂ , które przypisuje wartósci logiczne dowolnym formułom w następujący
sposób:

σ̂ (⊥) = F

σ̂ (>) = T

σ̂ (p) = σ(p)

σ̂ (¬φ) =
{

T, gdy σ̂ (φ) = F
F, gdy σ̂ (φ) = T

σ̂ (φ1 ∧ φ2) =
{

T, gdy σ̂ (φ1) = T i σ̂ (φ2) = T
F, w p.p.

σ̂ (φ1 ∨ φ2) =
{

T, gdy σ̂ (φ1) = T lub σ̂ (φ2) = T
F, w p.p.

σ̂ (φ1⇒ φ2) =
{

F, gdy σ̂ (φ1) = T i σ̂ (φ2) = F
T, w p.p.

σ̂ (φ1⇔ φ2) =
{

T, gdy σ̂ (φ1) = σ̂ (φ2)
F, w p.p.

Wartósć logicznąσ̂ (φ) ∈ B nazywamywartością logiczną formułyφ przy wartościo-
waniu σ . Ponieważ dla danego wartościowania zmiennych wartościowanie formuł
jest okréslone jednoznacznie, znakˆbędziemy opuszczać i zarówno wartósciowanie
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zmiennych, jak i wartósciowanie formuł będziemy oznaczać tym samym symbolem
i nazywác po prostuwartósciowaniem.

Definicja 3. Formuła jest:

• spełnionaprzy danym wartósciowaniu zmiennych, jeżeli przy tym wartościo-
waniu ma ona wartósć T;

• spełnialna, jeżeli istnieje wartósciowanie zmiennych, dla którego ta formuła
jest spełniona;

• prawdziwa(jest tautologią), jeśli jest spełniona dla każdego wartościowania
zmiennych;

• sprzeczna, jeśli nie jest spełniona (ma wartość F) dla żadnego wartósciowania
zmiennych.

O formule spełnionej przy danym wartościowaniu zmiennych będziemy niekiedy
mówić, że jestprawdziwaprzy tym wartósciowaniu. W analogicznej sytuacji, gdy
formuła nie jest spełniona, będziemy ją nazywać fałszywąprzy tym wartósciowaniu.

Obecnie zajmiemy się sposobami sprawdzania, czy dana formuła jest tautologią.

1.2.1. Metoda zero-jedynkowa

Przykładami tautologii są formuły¬(p ∨ q) ⇔ ¬p ∧ ¬q oraz¬(p ∧ q) ⇔
¬p ∨ ¬q zwaneprawami de Morgana. Aby się o tym przekonác rysujemy tabelkę
(rysunek 2) umieszczając w kolumnach 1 i 2 wartości zmiennych zdaniowychp i q.
W kolumnie 3 umieszczamy wartości formuły p∨q wyliczone z użyciem tabelki dla
alternatywy. W kolumnie 4 obliczamy, w oparciu o tabelkę negacji, wartości formuły
¬(p∨q). Kolumny 5 i 6 wyznaczamy również w oparciu o tabelkę negacji. Aby wy-
znaczýc wartósci formuły(¬p) ∧ (¬q) korzystamy z wartósci zapisanych w kolum-
nach 5 i 6 i z tabelki koniunkcji. Ostatnią, ósmą kolumnę wyznaczamy przy użyciu
tabelki dla równoważnósci z wartósci logicznych zapisanych w kolumnach 4 i 7. Po
skonstruowaniu tabelki zauważamy, że dla każdego z czterech możliwych wartościo-
wań zmiennychp i q formuła¬(p∨ q)⇔ (¬p)∧ (¬q)ma wartósć logicznąT, jest
więc tautologią.

1.2.2. Skrócona metoda zerojedynkowa

Sprawdzenie czy formuła jest tautologią można znacznie przyspieszyć, jésli za-
miast bezmýslnie sprawdzác wartósć formuły dla wszystkich możliwych wartościo-
wań zmiennych, będziemýswiadomie poszukiwác wartósciowania, dla którego for-
muła nie jest spełniona. Ustalenie takiego wartościowania przekona nas, że formuła
nie jest tautologią, dojście do sprzeczności zás — że nią jest. Rozważmy dla ustale-
nia uwagi formułę(¬p⇒ ¬q)⇒ ((¬p⇒ q)⇒ q). Formuła ta nie jest spełniona,
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φ = ¬(p∨ q)⇔ ¬p∧ ¬q

1 2 3 4 5 6 7 8
p q p∨ q ¬(p∨ q) ¬p ¬q ¬p∧ ¬q φ

F F F T T T T T
F T T F T F F T
T F T F F T F T
T T T F F F F T

Rysunek 2. Tabelkowa metoda sprawdzenia, że formułaφ jest tautologią

φ = (¬ p⇒¬ q )⇒ ( (¬ p⇒ q )⇒ q )

F
T F

T F
F F

T

Rysunek 3. Wartósciowanie, dla którego formułaφ nie jest spełniona

jeśli poprzednik implikacji¬p ⇒ ¬q jest prawdziwy przy pewnym wartościowa-
niu, jej następnik(¬p ⇒ q) ⇒ q zás fałszywy przy tym wartósciowaniu. Formuła
(¬p ⇒ q) ⇒ q jest fałszywa tylko wówczas, gdy¬p ⇒ q jest spełniona oraz
σ(q) = F. Ale ¬p ⇒ q jest spełniona dlaσ(q) = F tylko wówczas, gdy¬p nie
jest spełniona, tj. gdyσ(p) = T. Zauważamy na koniec, że przy wartościowaniu
σ(p) = T i σ(q) = F nasza wyj́sciowa formuła istotnie nie jest spełniona, nie jest
więc tautologią (rysunek 3).

Rozważmy teraz formułęφ = p ⇒ (q ⇒ p). Aby φ nie była spełniona, musi
być σ(p) = T oraz powinna nie býc spełniona formułaq⇒ p. Formuła ostatnia nie
jest spełniona tylko wówczas, gdyσ(q) = T orazσ(p) = F. Zatem abyφ nie była
spełniona, musiałoby być jednoczésnieφ(p) = T i φ(p) = F, co jest niemożliwe.
Formułaφ jest zatem tautologią (rysunek 4).

Przykład 4.Przykładami tautologii są

(p⇒ (q⇒ r ))⇒ ((p⇒ q)⇒ (p⇒ r ))
(¬p⇒ ¬q)⇒ ((¬p⇒ q)⇒ p)

W zadaniach 8–26 udowodnij, że podane formuły są tautologiami.

Zadanie 8 (modus ponens).(p⇒ q) ∧ p⇒ q

Zadanie 9 (modus tollens).(p⇒ q) ∧ ¬q⇒ ¬p
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φ = p⇒ ( q⇒ p )

F
T F

T F

sprzecznósć

Rysunek 4. Ilustracja dowodu nie wprost, iż formułaφ jest tautologią

Zadanie 10 (prawo kompozycji). (p∨ q⇒ r )⇒ p⇒ r

Zadanie 11 (prawo kompozycji). (p∨ q⇒ r )⇒ q⇒ r

Zadanie 12 (prawo symplifikacji). p∧ q⇒ p

Zadanie 13 (prawo symplifikacji). q⇒ p∨ q

Zadanie 14 (prawo symplifikacji). p⇒ q⇒ p

Zadanie 15 (prawo Dunsa Szkota).¬p⇒ p⇒ q

Zadanie 16 (prawo dylematu konstrukcyjnego). (p⇒ r )∧(q⇒ r )∧(p∨q)⇒ r

Zadanie 17 (prawo eksportacji). (p∧ q⇒ r )⇒ p⇒ q⇒ r

Zadanie 18 (prawo importacji). (p⇒ q⇒ r )⇒ p∧ q⇒ r

Zadanie 19 (prawo redukcji do absurdu). (p⇒ ¬p)⇒ ¬p

Zadanie 20 (prawo sprzecznósci). ¬(p∧ ¬p)

Zadanie 21 (prawo wyłączonegósrodka). p∨ ¬p

Zadanie 22 (prawo sylogizmu hipotetycznego).(p⇒ q)⇒ (q⇒ r )⇒ p⇒ r

Zadanie 23 (prawo Pierce’a). ((p⇒ q)⇒ p)⇒ p

Zadanie 24 (Prawo Claviusa).(¬p⇒ p)⇒ p

Zadanie 25 (Prawo Claviusa).(p⇒ ¬p)⇒ ¬p

Zadanie 26 (prawo tożsamósci). p⇔ p

Powyższe tautologie były od dawna badane przez logików, gdyż opisują typowe
schematy przeprowadzania rozumowań. Ich zwyczajowe nazwy podano w nawia-
sach.
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W zadaniach 27–62 sprawdź, które z podanych formuł są (a) tautologiami, (b) for-
mułami spełnialnymi, (c) formułami sprzecznymi.

Zadanie 27. p∨ q ∨ r ⇒ ¬p⇒ (q ∨ r ) ∧ ¬p

Zadanie 28. (p⇒ q)⇔ (p∧ q⇔ p)

Zadanie 29. (p∨ q⇒ r )⇒ (p⇒ r ) ∨ (q⇒ r )

Zadanie 30. (p⇒ q) ∧ (r ⇒ s)⇒ p∧ s⇒ q ∨ r

Zadanie 31. p∨ q ∨ r ⇒ ((p∨ q) ∧ ¬r ) ∨ (r ∧ p∧ q)

Zadanie 32. ((p∨ q) ∧ ¬r ) ∨ (r ∧ p∧ q)⇒ p∨ q ∨ r

Zadanie 33. (p∨ q⇔ r ∨ s)⇒ ((p⇔ r ) ∨ (q⇔ s))

Zadanie 34. (p⇔ r ) ∨ (q⇔ s)⇒ (p∨ q⇔ r ∨ s)

Zadanie 35. (p∧ q⇔ r ∧ s)⇒ ((p⇔ r ) ∧ (q⇔ s))

Zadanie 36. (p⇒ q⇒ r )⇒ ((p⇒ q)⇒ (p⇒ r ))

Zadanie 37. (p∨ q) ∧ ¬p⇒ q

Zadanie 38. (p⇒ q)⇒ p∧ r ⇒ q

Zadanie 39. (p⇒ q)⇒ p⇒ q ∨ r

Zadanie 40. p⇒ ¬p∨ q

Zadanie 41. (p∨ q) ∧ (p⇒ q)⇒ q⇒ p

Zadanie 42. ¬(p∧ (¬p∧ q))

Zadanie 43. p⇒ ¬q ∧ q⇒ r

Zadanie 44. (p⇒ q) ∧ (q⇒ p)⇒ p∨ q

Zadanie 45. (p∨ q⇒ p∨ ¬q)⇒ ¬p∨ q

Zadanie 46. (p∧ q) ∨ (p⇒ q)⇒ p⇒ q

Zadanie 47. (p⇒ q) ∧ (q⇒ r )⇒ (p⇒ r )

Zadanie 48. (p⇒ q) ∧ (r ⇒ s)⇒ p∨ r ⇒ q ∨ s
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Zadanie 49. (p∧ q⇒ r )⇒ (p⇒ r ) ∧ (q⇒ r )

Zadanie 50. (p⇒ q) ∧ (r ⇒ s)⇒ p∧ r ⇒ q ∧ s

Zadanie 51. (p∧ q⇒ r ) ∧ (p∨ q⇒ ¬r )⇒ p∧ q ∧ r

Zadanie 52. ¬(p⇒ q) ∧ (q⇒ p)⇒ p∧ ¬q

Zadanie 53. ((p⇒ q)⇒ q⇒ r )⇒ (r ⇒ p)⇒ q⇒ p

Zadanie 54. (p⇒ q) ∨ (p⇒ r ) ∨ (p⇒ s)⇒ p⇒ q ∨ r ∨ s

Zadanie 55. (p⇒ q) ∧ (r ⇒ q) ∧ (s⇒ q)⇒ p∧ r ∧ s⇒ q

Zadanie 56. (p⇒ q) ∧ (r ⇒ q) ∧ (s⇒ q)⇒ p∧ r ∧ ¬s⇒ q

Zadanie 57. (p∧ q⇒ r ) ∧ (p∧ q⇒ ¬r )⇒ ¬p∧ ¬q ∧ ¬r

Zadanie 58. (¬p∧ q) ∨ (p∨ ¬q)⇒ (p⇒ q ∨ r )⇒ p⇒ r

Zadanie 59. (p∨ q) ∧ (r ∨ s)⇒ ((p⇒ q) ∨ (p⇒ r )) ∧ ((q⇒ s) ∨ (q⇒ p))

Zadanie 60. (p⇒ q) ∧ (r ⇒ s) ∧ (t ⇒ u)⇒ p∧ r ∧ t ⇒ q ∧ s∧ u

Zadanie 61. (p⇔ q) ∧ p⇒ q

Zadanie 62. (¬p⇒ ¬q)⇒ (¬p⇒ q)⇒ p

Zadanie 63. Niech symboleφ i ψ oznaczają formuły zdaniowe. Udowodnij poniż-
sze stwierdzenia lub podaj przykładyświadczące o ich fałszywości:

1. Jésli φ ⇒ ψ jest tautologią iφ jest tautologią, toψ jest tautologią.

2. Jésli φ ⇒ ψ jest spełnialna iφ jest spełnialna, toψ jest spełnialna.

3. Jésli φ ⇒ ψ jest tautologią iφ jest spełnialna, toψ jest spełnialna.

4. Jésli φ ⇒ ψ jest spełnialna iφ jest tautologią, toψ jest spełnialna.

1.2.3. Równoważno ść formuł

Definicja 5. Mówimy, że formułyφ i ψ sąrównoważne, jeśli dla każdego wartóscio-
wania przyjmują tę samą wartość logiczną (tj. gdy formułaφ ⇔ ψ jest tautologią).

Przykład 6.Formuły¬(p∨ q) i ¬p∧ ¬q są równoważne.

Zadanie 64. Udowodnij, że a) dowolne dwie tautologie, b) dowolne dwie formuły
sprzeczne są równoważne. Czy dowolne dwie formuły spełnialne są równoważne?
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W zadaniach 65–79 udowodnij, że podane formuły są równoważne.

Zadanie 65 (prawo transpozycji prostej). p⇒ q oraz¬q⇒ ¬p

Zadanie 66 (prawo transpozycji złożonej). p∧ q⇒ r oraz p∧ ¬r ⇒ ¬q

Zadanie 67 (prawo pochłaniania). p oraz p∨ (p∧ q)

Zadanie 68 (prawo pochłaniania). p oraz p∧ (p∨ q)

Zadanie 69 (prawo podwójnego przeczenia).¬¬p oraz p

Zadanie 70 (prawo negowania fałszu).¬⊥ oraz>

Zadanie 71 (prawo negowania prawdy).¬> oraz⊥

Zadanie 72 (prawo de Morgana).¬(p∧ q) oraz¬p∨ ¬q

Zadanie 73 (prawo de Morgana).¬(p∨ q) oraz¬p∧ ¬q

Zadanie 74 (prawo negowania implikacji). ¬(p⇒ q) oraz p∧ ¬q

Zadanie 75 (prawo negowania równoważnósci). ¬(p⇔ q) oraz¬p⇔ q

Zadanie 76 (prawo negowania równoważnósci). ¬(p⇔ q) oraz p⇔ ¬q

Zadanie 77. p⇒ q oraz¬p∨ q

Zadanie 78. p⇔ q oraz(p⇒ q) ∧ (q⇒ p)

Zadanie 79. p⇔ q oraz(p∧ q) ∨ (¬p∧ ¬q)

Równoważnósć przedstawionych powyżej formuł jest od dawna znana logikom,
wykorzystuje się ją bowiem przeprowadzając rozumowania. W nawiasach wymie-
niono zwyczajowe nazwy podanych praw.

W zadaniach 80–110 sprawdź, czy podane formuły są równoważne.

Zadanie 80. p∨ q⇒ r oraz p⇒ q⇒ r

Zadanie 81. p∧ q⇒ r oraz p⇒ q⇒ r

Zadanie 82. (p⇔ q)⇒ r oraz p⇒ q⇒ r

Zadanie 83. p∨ q orazq ∨ p

Zadanie 84. p∧ q orazq ∧ p
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Zadanie 85. p⇒ q orazq⇒ p

Zadanie 86. p⇔ q orazq⇔ p

Spójnik logiczny⊕ jestprzemienny, jeżeli formuły p⊕q i q⊕ p są równoważne.
W powyższych zadaniach sprawdza się więc, które spośród spójników logicznych są
przemienne.

Zadanie 87. p∨ (q ∨ r ) oraz(p∨ q) ∨ r

Zadanie 88. p∧ (q ∧ r ) oraz(p∧ q) ∧ r

Zadanie 89. p⇒ (q⇒ r ) oraz(p⇒ q)⇒ r

Zadanie 90. p⇔ (q⇔ r ) oraz(p⇔ q)⇔ r

Spójnik logiczny⊕ jest łączny, jeżeli formuły p ⊕ (q ⊕ r ) i (p ⊕ q) ⊕ r są
równoważne. W powyższych zadaniach sprawdza się więc, które spośród spójników
logicznych są łączne.

Zadanie 91. p∨ (q ∨ r ) orazq ∨ (p∨ r )

Zadanie 92. p∧ (q ∧ r ) orazq ∧ (p∧ r )

Zadanie 93. p⇒ (q⇒ r ) orazq⇒ (p⇒ r )

Zadanie 94. p⇔ (q⇔ r ) orazq⇔ (p⇔ r )

Zadanie 95. p∧ (q ∨ r ) oraz(p∧ q) ∨ (p∧ r )

Zadanie 96. p∧ (q ∧ r ) oraz(p∧ q) ∧ (p∧ r )

Zadanie 97. p∧ (q⇒ r ) oraz(p∧ q)⇒ (p∧ r )

Zadanie 98. p∧ (q⇔ r ) oraz(p∧ q)⇔ (p∧ r )

Zadanie 99. p∨ (q ∨ r ) oraz(p∨ q) ∨ (p∨ r )

Zadanie 100. p∨ (q ∧ r ) oraz(p∨ q) ∧ (p∨ r )

Zadanie 101. p∨ (q⇒ r ) oraz(p∨ q)⇒ (p∨ r )

Zadanie 102. p∨ (q⇔ r ) oraz(p∨ q)⇔ (p∨ r )

Zadanie 103. p⇒ (q ∨ r ) oraz(p⇒ q) ∨ (p⇒ r )
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Zadanie 104. p⇒ (q ∧ r ) oraz(p⇒ q) ∧ (p⇒ r )

Zadanie 105. p⇒ (q⇒ r ) oraz(p⇒ q)⇒ (p⇒ r )

Zadanie 106. p⇒ (q⇔ r ) oraz(p⇒ q)⇔ (p⇒ r )

Zadanie 107. p⇔ (q ∨ r ) oraz(p⇔ q) ∨ (p⇔ r )

Zadanie 108. p⇔ (q ∧ r ) oraz(p⇔ q) ∧ (p⇔ r )

Zadanie 109. p⇔ (q⇒ r ) oraz(p⇔ q)⇒ (p⇔ r )

Zadanie 110. p⇔ (q⇔ r ) oraz(p⇔ q)⇔ (p⇔ r )

Spójnik logiczny⊕ jestlewostronnie rozdzielnywzględem spójnika⊗, jeżeli for-
muły p ⊕ (q ⊗ r ) i (p ⊕ q) ⊗ (p ⊕ r ) są równoważne. W powyższych zadaniach
sprawdza się więc, które spośród spójników logicznych są rozdzielne względem któ-
rych.

Zadanie 111. Spójnik logiczny⊕ jest prawostronnie rozdzielnywzględem spójni-
ka⊗, jeżeli formuły(p⊗ q)⊕ r i (p⊕ r )⊗ (q⊕ r ) są równoważne. Które spośród
spójników logicznych∨, ∧,⇒,⇔ są prawostronnie rozdzielne względem których?

1.2.4. Lemat o podstawianiu

Definicja 7. Podstawieniemformułyψ w miejsce zmiennej zdaniowejp nazywamy
przekształcenie, które formuleφ przyporządkowuje formułę powstałą przez wstawie-
nie formułyψ w miejsce każdego wystąpienia zmiennejp w formuleφ. Formalnie:

p[ p/ψ ] = ψ

q[ p/ψ ] = q, dlaq 6= p

(¬φ)[ p/ψ ] = ¬(φ[ p/ψ ])

(φ1 ∨ φ2)[ p/ψ ] = (φ1[ p/ψ ]) ∨ (φ2[ p/ψ ])

(φ1 ∧ φ2)[ p/ψ ] = (φ1[ p/ψ ]) ∧ (φ2[ p/ψ ])

(φ1⇒ φ2)[ p/ψ ] = (φ1[ p/ψ ])⇒ (φ2[ p/ψ ])

(φ1⇔ φ2)[ p/ψ ] = (φ1[ p/ψ ])⇔ (φ2[ p/ψ ])

Przykład 8. (p⇒ p∨ q)[ p/q⇒ p] = (q⇒ p)⇒ (q⇒ p) ∨ q.

W podobny sposób definiujemy jednoczesne podstawienie formuł w miejsce kil-
ku zmiennych zdaniowych[ p1/ψ1, . . . , pn/ψn]. Jest to odwzorowanie, które for-
muleφ przyporządkowuje formułę powstałą przez wstawienie formułyψi w miejsce
każdego wystąpienia zmiennejpi w formuleφ, dla każdegoi = 1, . . . , n.
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Lemat 9 (o podstawianiu). Jeżeli formułaφ jest tautologią, to dla dowolnej zmien-
nej p i dowolnej formułyψ formułaφ[ p/ψ ] jest tautologią.

Powyższy lemat ma bardzo duże znaczenie praktyczne, pozwala bowiem dowo-
dzić, że skomplikowane formuły są tautologiami. Dla przykładu formuła(q⇒ p)⇒
(q⇒ p)∨q z przykładu 8 jest tautologią, gdyż jest wynikiem podstawienia formuły
q⇒ p w miejsce zmiennejp w tautologii p⇒ p∨ q.

W zadaniach 112–115 zbadaj, czy podane formuły są tautologiami.

Zadanie 112. (s∧ u ∧ t ∧ (p∨ q ∨ r ))⇒ (x⇒ y ∧ ¬z)⇔
((p∨ q ∨ r )⇒ (s∧ u ∧ t)⇒ (x⇒ y ∧ ¬z))

Zadanie 113.¬((p⇒ q ∧ (r ∨ s⇔ ¬p)) ∧ ¬((p⇒ q ∧ (r ∨ s⇔ ¬p))))

Zadanie 114. (p∧ ¬q) ∧ ((r ⇒ s) ∨ (p⇒ q⇒ r ∨ ¬s))⇒ ¬(q ∨ ¬p)

Zadanie 115. ((p⇒ q ∨ r ) ∨ s∨ t) ∧ ¬(p⇒ q ∨ r )⇒ s∨ t

Zadanie 116. Wskaż podstawienie[ p/φ1,q/φ2, r/φ3], dla którego formuła

(p∨ (q ∧ r )) [ p/φ1,q/φ2, r/φ3]

jest a) tautologią, b) formułą spełnialną, c) formułą sprzeczną.

1.3. Formalizacja rozumowa ń w języku rachunku zda ń

Zadanie 117. Sformalizuj zadanie 3, tj. pokaż, jak znaleźć odpowiedzi na posta-
wione w nim pytania korzystając z rachunku zdań.

Zadanie 118. Sformalizuj zadanie 4, tj. pokaż, jak znaleźć odpowiedzi na posta-
wione w nim pytania korzystając z rachunku zdań.

Zadanie 119. Podczas pewnej kampanii wyborczej Olek, Józek i Kazik wygłosili
następujące óswiadczenia:

Olek:Józek zawsze kłamie.

Józek:Kazik zawsze kłamie.

Kazik: Olek zawsze kłamie.

Pokaż, że co najmniej dwóch spośród nich nie miało racji.

Zadanie 120. Podczas tej samej kampanii wyborczej Basia, Hania, Kasia i Ola
stwierdziły, że:

Basia:Hania zawsze kłamie.
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Hania:Kasia czasem mówi prawdę.

Kasia:Ola czasem kłamie.

Ola:Basia zawsze mówi prawdę.

Ile pán powiedziało prawdę?

Zadanie 121. Zbadaj zasadność poniższych rozumowań:

1. Jésli stopa procentowa nie ulegnie zmianie, to wzrosną wydatki rządowe lub
pojawi się bezrobocie. Jeśli wydatki rządowe nie wrosną, to podatki zostaną
obniżone. Jésli podatki zostaną obniżone i stopa procentowa nie ulegnie zmia-
nie, to bezrobocie się nie pojawi. Zatem wydatki rządowe wzrosną.

2. Jésli ceny wzrosną, to spadnie popyt. Jeśli popyt spadnie, to spadną ceny. Za-
tem jésli ceny wzrosną, to spadną. Zatem ceny spadną!

1.4. Własno ści formuł zdaniowych

Definicja 10. Napis
∧n

i=1 φi oznaczaφ1∧· · ·∧φn, zás
∨n

i=1 φi oznaczaφ1∨· · ·∨φn.

Przyjmujemy przy tym, że
∧0

i=1 φi oznacza>, zás
∨0

i=1 φi oznacza⊥.

Definicja 11. Niech V będzie zbiorem zmiennych zdaniowych.V-literałem nazy-
wamy formułę postacip lub ¬p, gdzie p ∈ V . Jeżeli zbiór zmiennych zdaniowych
jest ustalony, to formułę takiej postaci nazywamy po prostuliterałem. Niekiedy do
zbioru literałów zaliczamy też stałe logiczne> i ⊥.

Zadanie 122. Dane są formułyφ1, . . . , φn, ψ1, . . . , ψn. Wykaż, że dla każdegon
poniższa formuła zdaniowa jest tautologią:

( n∧

i=1

(
φi ⇒ ψi

))
⇒

(( n∨

i=1

φi

)
⇒
( n∨

i=1

ψi

))
.

Zadanie 123. Dane są formułyφ1, . . . , φn, ψ . Wykaż, że dla każdegon poniższa
formuła zdaniowa jest tautologią:

( n∨

i=1

(
φi ⇒ ψ

))
⇒

(( n∧

i=1

φi

)
⇒ ψ

)
.

Zadanie 124. Czy istnieje taki nieskónczony ciąg formuł{φi }∞i=1 rachunku zdán, że
wszystkie formułyφi+1 ⇒ φi są tautologiami rachunku zdań, zás żadna z formuł
φi ⇒ φi+1 nie jest tautologią?
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Zadanie 125. Czy istnieje taki nieskónczony ciąg formuł{φi }∞i=1 rachunku zdán, że
wszystkie formułyφi ⇒ φi+1 są tautologiami rachunku zdań, zás żadna z formuł
φi+1⇒ φi nie jest tautologią?

Zadanie 126. Udowodnij, że formuła rachunku zdań zbudowana wyłącznie ze
zmiennych i spójnika równoważności „⇔” (oczywiście do jej zapisania można też
używác nawiasów) jest tautologią wtedy i tylko wtedy, gdy każda zmienna występuje
w niej parzystą liczbę razy.

Zadanie 127. Udowodnij, że jésli p jest zmienną zdaniową, aφ formułą rachunku
zdán, taką, żep⇒ φ i ¬φ ⇒ p są tautologiami, toφ jest tautologią.

Zadanie 128. Niechφ1, . . . , φn będą formułami zdaniowymi, w których nie wystę-
pują zmienne zdaniowep1, . . . , pn+1. Udowodnij, że formuła

n∧

i=1

φi

jest tautologią wtedy i tylko wtedy, gdy tautologią jest formuła

¬p1 ∨
n∨

i=1

(φi ∧ pi ∧ ¬pi+1) ∨ pn+1.

Zadanie 129. Udowodnij, że jeżeli formułaφ jest tautologią, to dla dowolnych for-
mułψ1, . . . , ψn formuła

ψ1⇒ . . .⇒ ψn ⇒ φ

jest tautologią.

Zadanie 130. Udowodnij, że jeżeliφ jest formułą sprzeczną, to dla dowolnych for-
mułψ1, . . . , ψn formuła

φ ⇒ ψ1⇒ . . .⇒ ψn

jest tautologią.

Zadanie 131. Dla jakichn ≥ 1 formuła

(. . . ((p⇒ p)⇒ p)⇒ . . .)⇒ p,

w której zmiennap występujen razy jest tautologią?

Zadanie 132. Niech p0 oznacza¬p oraz niechp1 oznaczap. Dla jakich ciągów
(i1, . . . , in) ∈ {0, 1}n formuła

(. . . ((pi1 ⇒ pi2)⇒ pi3)⇒ . . .)⇒ pin

jest tautologią?
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Zadanie 133. Niech p1, . . . , pn będą wszystkimi zmiennymi zdaniowymi występu-
jącymi w formuleφ. Udowodnij, że formułaφ jest spełnialna wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje podstawienie[ p1/φ1, . . . ,pn/φn] takie, że formułaφ[ p1/φ1, . . . ,pn/φn]
jest tautologią. Udowodnij, że formułaφ nie jest tautologią wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje podstawienie[ p1/φ1, . . . , pn/φn] takie, że formułaφ[ p1/φ1, . . . , pn/φn]
jest sprzeczna.

Zadanie 134. Dane są formułyφ1, . . . , φn, ψ . Czy formuły

(. . . ((ψ ⇒ φ1)⇒ φ2)⇒ . . .)⇒ φn

oraz
ψ ⇒ (φ1 ∨ φ2 ∨ . . . ∨ φn)

są równoważne?

Zadanie 135. Dane są formułyφ1, . . . , φn, ψ . Czy formuły

φ1⇒ (φ2⇒ (. . .⇒ (φn ⇒ ψ) . . .))

oraz
(φ1 ∧ φ2 ∧ . . . ∧ φn)⇒ ψ

są równoważne?

Zadanie 136. Pokaż przez indukcję, że każda formułaφ zbudowana ze zmiennych
p i q oraz spójnika⇒ jest równoważna dokładnie jednej z formuł z poniższego
zbioru:

{>, p,q, (p⇒ q), (q⇒ p), (p∨ q)}.

W poniższych zadaniach przyjmiemy następujące oznaczenia. Niechφ będzie
formułą rachunku zdán zbudowaną wyłącznie ze zmiennych zdaniowych oraz spój-
ników ∨ oraz∧ (oczywíscie można używác nawiasów). Niechφd oznacza formułę
powstałą zφ przez zastąpienie każdego wystąpienia spójnika∨ spójnikiem∧, zás
każdego wystąpienia spójnika∧ spójnikiem∨. Niechφn oznacza formułę powstałą
przez zastąpienie każdego wystąpienia zmiennej zdaniowej negacją tej zmiennej.

Zadanie 137. Udowodnij, że jeżeli formułyφ1 i φ2 są równoważne, to równoważne
są także formułyφd

1 i φd
2 .

Zadanie 138. Udowodnij, że jeżeli formułyφ1 i φ2 są równoważne, to równoważne
są także formułyφn

1 i φn
2 .

Zadanie 139. Udowodnij, że dla dowolnej formułyφ formuły¬φd orazφn są rów-
noważne.
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Zadanie 140. Wykaż, że dla każdej formuły spełnialnejφ ze zmiennymi ze zbioru
V = {p,q, r } istnieje formułaψ postaciφ1 ∧ φ2 ∧ φ3 taka, że każdeφi jestV-lite-
rałem,φi są parami różne orazψ ⇒ φ jest tautologią.

Zadanie 141 (lemat interpolacyjny Craiga dla rachunku zdán). Niech V(φ) oz-
nacza zbiór zmiennych zdaniowych występujących w formuleφ. Przypúsćmy, że
φ i ψ są takimi formułami rachunku zdań, żeφ ⇒ ψ jest tautologią. Udowod-
nij, że istnieje formułaρ, taka, żeφ ⇒ ρ orazρ ⇒ ψ są tautologiami iV(ρ) ⊆
V(φ) ∩ V(ψ).

Zadanie 142 (o zamkniętym układzie twierdzén). Niech n będzie ustaloną liczbą
naturalną. Przypúsćmy, że dla pewnego wartościowania są spełnione formuły:

p1 ∨ . . . ∨ pn,
pi ⇒ qi , dla i = 1, . . . , n,

¬(qi ∧ q j ), dla1≤ i < j ≤ n.

Udowodnij, że wartósciowanie to spełnia także formuły

qi ⇒ pi , dla i = 1, . . . , n.

Przezwartósciowanie formułyφ będziemy w poniższych zadaniach rozumieć od-
wzorowanie przyporządkowujące zmiennymwystępującym w tej formulewartósci
logiczneT i F. Formuła zawierającan różnych zmiennych ma więc2n wartósciowán.

Zadanie 143. Wykaż, że formuła(. . . ((p1 ⇒ p2) ⇒ p3) ⇒ . . . ⇒ pn−1) ⇒ pn

jest fałszywa dla dokładnie
2n − (−1)n

3
wartósciowán tej formuły. Dla ilu wartósciowán jest fałszywa formuła

pn ⇒ (pn−1⇒ (p3⇒ . . .⇒ (p2⇒ p1) . . .) ?

Zadanie 144. Niechφ orazψ będą formułami rachunku zdań zbudowanymi wyłącz-
nie ze zmiennych zdaniowych oraz spójników∨ oraz∧ (oczywíscie można używác
nawiasów). Pokaż, że formułaφ ⇔ ψ jest spełniona przez co najmniej dwa warto-
ściowania. Podaj przykład formułφ i ψ takich, że formułaφ ⇔ ψ jest spełniona
przez dokładnie dwa wartościowania.

1.5. Postaci normalne formuł zdaniowych

1.5.1. Usuwanie symbolu negacji

Formuły w których symbol negacji występuje przed formułą złożoną są często
trudne do zrozumienia (wyrażenie „nie prawda, że liczban dzieli się przez 2 lub
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przez 3” jest bardziej skomplikowane, niż równoważne mu wyrażenie „liczban nie
dzieli się przez 2 i nie dzieli się przez 3”).Prawa negowania formuł zdaniowych
z zadán 69–76 pozwalają znaleźć dla danej formuły formułę jej równoważną, w któ-
rej negacja występuje jedynie przed zmiennymi zdaniowymi. Istotnie, dla dowolnej
formuły φ na mocy lematu o podstawianiu i prawa podwójnego przeczenia formuły
¬¬φ orazφ są równoważne. Na mocy lematu o podstawianiu i prawa de Morgana
dla dowolnych formułφ1 i φ2 formuły¬(φ1 ∧ φ2) oraz¬φ1 ∨ ¬φ2 są równoważne.
Podobnie postępujemy dla formuł dowolnej innej postaci. Możemy zatem zdefinio-
wać odwzorowanieT przyporządkowujące dowolnym formułom formuły, w których
negacja występuje jedynie przed zmiennymi zdaniowymi:

T (p) = p, dla p ∈ V

T (⊥) = ⊥
T (>) = >

T (φ1 ∨ φ2) = T (φ1) ∨ T (φ2)

T (φ1 ∧ φ2) = T (φ1) ∧ T (φ2)

T (φ1⇒ φ2) = T (φ1)⇒ T (φ2)

T (φ1⇔ φ2) = T (φ1)⇔ T (φ2)

T (¬p) = ¬p, dla p ∈ V

T (¬⊥) = >
T (¬>) = ⊥

T (¬(φ1 ∨ φ2)) = T (¬φ1) ∧ T (¬φ2)

T (¬(φ1 ∧ φ2)) = T (¬φ1) ∨ T (¬φ2)

T (¬(φ1⇒ φ2)) = T (φ1) ∧ T (¬φ2)

T (¬(φ1⇔ φ2)) = T (¬φ1)⇔ T (φ2)

T (¬¬φ) = T (φ)

Fakt 12. Dla dowolnej formułyφ, formuły φ orazT (φ) są równoważne i w for-
muleT (φ) negacja występuje jedynie przed zmiennymi zdaniowymi.

Zadanie 145–199.Zaneguj formuły z zadán 8–62 i — korzystając z praw negowania
formuł logicznych — znajdź formuły im równoważne, w których negacja występuje
jedynie przed zmiennymi zdaniowymi. (Zadanie nri , dla i = 145, . . . , 199, dotyczy
formuły z zadaniai − 137.)

Formuły, w których negacja występuje jedynie przed zmiennymi zdaniowymi
możemy okréslić jako formuły zbudowane z literałów przy pomocy spójników lo-
gicznych alternatywy, koniunkcji, implikacji i równoważności. Zauważmy, że na mo-
cy lematu o podstawianiu i zadań 77–79 każda formuła jest równoważna pewnej for-
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mule nie zawierającej spójników implikacji i równoważności. Możemy więc rozpa-
trywać formuły zbudowane z literałów jedynie przy pomocy spójników alternatywy
i koniunkcji. Jeszcze węższe klasy formuł rozważamy w następnych paragrafach.

1.5.2. Dysjunkcyjna posta ć normalna

Definicja 13. Formuła madysjunkcyjną postać normalną(DNF, ang.Disjunctive
Normal Form), jeśli ma postác

n∨

i=1




mi∧

j=1

l i j


 ,

gdzie l i j są literałami, dlai = 1, . . . , n oraz j = 1, . . . ,mi . Mówiąc skrótowo,
dysjunkcyjna postác normalna, to alternatywa koniunkcji literałów.

Zadanie 200. Udowodnij, że dla każdej formuły zdaniowejφ istnieje formułaψ
równoważna zφ i mająca dysjunkcyjną postać normalną.

Zadanie 201–255.Znajdź formuły mające dysjunkcyjną postać normalną równo-
ważne formułom z zadań 8–62. (Zadanie nri , dla i = 201, . . . , 255, dotyczy formuły
z zadaniai − 193.)

Zadanie 256. Znajdź formuły zdanioweφ1, φ2, φ3 mające dysjunkcyjną postać nor-
malną, zawierające zmiennep, q i r i spełnione dla podanych niżej wartościowán:

p q r φ1 φ2 φ3

T T T T F F
T T F F F F
T F T T T F
T F F F T T
F T T T F T
F T F F F T
F F T F F T
F F F F F F

1.5.3. Koniunkcyjna posta ć normalna

Definicja 14. Klauzuląnazywamy formułę postaci

m∨

j=1

l j ,

gdziel j są literałami, dlaj = 1, . . . ,m. Innymi słowy klauzula to alternatywa lite-
rałów.
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Definicja 15. Formuła makoniunkcyjną postać normalną(CNF, ang.Conjunctive
Normal Form), jeśli ma postác

n∧

i=1




mi∨

j=1

l i j


 ,

gdziel i j są literałami, dlai = 1, . . . , n oraz j = 1, . . . ,mi , tj. gdy jest koniunkcją
klauzul.

Zadanie 257. Udowodnij, że dla każdej formuły zdaniowejφ istnieje formułaψ
równoważna zφ i mająca koniunkcyjną postać normalną.

Zadanie 258–312.Znajdź formuły mające koniunkcyjną postać normalną równo-
ważne formułom z zadań 8–62. (Zadanie nri , dla i = 258, . . . , 312, dotyczy formuły
z zadaniai − 250.)

Definicja 16. Formuła ma postác k-CNF, gdziek jest liczbą naturalną, jeżeli ma po-
stác

n∧

i=1




k∨

j=1

l i j


 ,

gdzie l i j są literałami, dlai = 1, . . . , n oraz j = 1, . . . , k, tj. gdy jest koniunkcją
klauzul zawierających pok literałów.

Zadanie 313. Wskaż przykład formuły, która nie jest równoważna z żadną formułą
postaci 1-CNF.

Zadanie 314. Dla dowolnegok ≥ 1 wskaż przykład formuły, która nie jest równo-
ważna z żadną formułą postacik-CNF.

Definicja 17. Formuła ma postác CNFj , gdzie j jest liczbą naturalną, jeżeli ma po-
stác CNF i każda zmienna występuje w niej co najwyżejj razy. Formuła ma postać
k-CNFj , gdziek i j są liczbami naturalnymi, jeżeli ma postać k-CNF i każda zmienna
występuje w niej co najwyżejj razy.

Zadanie 315. Wskaż przykład formuły, która nie jest równoważna z żadną formułą
postaci CNF1.

Zadanie 316. Dla dowolnegok ≥ 1 wskaż przykład formuły, która nie jest równo-
ważna z żadną formułą postaci CNFk.

Definicja 18. Literał l jest pozytywny, jeżeli l = p dla pewnej zmiennejp ∈ V .
Literał l jestnegatywny, jeżeli l = ¬p dla pewnej zmiennejp ∈ V .
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Definicja 19. Operację negowania literału definiujemy następująco:

p = ¬p,

¬p = p,

dla dowolnegop ∈ V .

Zadanie 317. NiechC =∨m
j=1 l j będzie dowolną klauzulą i niech

P = { j ∈ {1, . . . ,m} | literał l j jest pozytywny},
N = { j ∈ {1, . . . ,m} | literał l j jest negatywny}

oraz

C′ =
∧

j∈N

l j ⇒
∨

j∈P

l j .

Udowodnij, że formułyC orazC′ są równoważne.

Na mocy powyższego zadania klauzule można zapisywać w postaci

m∧

j=1

p j ⇒
n∨

j=1

q j ,

gdzie p j i q j są zmiennymi zdaniowymi.

Definicja 20. Klauzula
∨m

j=1 l j jest klauzulą hornowską, jeżeli co najwyżej jeden
spósród literałówl1, . . . , lm jest pozytywny. Formuła mapostać hornowską, jeżeli
jest koniunkcją klauzul hornowskich.

Klauzule hornowskie można więc zapisać w postaci

m∧

j=1

p j ⇒ q lub
m∧

j=1

p j ⇒ ⊥,

gdzie p j orazq są zmiennymi zdaniowymi.

Zadanie 318. Wskaż przykład formuły, która nie jest równoważna z żadną formułą
w postaci hornowskiej.

Zadanie 319–373.Które spósród formuł z zadán 8–62 można przedstawić w po-
staci hornowskiej? Tam, gdzie to możliwe, podaj tę postać. (Zadanie nri , dla i =
319, . . . , 373, dotyczy formuły z zadaniai − 311.)
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1.6. Funkcje boolowskie i zupełne zbiory spójników

Definicja 21. Funkcje f : Bn → B, gdzieB = {T,F} i n ≥ 0, nazywamyn-argu-
mentowymifunkcjami boolowskimilub funkcjami logicznymi.

Do tej pory zbiór spójników logicznych był ustalony (⊥, >, ∧, ∨,⇒,⇔). Nic
jednak nie stoi na przeszkodzie, by rozważać różne zestawy spójników i wprowadzać
nowe spójniki. Z każdym spójnikiem związujemy jegoznaczenie— funkcję boolow-
ską okréslającą prawdziwósć formuł zbudowanych przy użyciu tego spójnika. Tabelki
funkcji boolowskich okréslających prawdziwósć spójników⊥, >, ¬, ∨, ∧,⇒ i ⇔
zostały przedstawione na rysunku 1.

Definicja 22. Formułaφ zbudowana ze zmiennychp1, . . . , pn opisujen-argumento-
wą funkcję boolowskąf , jeżeli dla każdego wartościowaniaσ zmiennychp1, . . . , pn

zachodzi:

f (σ (p1), . . . , σ (pn)) = σ(φ).

Jeżeli formułaφ zbudowana ze zmiennychp1, . . . , pn opisuje funkcjęf , to piszemy

f (p1, . . . , pn) ≡ φ.

Definicja 23. Zbiór spójników logicznych jestzupełny, jeżeli dowolną funkcję
boolowską można opisać za pomocą formuły zdaniowej zawierającej jedynie spój-
niki z tego zbioru i zmienne. Zbiór spójników jest2-zupełny, jeżeli każdąco najwy-
żej dwuargumentowąfunkcję boolowską można opisać za pomocą formuły zdaniowej
zawierającej jedynie spójniki z tego zbioru i zmienne.

Innymi słowy zbiór spójników jest zupełny (2-zupełny), jeśli każdą funkcję bo-
olowską (każdą funkcję boolowską co najwyżej dwuargumentową) można przedsta-
wić jako złożenie funkcji boolowskich określających znaczenie spójników z poda-
nego zbioru.

Zadanie 374. Ile jest funkcji boolowskichn-argumentowych?

Zadanie 375. Pokaż, że{∨,∧} nie jest zupełny.

Zadanie 376. Pokaż, że{∨,∧,⇔,⇒} nie jest zupełny.

Zadanie 377. Pokaż, że{⇔,⊥} nie jest zupełny.

Zadanie 378. Pokaż, że{∧,∨,¬} jest zupełny.

Zadanie 379. Pokaż, że{∧,¬} jest zupełny.
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Zadanie 380. Pokaż, że{∨,¬} jest zupełny.

Zadanie 381. Pokaż, że{⇒,⊥} jest zupełny.

Zadanie 382. Pokaż, że{⇒,¬} jest zupełny.

Zadanie 383. Pokaż, że{∨,⇔,⊥} jest zupełny.

Zadanie 384. Udowodnij, że każdy 2-zupełny zbiór spójników jest zupełny.

Zadanie 385. Udowodnij, że zbiór{∨,∧,⇒,¬} jest 2-zupełny.

Zadanie 386. Czy system spójników{⊕,>} jest zupełny, gdziep⊕q jest prawdziwe
wtedy i tylko wtedy, gdyp∧ ¬q, zás> oznacza prawdę?

Zadanie 387. Pokaż, że istnieje binarny spójnik↑, taki, że{↑} jest zupełny.

Zadanie 388. Ile jest binarnych spójników logicznych⊕, takich, że{⊕} jest zu-
pełny?

1.7. Składnia rachunku kwantyfikatorów

Definicja 24. W rachunku kwantyfikatorówużywamy tzw.zmiennych indywiduo-
wychpochodzących z nieskończonego zbioruX = {x, y, z, x1, x2, . . .}, symboli funk-
cyjnych f, g, f1, f2, . . . i symboli relacyjnychp,q, p1, p2, . . . Z każdym symbolem
funkcyjnym i z każdym symbolem relacyjnym związujemy liczbę naturalną, która
okrésla liczbę jego argumentów (arnósć). Symbole funkcyjne0-argumentowe nazy-
wamy symbolami stałych. Symbole relacyjne można uważać za uogólnienie zmien-
nych zdaniowych z rachunku zdań (zmienne zdaniowe, to0-argumentowe symbole
relacyjne).

Termysą napisami postacix, f (x), g( f1(x), f2(x)) itp. Formalnie:

1. Każda zmienna indywiduowa jest termem.

2. Każdy symbol stałej jest termem.

3. Jésli t1, . . . , tn są termami, af jestn-argumentowym (n > 0) sybolem funk-
cyjnym, to f (t1, . . . , tn) jest termem.

4. Każdy term można zbudować przy pomocy reguł 1–3.

Formuły atomowesą napisami postacip(t1), q(t1, t2) itp., gdziet1 i t2 są termami.
Formalnie:

1. Symbole⊥ i > są formułami atomowymi.

2. Każdy0-argumentowy symbol relacyjny jest formułą atomową.
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3. Jésli t1, . . . , tn są termami, ap jestn-argumentowym (n > 0) sybolem relacyj-
nym, to p(t1, . . . , tn) jest formułą atomową.

4. Każdą formułę atomową można otrzymać przy pomocy reguł 1–3.

Formuły rachunku kwantyfikatorów(które będziemy oznaczać φ,ψ, . . .) budu-
jemy z formuł atomowychza pomocąspójników logicznychw sposób podobny, jak
w rachunku zdán. Ponadto możemy używać kwantyfikatorów∀ i ∃. Formalnie:

1. Każda formuła atomowa jest formułą rachunku kwantyfikatorów.

2. Jeżeliφ1 i φ2 są formułami rachunku kwantyfikatorów, to są nimi także:(¬φ1),
(φ1 ∧ φ2), (φ1 ∨ φ2), (φ1⇒ φ2) i (φ1⇔ φ2).

3. Jeżelix jest zmienną indywiduową, aφ — formułą rachunku kwantyfikatorów,
to formułami rachunku kwantyfikatorów są też(∀x φ) i (∃x φ).

4. Każdą formułę rachunku kwantyfikatorów można otrzymać przy pomocy re-
guł 1–3.

Dla zwiększenia czytelności opuszczamy niektóre nawiasy w podobny sposób,
jak w rachunku zdán.

Definicja 25. Mówimy, że w formule∀x φ (lub ∃x φ) kwantyfikator∀ (lub ∃) wiąże
wystąpienia zmiennejx w formuleφ, oraz że wystąpienia zmiennejx w formuleφ
sązwiązaneprzez ten kwantyfikator. Wystąpienia zmiennych, które nie są związane
w danej formule, są w niejwolne. Formalnie zbiór FV(φ) zmiennych, które występują
jako wolne w formuleφ definiujemy następująco:

FV(x) = {x}
FV( f (t1, . . . , tn)) = FV(t1) ∪ . . . ∪ FV(tn)

FV(⊥) = ∅
FV(>) = ∅

FV(p(t1, . . . , tn)) = FV(t1) ∪ . . . ∪ FV(tn)

FV(¬φ) = FV(φ)

FV(φ ◦ ψ) = FV(φ) ∪ FV(ψ), gdzie◦ ∈ {∨,∧,⇒,⇔}
FV(Qx φ) = FV(φ) \ {x}, gdzieQ ∈ {∀, ∃}

Podobnie definiujemy zbiór zmiennych występujących w formule jako związane.

1.8. Znaczenie formuł rachunku kwantyfikatorów

Formalna definicjatautologii (formuły prawdziwej, prawa rachunku kwantyfika-
torów) jest nieco bardziej skomplikowana, niż w przypadku rachunku zdań. Z tego
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powodu podamy ją dopiero w rozdziale 12. Tutaj powiemy jedynie, że formułaφ jest
tautologią, jeżeli jest spełniona przy każdej interpretacji symboli funkcyjnych i rela-
cyjnych. Przy danej interpretacji symboli funkcyjnych i relacyjnych formuła∀x φ jest
spełniona, gdy jest spełniona formułaφ dla każdej wartósci zmiennejx, zás formuła
∃x φ jest spełniona, gdy istnieje pewna wartość zmiennejx, dla której formułaφ jest
spełniona.

Przykład 26. Prawami rachunku kwantyfikatorów są np.prawa negowania kwanty-
fikatorów:

¬(∀x φ) ⇔ ∃x¬φ
¬(∃x φ) ⇔ ∀x¬φ

Ich intuicyjny sens jest jasny: „nieprawda, żedla każdegox formuła φ jest praw-
dziwa” oznacza, że „istniejex, dla którego formułaφ nie jest prawdziwa.” Podobnie
„nieprawda, żeistnieje x, dla którego formułaφ jest prawdziwa” oznacza, że „dla
każdegox formułaφ nie jest prawdziwa.”

Niechφ i ψ oznaczają formuły rachunku kwantyfikatorów być może zawierające
wolne wystąpienia zmiennejx. W poniższych zadaniach sprawdź, które z podanych
formuł są prawami rachunku kwantyfikatorów.

Zadanie 389. (∀x (φ ∨ ψ))⇒ (∀x φ) ∨ (∀xψ)
Zadanie 390. (∀x φ) ∨ (∀xψ)⇒ (∀x (φ ∨ ψ))

Zadanie 391. (∀x (φ ∧ ψ))⇒ (∀x φ) ∧ (∀xψ)

Zadanie 392. (∀x φ) ∧ (∀xψ)⇒ (∀x (φ ∧ ψ))

Zadanie 393. (∀x (φ ⇒ ψ))⇒ (∀x φ)⇒ (∀xψ)

Zadanie 394. ((∀x φ)⇒ (∀xψ))⇒ (∀x (φ ⇒ ψ))

Zadanie 395. (∀x (φ ⇒ ψ))⇒ (∃x φ)⇒ (∀xψ)

Zadanie 396. ((∃x φ)⇒ (∀xψ))⇒ (∀x (φ ⇒ ψ))

Zadanie 397. (∃x (φ ∨ ψ))⇒ (∃x φ) ∨ (∃xψ)

Zadanie 398. (∃x φ) ∨ (∃xψ)⇒ (∃x (φ ∨ ψ))

Zadanie 399. (∃x φ) ∧ (∃xψ)⇒ (∃x (φ ∧ ψ))

Zadanie 400. (∃x (φ ∧ ψ))⇒ (∃x φ) ∧ (∃xψ)
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Zadanie 401. ((∃x φ)⇒ (∃xψ))⇒ (∃x (φ ⇒ ψ))

Zadanie 402. (∃x (φ ⇒ ψ))⇒ (∃x φ)⇒ (∃xψ)
Zadanie 403. ((∀x φ)⇒ (∃xψ))⇒ (∃x (φ ⇒ ψ))

Zadanie 404. (∃x (φ ⇒ ψ))⇒ (∀x φ)⇒ (∃xψ)
Zadanie 405. ((∀x φ)⇔ ¬(∀xψ))⇒ ∃x (φ ⇔ ¬ψ)
Zadanie 406. ∃x (φ ⇔ ¬ψ)⇒ ((∀x φ)⇔ ¬(∀xψ))
Zadanie 407. ∀x φ ⇒ ∃x φ
Zadanie 408. ∃x φ ⇒ ∀x φ

Niechφ oznacza formułę rachunku kwantyfikatorów zawierającą być może wolne
wystąpienia zmiennychx i y. W poniższych zadaniach sprawdź, które z podanych
formuł są prawami rachunku kwantyfikatorów.

Zadanie 409. (∀x ∃yφ)⇒ (∃y∀x φ)
Zadanie 410. (∃y∀x φ)⇒ (∀x ∃yφ)

Niechφ i ψ oznaczają formuły rachunku kwantyfikatorów, przy czym zmiennax
nie ma wolnych wystąpién w formuleφ (lecz może miéc wψ). W poniższych zada-
niach sprawdź, czy podane formuły są równoważne.

Zadanie 411. ∀x (φ ∨ ψ) orazφ ∨ (∀xψ)
Zadanie 412. ∀x (φ ∧ ψ) orazφ ∧ (∀xψ)
Zadanie 413. ∀x (φ ⇒ ψ) orazφ ⇒ (∀xψ)
Zadanie 414. ∀x (φ ⇒ ψ) orazφ ⇒ (∃xψ)
Zadanie 415. ∀x (ψ ⇒ φ) oraz(∀xψ)⇒ φ

Zadanie 416. ∀x (ψ ⇒ φ) oraz(∃xψ)⇒ φ

Zadanie 417. ∀x (φ ⇔ ψ) orazφ ⇔ (∀xψ)
Zadanie 418. ∀x (φ ⇔ ψ) orazφ ⇔ (∃xψ)
Zadanie 419. ∃x (φ ∨ ψ) orazφ ∨ (∃xψ)
Zadanie 420. ∃x (φ ∧ ψ) orazφ ∧ (∃xψ)



1. Rachunek zdań i rachunek kwantyfikatorów 29

Zadanie 421. ∃x (φ ⇒ ψ) orazφ ⇒ (∃xψ)
Zadanie 422. ∃x (φ ⇒ ψ) orazφ ⇒ (∀xψ)
Zadanie 423. ∃x (ψ ⇒ φ) oraz(∃xψ)⇒ φ

Zadanie 424. ∃x (ψ ⇒ φ) oraz(∀xψ)⇒ φ

Zadanie 425. ∃x (φ ⇔ ψ) orazφ ⇔ (∃xψ)
Zadanie 426. ∃x (φ ⇔ ψ) orazφ ⇔ (∀xψ)

1.9. Formalizacja wypowiedzi w języku rachunku kwantyfi-
katorów

Zadanie 427. Formułaφ jest wpostaci normalnej, jeśli jest postaciQ1x1 . . .Qnxnψ,
gdzie xi są pewnymi zmiennymi,Qi są kwantyfikatorami (Qi ∈ {∀, ∃} dla i =
1, . . . , n), a formułaψ nie zawiera kwantyfikatorów i symbol negacji występuje
w niej jedynie przed formułami atomowymi. Przykładem formuły w postaci normal-
nej jest∀x ∃y (x 6= y ∨ ¬x ≤ y). Formuła∀x ∃y ∃z¬(z = y ∨ y = z) nie jest
w postaci normalnej.
Funkcja f : N→ N jestsłabo rosnąca, jeśli

∀x ∀y (x ≤ y⇒ f (x) ≤ f (y)).

Funkcja f : N→ N jestsłabo malejąca, jeśli

∀x ∀y (x ≤ y⇒ f (y) ≤ f (x)).

Zapisz poniższe zdania jako formuły w postaci normalnej:

1. funkcja f jest słabo rosnąca i słabo malejąca,

2. funkcja f nie jest słabo rosnąca i nie jest słabo malejąca.

Zadanie 428. Przy pomocy symboli=,≤,+,×, spójników logicznych i kwantyfi-
katorów zapisz następujące formuły dotyczące liczb naturalnych:

1. liczbax jest najmniejszą wspólną wielokrotnościąy i z,

2. każda liczba nieparzysta większa od 3 jest sumą dwóch liczb pierwszych,

3. nie istnieje największa liczba pierwsza,

4. liczby x i y mają takie same dzielniki pierwsze.

Przykład:formułę „x jest sumą dwóch kwadratów liczb naturalnych” zapiszemy
jako∃y∃z(x = y× y+ z× z).
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Zadanie 429. Niech funkcjag będzie dlan ∈ N okréslona następująco:

g(n) =
{

n/2, gdyn jest parzyste,
3n+ 1, gdyn jest nieparzyste.

Używając symboli z zadania 428 oraz dodatkowo symbolu potęgowania↑, zapisz
zdanie równoważne zdaniu „dla każdej liczby naturalnejm istnieje liczban, taka,
że gn(m) = 1”, gdzie gn oznacza funkcjęg złożoną ze sobąn razy, na przykład
g2(3) = 5. Wskazówka:ciąg skónczony liczb naturalnycha1,a2, . . .am możemy
zakodowác jako jedną liczbę2a13a2 . . . pam

m , gdziepi jest i -tą liczbą pierwszą.

Zadanie 430. Używając tylko kwantyfikatorów, zmiennych, nawiasów, spójników
logicznych oraz symboli∈, N, +, ×, = i ≤ napisz formułę mówiącą, że wśród każ-
dych trzech liczb naturalnych zawsze znajdą się dwie, których różnica jest nieujemna
i parzysta. Czy taką formułę można zapisać używając wyłącznie kwantyfikatorów,
zmiennych, nawiasów, spójników logicznych oraz symboli∈, N,+ i = ?

Używając tylko kwantyfikatorów, zmiennych, nawiasów, spójników logicznych
oraz symboli∈,N,+,×,=,< i symbolu f napisz formułę mówiącą, że jeśli funkcja
f : N→ N jest silnie rosnąca (dla większych argumentów ma większe wartości), to
jej wartósci są nieograniczone.

Zadanie 431. Niech na pewnym skónczonym zbiorzeX będzie okréslona binarna
relacja R. Mówimy, że zbiórX z relacjąR jest hamiltonowski, jeśli istnieje ciąg
elementów zbioruX, taki, że każdy element zbioruX występuje w tym ciągu do-
kładnie raz, każde dwa kolejne elementy ciągu są ze sobą w relacjiR, oraz ostatni
element ciągu jest w relacji z pierwszym elementem ciągu. Używając jedynie po-
niższych słów i zwrotów (z odpowiednią odmianą) wyraź słownie, co to znaczy, że
zbiór X wraz z relacjąR nie jest hamiltonowski:

R istnieje pierwszy
X każdy raz
ciąg kolejny taki, że
dla który ten
dokładnie lub truskawka
dwa moc w
element nie jest w relacji występować
i ostatni zbiór

Zadanie 432. Po egzaminie z logiki studenci wybrali się na dyskotekę, w której bawi
się pewna liczba pán i dżentelmenów. Niech

φ1 oznacza, że każdy dżentelmen zna co najwyżej dwie panie,
φ2 oznacza, że każda pani zna co najwyżej dwóch dżentelmenów,
φ3 oznacza, że każdy dżentelmen zna co najmniej dwie panie,
φ4 oznacza, że żadne dwie panie nie znają dokładnie tych samych dżentelmenów.
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Zapisz zdaniaφ1, φ2, φ3 i φ4 używając symboli zbiorówP i D oraz symbolu relacji
Z ⊆ (P ∪ D)2, takich, że

x ∈ P ⇔ x jest panią,

x ∈ D ⇔ x jest dżentelmenem,

Z(x, y) ⇔ x znay,

oraz równósci= i spójników logicznych oraz kwantyfikatorów.
Niech

ψ1 = φ1 ∧ φ2

ψ2 = φ3 ∧ φ4

ψ3 = φ2 ∧ φ3 ∧ φ4

ψ4 = φ1 ∧ φ2 ∧ φ3 ∧ φ4

Używając symboli+, ×, :, ≤, liczb naturalnych oraz symboli logicznych, napisz
formuły δi (p,d), i = 1, . . . , 4, spełnione dokładnie dla tych liczb naturalnychp i d,
dla których istnieją zbiory pán P i dżentelmenówD, oraz relacja „znajomósci” Z ⊆
(P ∪ D)2, takie, żep = |P|, d = |D| i spełniona jest formułaψi . Na przykład
formuła

δ5(p,d) ⇔ p = 2d

zachodzi dla tych liczb naturalnychp i d, dla których istnieją zbiory pán P i dżentel-
menówD oraz relacja „znajomósci” Z ⊆ (P ∪ D)2, takie, że spełniona jest formuła
ψ5, mówiąca, że każdy dżentelmen zna dokładnie dwie panie, a każda pani zna do-
kładnie jednego dżentelmena.





2
Zbiory

W teorii mnogósci zbiór i relację∈ należenia do zbioru przyjmujemy za pojęcia
pierwotne. Własnósci zbiorów i relacji∈ są zadane przezaksjomaty, tj. zdania, które
przyjmujemy za prawdziwe bez dowodu.

Aksjomat 27 (zasada ekstensjonalnósci). Dwa zbiory sąrówne, jeżeli zawierają
dokładnie te same elementy, tj.

∀x (x ∈ A⇔ x ∈ B) ⇒ A = B.

Definicja 28. Zbiór pusty∅ jest zbiorem nie zawierającym żadnego elementu:

∀x (x 6∈ ∅).
Aksjomat 29 (zbioru pustego). Zbiór pusty istnieje.

Zauważmy, że na mocy zasady ekstensjonalności istnieje dokładnie jeden zbiór pusty.

Definicja 30. Zbiór A jest podzbioremzbioru B, co będziemy zapisywać A ⊆ B,
jeżeli B zawiera wszystkie elementy zbioruA, tj.

A ⊆ B ⇔ ∀x (x ∈ A⇒ x ∈ B).

Zauważmy, że na mocy zasady ekstensjonalności dwa zbiory są równe wtedy i tylko
wtedy, gdy są nawzajem swoimi podzbiorami, tj.

A = B ⇔ A ⊆ B ∧ B ⊆ A.

Definicja 31. Napisy {x | φ} i {x : φ} oznaczają zbiór tych elementówx, które
spełniają formułęφ.

Przykład 32.Napis{n | ∃m∈N (n = 3m)} oznacza zbiór liczb naturalnych podziel-
nych przez 3.

Definicja 33. Rodzinę wszystkich podzbiorów zbioruA nazywamyzbiorem potęgo-
wymzbioru A i oznaczamyP(A). Formalnie:

P(A) = {B | B ⊆ A}.
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2.1. Działania na zbiorach

Definicja 34. Na zbiorach wprowadzamy operacjesumy∪, przekroju∩ i różnicy\:
x ∈ A∪ B ⇔ x ∈ A∨ x ∈ B

x ∈ A∩ B ⇔ x ∈ A∧ x ∈ B

x ∈ A \ B ⇔ x ∈ A∧ x 6∈ B

Powyższe operacje mają wiele ciekawych własności. Dla przykładu:

Fakt 35 (prawa rozdzielnósci).

A \ (B ∪ C) = (A \ B) ∩ (A \ C)

A∩ (B ∪ C) = (A∩ B) ∪ (A∩ C)

Dowód. Udowodnimy pierwsze z nich. Na mocy prawa ekstensjonalności wystarczy
pokazác, że dla każdegox zachodzi

x ∈ A \ (B ∪ C) ⇔ x ∈ (A \ B) ∩ (A \ C).

Istotnie, z definicji różnicy zbiorów

x ∈ A \ (B ∪ C) ⇔ x ∈ A∧ ¬(x ∈ B ∪ C).

Następnie z definicji sumy zbiorów mamy

x ∈ A∧ ¬(x ∈ B ∪ C) ⇔ x ∈ A∧ ¬(x ∈ B ∨ x ∈ C).

Korzystając z prawa de Morgana¬(p∨ q)⇔ ¬p∧ ¬q otrzymujemy

x ∈ A∧ ¬(x ∈ B ∨ x ∈ C) ⇔ x ∈ A∧ (x 6∈ B ∧ x 6∈ C).

Na mocy tautologiip⇔ (p∧ p) możemy do formuły dopisác jeszcze jedno wystą-
pieniex ∈ A. Ponadto koniunkcja jest łączna i przemienna, możemy zatem dowolnie
pogrupowác jej czynniki:

x ∈ A∧ (x 6∈ B ∧ x 6∈ C) ⇔ x ∈ A∧ x ∈ A∧ (x 6∈ B ∧ x 6∈ C)

⇔ (x ∈ A∧ x 6∈ B) ∧ (x ∈ A∧ x 6∈ C).

Korzystając dwukrotnie z definicji różnicy zbiorów mamy

(x ∈ A∧ x 6∈ B) ∧ (x ∈ A∧ x 6∈ C) ⇔ (x ∈ A \ B) ∧ (x ∈ A \ C).

Na mocy definicji przekroju zbiorów mamy ostatecznie

(x ∈ A \ B) ∧ (x ∈ A \ C) ⇔ x ∈ (A \ B) ∩ (A \ C).

Rozpoczęlísmy od formułyx ∈ A \ (B ∪ C). Przechodząc przez szereg formuł rów-
noważnych otrzymaliśmy ostateczniex ∈ (A \ B)∩ (A \C). Twierdzenie jest zatem
udowodnione.



2. Zbiory 35

Zadanie 433. Pokaż, że dla dowolnych zbiorówA, B i C zachodzą podane równości.

A∪ B = B ∪ A

A∩ B = B ∩ A

(A∪ B) ∪ C = A∪ (B ∪ C)

(A∩ B) ∩ C = A∩ (B ∩ C)

(A∪ B) ∩ C = (A∩ C) ∪ (B ∩ C)

(A∩ B) ∪ C = (A∪ C) ∩ (B ∪ C)

(A∪ B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C)

A \ (B ∪ C) = (A \ B) \ C

(A∩ B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C)

A \ (B ∩ C) = (A \ B) ∪ (A \ C)

Zadanie 434. Pokaż, że dla dowolnych zbiorówA, B, C i D zachodzą podane rów-
nósci.

(A \ B) ∪ C = (A∪ C) \ (B \ C)

(A \ B) ∩ C = (A∩ C) \ B

A \ (B \ C) = (A \ B) ∪ (A∩ C)

A∪ (B \ C) = ((A∪ B) \ C) ∪ (A∩ C)

A \ (B \ (C \ D)) = (A \ B) ∪ ((A∩ C) \ D)

(A \ B) ∩ (C \ D) = (A∩ C) \ (B ∪ D)

∅ ∩ A = ∅
∅ ∪ A = A

∅ \ A = ∅
A \ ∅ = A

Zadanie 435. Czy dla dowolnych zbiorówA, B i C zachodzą podane równości?

(A∪ B) \ B = A

A∪ (A∩ B) = A

A∩ (A∪ B) = A

(A \ B) \ (B \ A) = A

A \ (B ∩ A) = A

A \ (B \ A) = A

A∪ (B \ C) = (A∪ B) \ C

A∩ (B \ C) = (A∩ B) \ C
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A \ (B \ C) = (A \ B) \ C

A \ (B ∪ C) = (A \ B) ∩ (A \ C)

Zadanie 436. Pokaż, że dla dowolnych zbiorówA, B, C i D, takich, żeA ⊆ B
i C ⊆ D zachodzą podane inkluzje.

A∪ C ⊆ B ∪ D

A∩ C ⊆ B ∩ D

A \ D ⊆ B \ C

Zadanie 437. Wykaż, że dla dowolnych zbiorówA, B, C i D zachodzi:

A∩ B ∩ C ∩ D ⊆ ((A∩ B) ∪ C) ∩ D.

Zadanie 438. Czy dla dowolnych zbiorówA, B i C zachodzą poniższe inkluzje?

A∩ (B ∪ C) ⊆ B ∩ (A∪ C)

A∩ (B \ C) ⊆ B ∩ (A \ C)

W poniższych zadaniach przyjmij, że zbioryA, B i C spełniają podaną równość.
Wymień wszystkie inkluzje między zbioramiA, B i C, które wynikają z podanej
zależnósci (oprócz oczywistych inkluzji postaciX ⊆ X), i udowodnij, że wymieniłés
wszystkie takie inkluzje.

Zadanie 439. (A∪ B) \ C = (A \ C) ∪ B

Zadanie 440. (A∪ B) \ (B ∩ C) = A∩ C

Zadanie 441. ((A∩ B) ∪ C) \ A = (A∩ B) \ C

Zadanie 442. (A \ C) ∪ B = A∪ B

Zadanie 443. (A∩ B) ∪ (C ∩ B) = B

Zadanie 444. (A∪ B) ∩ (C ∪ B) = B

Zadanie 445. Pokaż, że jeżeli dla pewnych zbiorówA i B jest A \ B = B \ A, to
A = B.

Zadanie 446. Udowodnij, że dla dowolnych zbiorówA i B następujące formuły są
równoważne

A ⊆ B, A∪ B = B, A∩ B = A, A \ B = ∅.
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Zadanie 447. Niech A, B i C będą dowolnymi zbiorami. Udowodnij, żeA ⊆ A∪ B
i B ⊆ A∪ B. Udowodnij, że jésli A ⊆ C orazB ⊆ C, to A∪ B ⊆ C. Innymi słowy
suma zbiorówA i B jest najmniejszym (w sensie inkluzji) zbiorem zawierającym
zbiory A i B.

Zadanie 448. Niech A, B i C będą dowolnymi zbiorami. Udowodnij, żeA∩ B ⊆ A
i A ∩ B ⊆ B. Udowodnij, że jésli C ⊆ A orazC ⊆ B, to C ⊆ A ∩ B. Innymi
słowy przekrój zbiorówA i B jest największym (w sensie inkluzji) zbiorem zawartym
w zbiorachA i B.

Zadanie 449. Niech A, B i C będą dowolnymi zbiorami. Udowodnij, żeA \ B ⊆ A
i (A\ B)∩ B = ∅. Udowodnij, że jésli C ⊆ A orazC∩ B = ∅, toC ⊆ A\ B. Innymi
słowy różnica zbiorówA i B jest największym (w sensie inkluzji) zbiorem zawartym
w A i rozłącznym zB.

Definicja 36. Różnicę symetryczną.− zbiorów A i B definiujemy następująco:

x ∈ A .− B ⇔ x ∈ A⇔ x 6∈ B.

Zadanie 450. Pokaż, że różnica symetryczna jest operacjąłącznąi przemienną, tj. że

(A .− B) .− C = A .− (B .− C) oraz A .− B = B .− A

dla dowolnych zbiorówA, B i C. Pokaż także następujące tożsamości:

A .− ∅ = A, A .− A = ∅ oraz A∩ (B .− C) = (A∩ B) .− (A∩ C).

Zadanie 451. Udowodnij, że

A .− B = (A \ B) ∪ (B \ A) = (A∪ B) \ (A∩ B).

Zadanie 452. Wśród poniższych zdań wskaż zdania prawdziwe i udowodnij je. Dla
pozostałych zdán podaj kontrprzykłady dowodzące, że zdania te nie są prawdziwe.

1. Równósć A∩ B = A∩ C implikuje równósć B = C.

2. Równósci A∩ B = A∩ C orazA∪ B = A∪ C implikują równósć B = C.

3. Inkluzja A∪ B ⊆ A∩ B implikuje równósć A = B.

4. Równósć A .− B = A .− C implikuje równósć B = C.

5. Równósć A .− B = ∅ implikuje równósć A = B.

Zadanie 453. Czy istnieją niepuste zbioryA i B takie, że

A ⊆ A .− B ⊆ A \ B?

Zadanie 454. Czy dla dowolnych zbiorówA i B zachodzą równósci:

A∪ (B .− C) = (A∪ B) .− (A∪ C),

A∪ B = (A .− B) .− (A∩ B)?
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2.2. Operacje niesko ńczone na zbiorach

Definicja 37. Rodziną zbiorówindeksowaną elementami zbioruS nazywamy od-
wzorowanie, które każdemu elementowis ∈ S przyporządkowuje pewien zbiórAs.
Rodzinę zbiorów oznaczamy{As}s∈S. Rodziną zbiorów{As,t }t∈T

s∈S
indeksowaną ele-

mentami dwóch zbiorówS i T nazywamy odwzorowanie, które każdej parze〈s, t〉,
gdzies ∈ Sorazt ∈ T przyporządkowuje pewien zbiórAs,t . JeżeliS= {i∈N | i≥n},
to zamiast{Ai }i∈S piszemy też{Ai }∞i=n. JeżeliS = {n, . . . ,m}, to zamiast{Ai }i∈S

piszemy też{Ai }mi=n.

Definicja 38. Dwuargumentowe operacje sumy i przekroju zbiorów można rozsze-
rzyć na dowolne rodziny zbiorów. Suma wszystkich zbiorów z rodziny{As}s∈S jest
zbiorem zawierającym elementy występujące w którymkolwiek ze zbiorówAs. Po-
dobnie przekrój tej rodziny jest zbiorem zawierającym elementy występujące w każ-
dym ze zbiorówAs. Formalnie:

x ∈
⋃

s∈S

As ⇔ ∃s∈S (x ∈ As),

x ∈
⋂

s∈S

As ⇔ ∀s∈S (x ∈ As).

W poniższych zadaniach udowodnij, że dla dowolnych rodzin zbiorów{At }t∈T ,
{Bt }t∈T , gdzieT jest niepustym zbiorem indeksów, zachodzą podane relacje. W któ-
rych przypadkach zachodzi inkluzja odwrotna?

Zadanie 455.
⋃
t∈T
(At ∪ Bt ) =

⋃
t∈T

At ∪
⋃
t∈T

Bt

Zadanie 456.
⋂
t∈T
(At ∩ Bt ) =

⋂
t∈T

At ∩
⋂
t∈T

Bt

Zadanie 457.
⋃
t∈T
(At ∩ Bt ) ⊆

⋃
t∈T

At ∩
⋃
t∈T

Bt

Zadanie 458.
⋂
t∈T

At ∪
⋂
t∈T

Bt ⊆
⋂
t∈T
(At ∪ Bt )

Zadanie 459.
⋂
t∈T

At ∪
⋂
t∈T

Bt ⊆
⋃
t∈T
(At ∪ Bt )

Zadanie 460.
⋂
t∈T
(At ∪ Bt ) ⊆

⋃
t∈T

At ∪
⋃
t∈T

Bt

Zadanie 461.
⋂

t,s∈T
(At ∪ Bs) ⊆

⋂
t∈T
(At ∪ Bt )

Zadanie 462.
⋃
t∈T
(At ∩ Bt ) ⊆

⋃
t,s∈T

(At ∩ Bs)
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Zadanie 463.
⋃
t∈T
(At \ Bt ) ⊆

⋃
t∈T

At \
⋂
t∈T

Bt

Zadanie 464.
⋂
t∈T
(At \ Bt ) =

⋂
t∈T

At \
⋃
t∈T

Bt

W poniższych zadaniach udowodnij, że dla dowolnego zbioruA i dowolnej ro-
dziny zbiorów{Bt }t∈T , gdzieT jest niepustym zbiorem indeksów, zachodzą podane
równósci.

Zadanie 465.
⋃
t∈T
(A∪ Bt ) = A∪ ⋃

t∈T
Bt

Zadanie 466.
⋂
t∈T
(A∪ Bt ) = A∪ ⋂

t∈T
Bt

Zadanie 467.
⋃
t∈T
(A∩ Bt ) = A∩ ⋃

t∈T
Bt

Zadanie 468.
⋂
t∈T
(A∩ Bt ) = A∩ ⋂

t∈T
Bt

W poniższych zadaniach udowodnij, że dla dowolnej rodziny zbiorów{At,s}t∈T
s∈S

,

gdzieT i Ssą niepustymi zbiorami indeksów, zachodzą podane relacje. Czy zachodzą
inkluzje odwrotne?

Zadanie 469.
⋃
t∈T

⋃
s∈S

At,s =
⋃
s∈S

⋃
t∈T

At,s

Zadanie 470.
⋂
t∈T

⋂
s∈S

At,s =
⋂
s∈S

⋂
t∈T

At,s

Zadanie 471.
⋃
t∈T

⋂
s∈S

At,s ⊆
⋂
s∈S

⋃
t∈T

At,s

W poniższych zadaniach udowodnij, że dla dowolnej rodziny zbiorów{At,s}t,s∈T ,
gdzieT jest niepustym zbiorem indeksów, zachodzą podane relacje. Czy zachodzą
inkluzje odwrotne?

Zadanie 472.
⋃
t∈T

At,t ⊆
⋃
t∈T

⋃
s∈T

At,s

Zadanie 473.
⋂
t∈T

⋂
s∈T

At,s ⊆
⋂
t∈T

At,t

W poniższych zadaniach udowodnij, że dla dowolnych rodzin zbiorów{At }t∈T ,
{Bs}s∈S, gdzieT i Ssą niepustymi zbiorami indeksów, zachodzą podane równości.

Zadanie 474.
⋃
t∈T

At ∪
⋃
s∈S

Bs =
⋃
t∈T

⋃
s∈S
(At ∪ Bs)
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Zadanie 475.
⋃
t∈T

At ∩
⋃
s∈S

Bs =
⋃
t∈T

⋃
s∈S
(At ∩ Bs)

Zadanie 476.
⋂
t∈T

At ∪
⋂
s∈S

Bs =
⋂
t∈T

⋂
s∈S
(At ∪ Bs)

Zadanie 477.
⋂
t∈T

At ∩
⋂
s∈S

Bs =
⋂
t∈T

⋂
s∈S
(At ∩ Bs)

W poniższych zadaniach udowodnij, że dla dowolnej rodziny zbiorów{An}∞n=0
zachodzą podane relacje. W których przypadkach zachodzi inkluzja odwrotna?

Zadanie 478.
∞⋂

n=0
An ⊆

∞⋃
n=0

∞⋂
k=n

Ak

Zadanie 479.
∞⋃

n=0

∞⋂
k=n

Ak ⊆
∞⋂

n=0

∞⋃
k=n

Ak

Zadanie 480.
∞⋂

n=0

∞⋃
k=n

Ak ⊆
∞⋃

n=0
An

Zadanie 481.
∞⋃

n=0
An+1 ⊆

∞⋃
n=0
(An+1 \

n⋃
m=1

Am)

Zadanie 482.
m⋃

n=0
An =

(m−1⋃
n=0

(An \ An+1)
)
∪ (Am \ A1) ∪

m⋂
n=0

An

Zadanie 483.
∞⋃

n=0
An =

( ∞⋃
n=0
(An \ An+1)

)
∪
∞⋂

n=0
An

Zadanie 484.
∞⋃

n=0
An =

(( ∞⋃
n=0

An
) \ A1

)
∪
( ∞⋃

n=1
(An \ An+1)

)
∪
∞⋂

n=0
An

Definicja 39. Rodzina zbiorów{An}n∈N jestzstępująca, jeżeli An+1 ⊆ An dla każ-
degon ∈ N i wstępująca, jeżeli An ⊆ An+1 dla każdegon ∈ N.

Zadanie 485. Udowodnij, że jésli {An}n∈N i {Bn}n∈N są zstępującymi rodzinami
zbiorów, to

⋂

i∈N
(Ai ∪ Bi ) =

(⋂

i∈N
Ai

)
∪
(⋂

i∈N
Bi

)
.

Wskaż przykład rodzin{An}n∈N i {Bn}n∈N dla których równósć powyższa nie zacho-
dzi. Czy równósć powyższa zachodzi dla rodzin wstępujących?
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Zadanie 486. Udowodnij, że jésli {An}n∈N i {Bn}n∈N są wstępującymi rodzinami
zbiorów, to

⋃

i∈N
(Ai ∩ Bi ) =

(⋃

i∈N
Ai

)
∩
(⋃

i∈N
Bi

)
.

Wskaż przykład rodzin{An}n∈N i {Bn}n∈N dla których równósć powyższa nie zacho-
dzi. Czy równósć powyższa zachodzi dla rodzin zstępujących?

Zadanie 487. Udowodnij, że jésli {An}n∈N jest zstępującą rodziną zbiorów, to
⋃

n∈N
(A2n+1 \ A2n+2) ∪

⋂

n∈N
An = A0 \

⋃

n∈N
(A2n \ A2n+1) .

Zadanie 488. Udowodnij, że jésli {An}n∈N jest zstępującą rodziną zbiorów, to

∞⋃

n=0

n⋂

i=0

Ai =
∞⋂

n=0

n⋃

i=0

Ai .

Zadanie 489. Udowodnij, że jésli {An}n∈N jest wstępującą rodziną zbiorów, to

∞⋃

n=0

n⋂

i=0

Ai =
∞⋂

n=0

n⋃

i=0

Ai .

Zadanie 490. Udowodnij, że jésli {An}n∈N jest zstępującą rodziną zbiorów, to

∞⋃

n=0

∞⋂

i=n

Ai =
∞⋂

n=0

∞⋃

i=n

Ai =
∞⋂

n=0

An.

Zadanie 491. Udowodnij, że jésli {An}n∈N jest wstępującą rodziną zbiorów, to

∞⋃

n=0

∞⋂

i=n

Ai =
∞⋂

n=0

∞⋃

i=n

Ai =
∞⋃

n=0

An.

Zadanie 492. Niech{An,m}∞n,m=0 będzie rodziną zbiorów indeksowaną parami liczb
naturalnych. Pokaż, że jeśli

An,m ⊆ An+1,m ∩ An,m+1

dla wszelkichn i m, to

∞⋃

n=0

∞⋃

m=0

An,m =
∞⋃

n=0

An,n.
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Zadanie 493. Dane są rodziny zbiorów{Ai }i∈N i {Bi }i∈N. Wiadomo, że dla każ-

degoi istniejek takie, żeAi ⊆
k⋃

j=0
B j . Udowodnij, że:

1. dla każdegoi istnieje takiek, że
i⋃

j=0
A j ⊆

k⋃
j=0

B j ,

2.
∞⋃

i=0
Ai ⊆

∞⋃
i=0

Bi .
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Relacje

3.1. Para uporządkowana i iloczyn (produkt) kartezja ński

Parę uporządkowaną(w skrócie parę) elementówa i b będziemy zapisywác
w postaci〈a, b〉. Para będzie dla nas pojęciem pierwotnym. Przyjmujemy, że speł-
nia ona następujący aksjomat.

Aksjomat 40. 〈a, b〉 = 〈c, d〉 ⇔ (a = c∧ b = d).

Aby okréslić parę uporządkowaną wystarczy podać dwuelementowy zbiór jej ele-
mentów i wskazác, który z nich jest pierwszy. Specjaliści od podstaw matematyki
pragną za pojęcia pierwotne uważać jedynie zbiór i relację należenia do zbioru i dla-
tego wolązdefiniowaćparę następująco:

〈a,b〉 = {{a}, {a,b}}.
Zadanie 494. Udowodnij, że zdefiniowana wyżej para〈a,b〉 spełnia aksjomat 40.

Definicja 41. Iloczynem kartezjańskimdwóch zbiorów nazywamy zbiór wszystkich
par uporządkowanych złożonych z elementów tych zbiorów:

A× B = {〈a, b〉 | a ∈ A∧ b ∈ B}.
Zadanie 495. Uzupełnij i udowodnij podane wzory.

(A∩ B)× C = (A× C) ∩ (B× C)

(A∪ B)× C = ?

(A∪ B)× (C ∪ D) = ?

Zadanie 496. Udowodnij, że

A× B = B× A ⇔ A = ∅ ∨ B = ∅ ∨ A = B

dla dowolnych zbiorówA i B.

Zadanie 497. Udowodnij, że jeżeliA× B = C × D, to

(A = C ∧ B = D) ∨ ((A = ∅ ∨ B = ∅) ∧ (C = ∅ ∨ D = ∅)).
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3.2. Relacje

Definicja 42. Dowolny podzbiórR⊆ A×B produktu kartezjánskiego zbiorówA i B
nazywamyrelacją dwuargumentową(binarną). Jésli 〈a, b〉 ∈ R, to mówimy, że ele-
mentya ∈ A i b ∈ B są ze sobą w relacjiR. Zamiast pisác 〈a,b〉 ∈ R, piszemy też
niekiedyaRb. PodzbioryA× A sąbinarnymi relacjami na zbiorzeA.

Przykład 43.Relacjami binarnymi są:

• identycznósć (równósć, przekątna) na zbiorzeN: {〈x, x〉 ∈ N2 | x ∈ A},
• relacja mniejszósci≤ na zbiorzeN: {〈x, y〉 ∈ N2 | x ≤ y},
• R⊆ Z× N, taka, żex Rygdy y = x2.

Zadanie 498. Podaj intuicyjny sens poniższych relacji dwuargumentowych na zbio-
rze{1, 2, 3,4, 5, 6}:

a)

y \ x 1 2 3 4 5 6

1 1 0 0 1 0 0
2 1 0 0 1 0 0
3 1 0 0 1 0 0
4 1 0 0 1 0 0
5 1 0 0 1 0 0
6 1 0 0 1 0 0

b)

y \ x 1 2 3 4 5 6

1 0 0 1 0 0 1
2 0 1 0 0 1 0
3 1 0 0 1 0 0
4 0 0 1 0 0 1
5 0 1 0 0 1 0
6 1 0 0 1 0 0

c)

y \ x 1 2 3 4 5 6

1 0 0 0 0 0 1
2 1 0 0 0 0 0
3 0 1 0 0 0 0
4 0 0 1 0 0 0
5 0 0 0 1 0 0
6 0 0 0 0 1 0

(Liczba 1 w tabelce oznacza, że dana para elementów należy do relacji, 0 zaś, że nie.)
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3.3. Krotki ( n-tki) uporządkowane i relacje n-argumentowe

Pojęcie pary łatwo uogólnić na ciągi uporządkowane dowolnej, skończonej dłu-
gósci, które będziemy nazywać krotkami(n-tkami). Zakładamy, że〈a1, . . . ,an〉 jest
pojęciem pierwotnym i przyjmujemy:

Aksjomat 44. 〈a1, . . . ,an〉 = 〈b1, . . . , bn〉 ⇔ a1 = b1 ∧ . . . ∧ an = bn.

Krotki można równieżzdefiniowaćza pomocą pojęcia pary: krotka dwuelemen-
towa jest parą, krotkan + 1-elementowa jest parą złożoną z pierwszego elementu
i krotki n-elementowej:

〈a0,a1, . . . ,an〉 = 〈a0, 〈a1, . . . ,an〉〉

Definicja 45. W oczywisty sposób uogólniamy pojęcieproduktunan zbiorów:

A1× . . .× An = {〈a1, . . . ,an〉 | a1 ∈ A1, . . . ,an ∈ An}.

Dla n ≥ 2 zamiast
A× . . .× A︸ ︷︷ ︸

n razy

piszemy w skrócieAn. Przyjmujemy dodatkowo, żeA1 = A.

Definicja 46. Relacją n-argumentową nazywamy dowolny podzbiór produktun
zbiorów.

Dla przykładu

{〈a,b, c〉 ∈ N3 | a · b = c} oraz {〈a, b, c〉 ∈ N3 | a · b < c}

są relacjami trójargumentowymi na zbiorzeN.

Zadanie 499. Ile jest relacjin-argumentowych na zbiorze 5-elementowym?

3.4. Złożenie relacji. Relacja odwrotna

Definicja 47. Dane są relacjeP ⊆ A× B i Q ⊆ B× C. Relacja

P Q= {〈a, c〉 | ∃b (aPb∧ bQc)} ⊆ A× C

nazywa sięzłożeniemrelacji P i Q. Relacja

P−1 = {〈b,a〉 | 〈a, b〉 ∈ P} ⊆ B× A

nazywa sięrelacją odwrotnądo P.
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Twierdzenie 48. Dla dowolnych relacjiT ⊆ A× B, R⊆ B× C i S⊆ C × D:

T(RS) = (T R)S

(RS)−1 = S−1R−1

Zadanie 500. Oblicz R2 = RR, R3 i R4 dla relacji z zadania 498.

Zadanie 501. Uzupełnij i udowodnij wzory:

T(RS) = (T R)S

(RS)−1 = S−1R−1

(R∪ S)−1 = R−1 ∪ S−1

(R∩ S)−1 = R−1 ∩ S−1

(R−1)−1 = R

(R∪ S)T = RT ∪ ST

(R∩ S)T ⊆ RT ∩ ST

((R∪ S)T)−1 = T−1R−1 ∪ T−1S−1

(A× B)−1 = B× A

(A× B)(C × D) = ?
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Funkcje

Definicja 49. Relację f ⊆ A× B nazywamyfunkcją o dziedzinieA i zbiorze war-
tości (przeciwdziedzinie)B, jeżeli

1. ∀a∈A ∃b∈B 〈a, b〉 ∈ f

2. ∀a∈A ∀b1∈B ∀b2∈B (〈a,b1〉 ∈ f ∧ 〈a, b2〉 ∈ f ⇒ b1 = b2)

Zbiór wszystkich funkcji o dziedzinieA i przeciwdziedzinieB oznaczamyBA.
Relację spełniającą jedynie warunek 2 nazywamyfunkcją częściową. Dziedziną

funkcji czę́sciowej f nazywamy zbiór

Dom( f ) = {a ∈ A | ∃b∈B 〈a, b〉 ∈ f }.
Zamiast f ∈ BA piszemy zwyklef : A → B. Napis f (a) oznacza elementb,

taki, że〈a,b〉 ∈ f (jeśli relacja f jest funkcją, to dla każdegoa taki elementb istnieje
i jest dokładnie jeden, oznaczenief (a) jest więc jednoznaczne).

Pytanie 50.Ile jest funkcji f : A→ B? Ile jest funkcji f : ∅ → B, a ile f : A→ ∅?
Z pomocą pojęcia funkcji możemy jeszcze inaczej zdefiniować n-tki uporząd-

kowane:〈a1, . . . ,an〉 jest funkcją f : {1, . . . , n} → A. Wówczas f (i ) jest i -tym
elementem krotki.

Definicja 51. Funkcja f : A→ B jestróżnowartościowa(jest injekcją), jeżeli

∀a1,a2 ∈ A ( f (a1) = f (a2)⇒ a1 = a2).

Funkcja f : A→ B jest„na” (jestsurjekcją), jeżeli

∀b∈B ∃a∈A f (a) = b.

Funkcja f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym(bijekcją), jeśli jest róż-
nowartósciowa i „na”.

Zadanie 502. Które spósród relacji z zadania 498 są funkcjami?
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4.1. Funkcje odwrotne i złożenie funkcji

Twierdzenie 52. Niech dane będą funkcjef : A → B i g : B → C. Wówczas
relacjag f ⊆ A × C jest funkcją zA w C oraz (g f )(a) = g( f (a)) dla każdego
a ∈ A. Jeżeli ponadto obie funkcjef i g są różnowartósciowe, tog f też jest różno-
wartósciowa. Jeżeli obie funkcjef i g są „na”, tog f też jest „na”.

Definicja 53. Niech f : A → B będzie funkcją. Wtedy funkcjag : B → A jest
funkcją odwrotnądo f , jeśli g f = I A oraz f g = I B (gdzie I A, I B oznaczają funkcje
identycznósciowe odpowiednio na zbiorachA i B).

Twierdzenie 54. Niech f : A→ B będzie funkcją. Wtedy następujące warunki są
równoważne:

1. f ma funkcję odwrotną,

2. f jest bijekcją,

3. relacja odwrotnaf −1 jest funkcją okrésloną na zbiorzeB.

Funkcję odwrotną dof oznaczamyf −1.

Niech f : A→ B i g : B→ C. Które z poniższych implikacji są prawdziwe?

Zadanie 503. Jeżelig f jest „na”, to f jest „na”.

Zadanie 504. Jeżelig f jest „na”, tog jest „na”.

Zadanie 505. Jeżelig f jest różnowartósciowa, to f jest różnowartósciowa.

Zadanie 506. Jeżelig f jest różnowartósciowa, tog jest różnowartósciowa.

4.2. Obraz i przeciwobraz zbioru

Definicja 55. Niech f : A→ B będzie funkcją i niechX ⊆ A. Obrazem zbioruX
w odwzorowaniuf nazywamy zbiór

f (X) = {b ∈ B | ∃a∈X f (a) = b}.
Przeciwobrazem zbioruY ⊆ B w odwzorowaniuf nazywamy zbiór

f −1(Y) = {a ∈ A | f (a) ∈ Y}.
Definicja 56. NiechX będzie rodziną podzbiorów zbioruA. Wtedy

⋃
X =

⋃

X∈X
X

⋂
X =

⋂

X∈X
X
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Twierdzenie 57. Niech f : A → B będzie funkcją,X rodziną podzbiorów zbioru
A, zásY rodziną podzbiorów zbioruB. Wtedy

f (
⋃
X ) =

⋃
{ f (X) | X ∈ X } (1)

Jésli X 6= ∅, to f (
⋂
X ) ⊆

⋂
{ f (X) | X ∈ X } (2)

f −1(
⋃
Y) =

⋃
{ f −1(Y) | Y ∈ Y} (3)

Jésli Y 6= ∅, to f −1(
⋂
Y) =

⋂
{ f −1(Y) | Y ∈ Y} (4)

Pytanie 58.Czy symbol „⊆” we wzorze (2) można zastąpić symbolem „=”?

Zadanie 507. Niech f : X→ Y, A, B ⊆ X. Uzupełnij i udowodnij wzory:

f (A∪ B) = f (A) ∪ f (B)

f (A∩ B) ? f (A) ∩ f (B)

f −1( f (A)) ? A

Zadanie 508. Niech f : X→ Y, C, D ⊆ Y. Uzupełnij i udowodnij wzory:

f −1(C ∩ D) = f −1(C) ∩ f −1(D)

f −1(C ∪ D) = ?

f ( f −1(C)) ? C

f ( f −1(C)) = ?

Zadanie 509. Niech f : X → Y będzie bijekcją, ag : Y → X funkcją odwrotną
do f . Udowodnij, żef −1(C) = g(C) dla dowolnegoC ⊆ Y.
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Definicja 59. RelacjaR⊆ A× A jest

• zwrotna, jeśli aRadla każdegoa ∈ A,

• symetryczna, jeśli aRb⇒ bRadla każdycha, b ∈ A,

• przechodnia, jeśli aRb∧ bRc⇒ aRcdla wszelkicha,b, c ∈ A.

Relację zwrotną, symetryczną i przechodnią nazywamyrelacją równoważnósci.

Definicja 60. Klasą abstrakcjielementua ∈ A względem relacji równoważności
∼ ⊆ A× A nazywamy zbiór

[a]∼ = {b ∈ A | a ∼ b}.
Definicja 61. Mówimy, że rodzina zbiorów{Xi }i∈I jestpodziałemzbioru A, jeśli

1. zbiory Xi są niepuste:

Xi 6= ∅ dla każdegoi ∈ I ,

2. zbiory Xi pokrywają zbiórA:
⋃

i∈I

Xi = A,

3. zbiory Xi są parami rozłączne:

Xi ∩ X j = ∅,
dla wszelkichi, j ∈ I , takich, żei 6= j .

Definicja 62. Niech dane będą dwa podziałyP1 i P2 zbioru A. Mówimy, że podział
P1 jestdrobniejszyod podziałuP2, jeśli dla każdegoX ∈ P1 istniejeY ∈ P2, taki,
że X ⊆ Y.
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Lemat 63. Dla dowolnej relacji równoważności∼ ⊆ A× A i elementówa,b ∈ A

a ∼ b ⇔ [a]∼ = [b]∼.

Twierdzenie 64 (Zasada Abstrakcji).

1. Klasy abstrakcji dowolnej relacji równoważności tworzą podział zbioruA.

2. Dla każdego podziału zbioruA istnieje dokładnie jedna relacja równoważności,
której klasy abstrakcji tworzą ten podział.

Przykład 65.Niecha, b, c, d ∈ Z, c, d 6= 0. Definiujemy relację∼ ⊆ Z× (Z \ {0})2
wzorem

〈a, b〉 ∼ 〈c, d〉 ⇔ a · d = b · c.

Relacja∼ jest relacją równoważności naZ×(Z\{0}). Dowód polega na sprawdzeniu
wprost z definicji, że∼ jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Zadanie 510. Używając kwantyfikatorów, spójników logicznych∨,∧,⇒,⇔, oraz
wyrażén postacix ∈ A, x 6∈ A, R(x, y) i ¬R(x, y) zapisz, że relacjaR nie jest relacją
równoważnósci na zbiorzeA.

Zadanie 511. Napisz bez używania znaku negacji formuły mówiące, że

1. Rodzina{Xi }i∈I nie jest podziałem zbioruA. Wolno używác symbolu6=.

2. PodziałP1 nie jest drobniejszy od podziałuP2. Wolno używác symbolu6⊆.

Zadanie 512. Wykaż, że jésli podziałP1 jest drobniejszy od podziałuP2, to dla
każdegoX ∈ P2 istnieje rodzinaR ⊆ P1, taka, żeX =⋃R.

Zadanie 513. Niech A będzie ustalonym niepustym zbiorem. Czy prawdą jest, że
dla dowolnej relacjiR⊆ A2

φ(R)⇒ φ(RR),

gdzieRRoznacza złożenie relacjiR ze sobą, aφ(R) oznacza, że relacjaR jest

1. zwrotna na zbiorzeA,

2. symetryczna na zbiorzeA,

3. przechodnia na zbiorzeA,

4. antysymetryczna na zbiorzeA.
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Zadanie 514. Niech R będzie relacją binarną. Które z poniższych stwierdzeń są
prawdziwe:

1. RR⊆ R,

2. RR= R,

3. RR⊇ R,

jeżeli relacjaR jest

1. zwrotna?

2. symetryczna?

3. przechodnia?

Zadanie 515. Wykaż, że jésli R jest relacją zwrotną i przechodnią, toRn = R dla
każdegon ≥ 1.

Zadanie 516. RelacjeR i Ssą relacjami równoważności na tym samym zbiorze. Czy
R∪ S, R∩ S, R \ S, R .− S też są relacjami równoważności?

Zadanie 517. Niech R i S będą relacjami równoważności na tym samym zbiorze.
Udowodnij, żeR∪S jest relacją równoważności wtedy i tylko wtedy, gdyR∪S= RS.

Zadanie 518. NiechR będzie pewną rodziną relacji równoważności okréslonych na
pewnym zbiorzeX. Czy

⋃R i
⋂R są relacjami równoważności naX?

Zadanie 519. Niech R ⊆ A2 będzie dowolną relacją i niechR0 będzie relacją rów-
nósci na A (to znaczy〈x, y〉 ∈ R0 wtedy i tylko wtedy, gdyx = y). Wykaż, że
R∪ R0 ∪ R−1 jest relacją zwrotną i symetryczną.

Zadanie 520. Niech R⊆ A2 będzie pewną relacją binarną na zbiorzeA oraz

T = {S⊆ A2 | S jest przechodnia∧ R⊆ S},
R+ =

⋂
T .

Pokaż, że

1. R⊆ R+,

2. jeśli S jest relacją przechodnią taką, żeR⊆ S, to R+ ⊆ S,

3. R+ jest relacją przechodnią.

RelacjaR+ jest zatem najmniejszą (w sensie zawierania zbiorów) relacją przechodnią
zawierającą relacjęR.
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Definicja 66. RelacjęR+ nazywamyprzechodnim (tranzytywnym) domknięciemR.

Zadanie 521. Niech Q ⊆ A2 będzie dowolną relacją,Q1 = Q i niech Qn+1 =
QnQ dlan ≥ 1. KładziemyQ̄ =⋃∞n=1 Qn. Wykaż, żeQ̄ jest relacją przechodnią.

Zadanie 522. Wykaż, że relacjaQ̄ z poprzedniego zadania jest przechodnim do-
mknięciem relacjiQ.

Zadanie 523. Niech R⊆ A2 będzie pewną relacją binarną na zbiorzeA oraz

T = {S⊆ A2 | S jest zwrotna i przechodnia∧ R⊆ S},
R∗ =

⋂
T .

Pokaż, że

1. R⊆ R∗,
2. jeśli S jest relacją zwrotną i przechodnią taką, żeR⊆ S, to R∗ ⊆ S,

3. R∗ jest relacją zwrotną i przechodnią.

RelacjaR∗ jest zatem najmniejszą (w sensie zawierania zbiorów) relacją zwrotną
i przechodnią zawierającą relacjęR.

Definicja 67. RelacjęR∗ nazywamyzwrotnym i przechodnim domknięciemR.

Zadanie 524. Niech Q ⊆ A2 będzie dowolną relacją,Q0 = I , gdzie I jest relacją
równósci naA i niech Qn+1 = QnQ dla n ≥ 0. KładziemyQ̂ = ⋃∞n=0 Qn. Wykaż,
że Q̂ jest relacją zwrotną i przechodnią.

Zadanie 525. Wykaż, że relacjaQ̂ z poprzedniego zadania jest zwrotnym i prze-
chodnim domknięciem relacjiQ.

Zadanie 526. Korzystając z zadán poprzednich wykaż, że jeśli R jest dowolną rela-
cją orazQ = R∪ R−1, to Q∗ jest relacją równoważności.

Zadanie 527. Udowodnij, że jésli R jest dowolną relacją orazQ = R ∪ R−1, to
Q∗ jest najmniejszą (w sensie relacji inkluzji) relacją równoważności zawierającą
relacjęR.

Zadanie 528. Udowodnij, że jeżeliR jest relacją taką, żeR∗ zawieraR−1, to R∗ jest
relacją równoważnósci.
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Zadanie 529. Dane jest przekształcenief : A → B. W zbiorze A definiujemy
relację∼ wzorem

x ∼ y ⇔ f (x) = f (y).

Udowodnij, że∼ jest relacją równoważności. Podaj warunek konieczny i dostateczny
na to, by∼ była identycznóscią naA.

Zadanie 530. Dane jest przekształcenief : A→ B oraz relacja równoważności R
na B. W zbiorzeA definiujemy relację∼ wzorem

x ∼ y ⇔ 〈 f (x), f (y)〉 ∈ R.

Udowodnij, że∼ jest relacją równoważności.

Zadanie 531. Ile jest różnych relacji równoważności na zbiorze czteroelemento-
wym? Ile jest różnych relacji równoważności na zbiorze sześcioelementowym?

Zadanie 532. W zbiorzeNN definiujemy relacjeR1, R2, R3 i R4 w następujący
sposób:

f R1g wtedy i tylko wtedy, gdy f (57) = g(57),
f R2g wtedy i tylko wtedy, gdy f (57)− g(57) jest podzielne przez 57,
f R3g wtedy i tylko wtedy, gdy f (n) = g(n) dla nieskónczenie wielun ∈ N,
f R4g wtedy i tylko wtedy, gdy f (n) 6= g(n) dla skónczenie wielun ∈ N.

Która z relacjiR1, R2, R3 i R4 jest relacją równoważności?

W poniższych zadaniach sprawdź, dla jakich dodatnich liczb naturalnychk podane
relacje na zbiorzeN są relacjami równoważności. Opisz ich klasy abstrakcji. Napis
k | m oznacza, żem jest podzielne przezk.

Zadanie 533. x R1y⇔ k | (x + y)

Zadanie 534. x R2y⇔ k | (x − y)

Zadanie 535. x R3y⇔ x − y = k

Zadanie 536. Czy relacjaR okréslona na zbiorze wielomianów jednej zmiennej
o współczynnikach naturalnych wzorem

pRq ⇔ wielomian p− q ma wszystkie współczynniki parzyste

jest relacją równoważności?
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Zadanie 537. Dany jest zbiórX i jego podzbiórC ⊆ X. Czy relacjaR okréslona na
P(X) wzorem

ARB ⇔ A .− B ⊆ C

jest relacją równoważności? Jésli tak, opisz jej klasy abstrakcji.

Zadanie 538. W zbiorze wszystkich zbieżnych ciągów nieskończonych o wyrazach
wymiernych wprowadzamy relację

āRb̄ ⇔ lim
n→∞(an − bn) = 0

Pokaż, żeR jest relacją równoważności. Opisz jej klasy abstrakcji.

W poniższych zadaniach udowodnij, że podane relacjeR ⊆ X × X są relacjami
równoważnósci. Opisz ich klasy abstrakcji.

Zadanie 539. X = P(N),

ARB ⇔ A .− B jest zbiorem skónczonym.

Zadanie 540. X = N× N,

〈x1, y1〉R〈x2, y2〉 ⇔ x1− y1 = x2− y2.

Zadanie 541. X = R× R,

〈x1, y1〉R〈x2, y2〉 ⇔ x2
1 + y2

1 = x2
2 + y2

2.

Zadanie 542. X = R× R,

〈x1, y1〉R〈x2, y2〉 ⇔ |x1| + |y1| = |x2| + |y2|.

Zadanie 543. Na rodzinie podzbiorów zbioru liczb naturalnych definiujemy rela-
cję∼ następująco:

A ∼ B ⇔ A = B ∨ 0 6∈ A∪ B.

Pokaż, że∼ jest relacją równoważności. Opisz klasy abstrakcji relacji∼.
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Teoria mocy

6.1. Równoliczno ść zbiorów

Definicja 68. Zbiory A i B są równoliczne, jeżeli istnieje bijekcjaf : A → B.
Piszemy wówczasA ∼ B.

Przykład 69.Następujące zbiory są równoliczne:

• zbiór par liczb naturalnych i zbiór liczb naturalnych:N× N ∼ N;

• zbiór liczb naturalnych i zbiór liczb naturalnych parzystych:N ∼ P;

• dowolny niepusty przedział(a, b) ⊆ R i odcinek(0, 1): (a, b) ∼ (0, 1).
NiechN,Z,Q i R oznaczają zbiory, odpowiednio, liczb naturalnych, całkowitych,

wymiernych i rzeczywistych,m - n oznacza, żem nie dzielin oraz

(a, b) oznacza zbiór {x ∈ R | a < x < b},
[a, b) oznacza zbiór {x ∈ R | a ≤ x < b},
(a,b] oznacza zbiór {x ∈ R | a < x ≤ b},
[a,b] oznacza zbiór {x ∈ R | a ≤ x ≤ b},
(a,∞) oznacza zbiór {x ∈ R | a < x},

O((a,b), r ) oznacza zbiór {(x, y) ∈ R2 | (x − a)2+ (y− b)2 = r 2},
N+ oznacza zbiór {n ∈ N | n > 0},
Q+ oznacza zbiór {q ∈ Q | q > 0}.

Konstruując odpowiednie bijekcje udowodnij, że zbiory podane w poniższych zada-
niach są równoliczne.

Zadanie 544. [0, 1) orazO((0, 0),1)

Zadanie 545. (0, 1) orazR

Zadanie 546. [0, 1) oraz[0,∞)
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Zadanie 547. (0, 1) oraz[0, 1)

Zadanie 548. [0, 1) orazR

Zadanie 549. [0, 1) oraz(0,∞)
Zadanie 550.R orazR \ N
Zadanie 551.Q orazQ \ [0,1]

Zadanie 552.N orazZ

Zadanie 553.N orazN2

Zadanie 554.N orazN3

Zadanie 555.N oraz{〈n,m〉 ∈ N+ × N+ | m - n}
Zadanie 556. {〈n,m〉 ∈ N+ × N+ | m - n} orazQ+

Zadanie 557.N orazQ

Zadanie 558.Z× ((0, 1] ∩Q) orazQ

Zadanie 559.R orazR \Q
Zadanie 560. (0, 1]× Z orazR

Zadanie 561. (0, 1)× (0, 1) orazR× R
Zadanie 562.P(N) oraz2N

Zadanie 563. {0, 1}N orazNN

Zadanie 564.N oraz{ f : N→ {0,1} | f jest nierosnąca}
Zadanie 565.N oraz{ f : N→ {1,2, 3, 4} | f jest niemalejąca}
Zadanie 566. {x ∈ R | sin(x) = 0} orazZ

Zadanie 567.Q orazQ×Q
Zadanie 568. (0, 1) oraz(0, 1)× (0, 1)
Zadanie 569.R orazR× R
Zadanie 570.R orazRN
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6.2. Własno ści pojęcia równoliczno ści zbiorów

Twierdzenie 70. Dla dowolnych zbiorówA, B,C

1. A ∼ A,

2. A ∼ B⇒ B ∼ A,

3. (A ∼ B ∧ B ∼ C)⇒ A ∼ C,

Zadanie 571. Wykaż, że jésli A1 ∼ A2, to

P(A1) ∼ P(A2), (1)

BA1 ∼ BA2, (2)

AB
1 ∼ AB

2 , (3)

A1× B ∼ A2× B. (4)

Zadanie 572. Wykaż, że

(AB)C ∼ A(B×C), (1)

(A× B)C ∼ AC × BC, (2)

A× {a} ∼ A, (3)

A{a} ∼ A, (4)

dla dowolnych zbiorówA, B, C i jednoelementowego zbioru{a}.
Zadanie 573. Wykaż, że jésli A1 ∩ B1 = A2 ∩ B2 = ∅ orazA1 ∼ A2 i B1 ∼ B2, to

A1 ∪ B1 ∼ A2 ∪ B2, (1)

CA1∪B1 ∼ CA2 × CB2. (2)

Powyższe własnósci uwalniają nas od konieczności żmudnego konstruowania od-
powiednich bijekcji, pozwalając w łatwy sposób wyprowadzać nowe fakty na temat
równolicznósci zbiorów z już poznanych. Dla przykładu skoroN ∼ Q (zadanie 557),
to na mocy własnósci (2) z zadania 571 wnioskujemy, żeRN ∼ RQ.

Zadanie 574. Przyjmując za wiadome, żeN ∼ N× N orazR ∼ {0, 1}N udowodnij,
żeRN ∼ R.

Zadanie 575. Dla jakich zbiorówA, B i C:

1. AB ∼ BA?

2. AB∪C ∼ AB ∪ AC?

Zadanie 576. Czy istnieją zbioryA, B,C, D, takie, żeA 6∼ B orazC 6∼ D, ale
AC ∼ BD?
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6.3. Zbiory sko ńczone

Definicja 71. Napisn oznacza zbiór liczb naturalnych mniejszych odn, tj. zbiór=
{0, 1, . . . , n− 1}.

Definicja 72. Zbiór A jestzbiorem skończonym, jeśli istnieje liczba naturalnan ∈ N,
taka, żeA ∼ n. Zbiór, który nie jest skónczony nazywamynieskończonym.

Twierdzenie 73.

1. Dla żadnegon ∈ N nie istnieje funkcja różnowartościowa zn+ 1 w n.

2. Jeżeli istnieje funkcja różnowartościowa zm w n, to m⊆ n.

3. Jeżelim∼ n, to m= n.

4. Dla każdegom ∈ N zachodzim 6∼ N.

Jésli więc zbiórA jest skónczony, to istnieje dokładnie jedna liczba naturalnan, taka,
że A ∼ n.

Definicja 74. Niech A będzie zbiorem skónczonym. Liczbęn, taką, żeA ∼ n na-
zywamy liczbą elementówzbioru A i oznaczamy|A|. Liczbę elementów zbioru|A|
nazywamy teżmocązbioru A zwłaszcza gdy jednocześnie zajmujemy się zbiorami
skończonymi i nieskónczonymi.

Zbiór pusty ma zatem0 elementów. Zbiór man elementów, jeżeli jego elementy
można ponumerować bez powtórzén liczbami0, . . . , n− 1.

Zadanie 577. Udowodnij, że dla dowolnych liczb naturalnychm,n ∈ N jest

(m× {0}) ∪ (n× {1}) ∼ m+ n.

Wyprowadź stąd wniosek, że dla dowolnych skończonych rozłącznych zbiorówA i B
zachodzi równósć |A∪ B| = |A| + |B|.

Zadanie 578. Wykaż, że jésli zbiory A i B są skónczone, to|A× B| = |A| · |B|.

Zadanie 579. Wykaż, że jésli zbiory A i B są skónczone, to|AB| = |A||B|.

Zadanie 580. Niech A1 = A orazAn+1 = An × A. Wykaż, żeAn ∼ An.

Zadanie 581. Niech {Ai }i∈N będzie rodziną podzbiorów zbioruX. Niech (1) ozna-
cza, żeA0 jest zbiorem skónczonym, oraz (2) oznacza, że dla każdegon zachodzi⋂n

i=0 Ai 6= ∅. Pokaż, że: a) jésli zachodzi (1) i (2), to
⋂∞

i=0 Ai 6= ∅, b) istnieje
rodzina zbiorów{Ai }i∈N spełniająca warunek (2), taka, że

⋂∞
i=0 Ai = ∅.
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Zadanie 582. Niech{Ai }i∈N będzie rodziną skónczonych podzbiorów zbioruX, ta-
ką, żeAn1 ∩ . . . ∩ Ank 6= ∅ dla dowolnychn1, . . . , nk ∈ N. Pokaż, że

⋂∞
i=1 Ai 6= ∅.

Zadanie 583. Dane są dwie funkcjef : A→ B i g : B→ A, obie typu „na”.

1. Czy z powyższych założeń wynika, że f i g są bijekcjami?

2. Jésli dodatkowoA i B są zbiorami skónczonymi, to czy wówczasf i g są
bijekcjami?

Zadanie 584. Dane są zbioryA1, . . . , An. Przypúsćmy, żeR jest najmniejszą ro-
dziną zbiorów o tej własnósci, żeAi ∈ R dla i = 1, . . . , n oraz jésli X,Y ∈ R, to
X ∪ Y ∈ R. Wyznacz maksymalną moc rodzinyR.

Zadanie 585. Dane są zbioryA1, . . . , An. Przypúsćmy, żeR jest najmniejszą ro-
dziną zbiorów o tej własnósci, żeAi ∈ R dla i = 1, . . . , n oraz jésli X,Y ∈ R, to
X ∪Y ∈ R i X ∩Y ∈ R. Wyznacz maksymalną moc rodzinyR. Dla jakich zbiorów
A1, . . . , An wartósć |R| jest największa?

Zadanie 586. Dane są zbioryA1, . . . , An. Przypúsćmy, żeR jest najmniejszą ro-
dziną zbiorów o tej własnósci, żeAi ∈ R dla i = 1, . . . , n oraz jésli X,Y ∈ R, to
X ∪ Y ∈ R i X \ Y ∈ R. Wyznacz maksymalną moc rodzinyR. Dla jakich zbiorów
A1, . . . , An wartósć |R| jest największa?

Definicja 75. Przyjmujemy następujące oznaczenia: dla dowolnego zbioruX ⊆ A
napisX1 oznacza zbiórX, zás napisX0 oznacza dopełnienie zbioruX do zbioruA,
tj. zbiór A \ X.

Zadanie 587. Dany jest zbiórA i dodatnia liczba naturalnak oraz zbioryXi ⊆ A dla
i = 1, . . . , k, takie, że dla każdej funkcjif : {1, . . . , k} → {0, 1} zbiór

⋂k
i=1 X f (i )

i
ma co najwyżej 1 element. Wyznacz maksymalną moc zbioruA.

Definicja 76. Mówimy, że funkcja dwuargumentowaf : A× B→ C istotnie zależy
od każdego z argumentów, jeśli istnieją elementya ∈ A i b1, b2 ∈ B, takie, że
f (a, b1) 6= f (a,b2) oraz istnieją elementya1,a2 ∈ A i b ∈ B, takie, że f (a1, b) 6=
f (a2,b).

Zadanie 588. Ile jest dwuargumentowych funkcji logicznych istotnie zależnych od
każdego z argumentów? Ile jest funkcjif : A × B → C istotnie zależnych od
każdego z argumentów, gdy każdy ze zbiorówA, B,C ma 3 elementy?

Zadanie 589. Ile jest funkcji f : A× B→ C istotnie zależnych od każdego z argu-
mentów, gdy każdy ze zbiorówA, B ma 4 elementy, aC man elementów?
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Zadanie 590. a) Na prywatce u Jurka jest co najmniej jedna osoba znająca co naj-
mniej jeden z szésciu języków: polski, angielski, francuski, niemiecki, rosyjski i hisz-
pánski. Ponadto nie ma dwóch osób, które znałyby dokładnie te same języki. Oczy-
wiście każdy gósć Jurka zna co najmniej dwa języki. Oszacuj z góry i z dołu liczbę
osób na prywatce u Jurka.

b) Na prywatce u Agaty jest co najmniej jedna osoba znająca co najmniej jeden
z n języków. Ponadto nie ma dwóch osób, które znałyby dokładnie te same języki.
Oczywíscie każdy gósć Agaty zna co najmniej jeden język. Oszacuj z góry i z dołu
liczbę osób na prywatce u Agaty.

6.3.1. Wzór włącze ń i wyłącze ń

Zadanie 591. Pósród członków pewnego klubu lingwistycznego każdy uczy się fran-
cuskiego, niemieckiego lub hiszpańskiego. Wiadomo, że 20 uczy się francuskiego,
12 francuskiego i hiszpańskiego, 16 niemieckiego, 16 hiszpańskiego, 4 francuskiego
i niemieckiego, 7 niemieckiego i hiszpańskiego, 3 wszystkich trzech języków. Ilu
członków liczy klub? Ilu z nich uczy się dokładnie dwóch języków?

Zadanie 592. Korzystając z tego, iż jeżeli zbiory skończoneA i B są rozłączne, to
|A∪ B| = |A| + |B| udowodnij, że dla dowolnych zbiorówA, B i C (niekoniecznie
rozłącznych):

|A∪ B| = |A| + |B| − |A∩ B|
|A∪ B ∪ C| = |A| + |B| + |C| − |A∩ B| − |A∩ C| − |B ∩ C| + |A∩ B ∩ C|
Zadanie 593. Udowodnij indukcyjnie, że dla dowolnej rodziny zbiorów skończo-
nych{Ai }ni=1 jest prawdziwy tzw.wzór włączeń i wyłączeń:

∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑

j=1

∑
I ⊆ {1, . . . ,n}
|I | = j

(−1) j+1

∣∣∣∣∣
⋂

i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ .

Zadanie 594. Rodzina{Ai }ni=1 jest rodziną zbiorówk-rozłącznych, jeśli dla każdego
rosnącego ciągu liczb naturalnych〈i1, i2, . . . , ik〉 takiego, żeik ≤ n, mamy

k⋂

j=1

Ai j = ∅.

Udowodnij, że dla dowolnej rodziny zbiorów skończonychk-rozłącznych{Ai }ni=1
jest prawdziwy wzór:

∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
k−1∑

j=1

∑
I ⊆ {1, . . . ,n}
|I | = j

(−1) j+1

∣∣∣∣∣
⋂

i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ .
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6.4. Moce zbiorów niesko ńczonych

Symbol|A| zdefiniowalísmy jedynie dla zbiorów skónczonych. W teorii mocy de-
finiuje się obiekty oznaczające „liczbę elementów” zbiorów nieskończonych, zwane
liczbami kardynalnymi. Pozwala to rozszerzyć odwzorowanie| · | na zbiory nieskón-
czone. Robimy to w ten sposób, że dwóm zbiorom przypisujemy tę samą liczbę kar-
dynalną wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory te są równoliczne. Wartość |A| nazywamy
wówczasmocązbioru A. Moc zbioru liczb naturalnych (a więc i dowolnego zbioru
równolicznego ze zbiorem liczb naturalnych) oznaczamyℵ0 (czytamy „alef zero”).
Poniżej pokazujemy, żeN 6∼ R. Moc zbioru liczb rzeczywistych nazywamy conti-
nuum i oznaczamy przezc. Mamy zatem|N| = ℵ0, |R| = c orazℵ0 6= c.

Definicja 77. Zbiór jest przeliczalny, jeśli jest skónczony lub jest równoliczny ze
zbiorem liczb naturalnych.

Definicja 78. Zbiór równoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych nazywamyzbiorem
mocy continuum.

Nierównolicznych zbiorów nieskónczonych jest nieskónczenie wiele. Jest więc
nieskónczenie wiele różnych nieskończonych liczb kardynalnych. Można na nich
okréslić operacje dodawania, mnożenia i potęgowania oraz relację porządku mające
podobne własnósci, jak odpowiadające im operacje na liczbach naturalnych. Teoria
takich liczb nazywa sięarytmetyką liczb kardynalnych. Tak subtelne teorie mają jed-
nak niewiele zastosowań w informatyce, dlatego nam wystarczą jedynie pojęcia rów-
nolicznósci, przeliczalnósci i mocy continuum. Tam, gdzie nie jest to niezbędne, nie
należy więc używác pojęcia mocy|A| zbioru A (formalnie nie zdefiniowaliśmy prze-
cież tego obiektu!). W szczególności zamiast pisác |A| = |B| lepiej napisác A ∼ B.
Oba wyrażenia oznaczają bowiem, że zbioryA i B są równoliczne, drugie jednak nie
odwołuje się do (dosýc skomplikowanego) pojęcia liczby kardynalnej.

Definicja 79. Mówimy, że moc zbioruA jest nie większa niż moc zbioruB i piszemy
|A| ≤ |B|, jeśli istnieje funkcja różnowartósciowa f : A→ B.

Definicja 80. Mówimy, że moc zbioruA jest mniejsza niż moc zbioruB i piszemy
|A| < |B|, jeśli |A| ≤ |B| orazA 6∼ B.

Uwagi na temat oznaczenia mocy|A| zbioru A dotyczą też porównywania mocy
zbiorów. Symbolu≤ nie traktujemy jako binarnej relacji zachodzącej pomiędzy ta-
jemniczymi obiektami|A| i |B|, same napisy|A| i |B| nie oznaczają niczego, zaś na-
pis |A| ≤ |B| oznacza jedynie, że zachodzi określona wyżej binarna relacja między
zbiorami A i B (tj. że istnieje funkcja różnowartościowa f : A → B). Tak dziwny
sposób zapisu tej relacji wynika z konwencji przyjętych w teorii mocy, w której na-
pisy |A| i |B| faktycznie oznaczają pewne obiekty, zaś≤ oznacza obiekt „podobny”
do relacji binarnej. Teorii tej nie będziemy tu jednak rozwijać.
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Twierdzenie 81.

1. Dla dowolnego zbioruA zachodzi|A| ≤ |A|.
2. Jésli |A| ≤ |B| i |B| ≤ |C|, to |A| ≤ |C|.
3. Jésli n < m, to |n| < |m|.
4. Dla dowolnej liczby naturalnejn zachodzi|n| < |N|.

Twierdzenie 82 (Cantor-Bernstein). Jésli |A| ≤ |B| oraz|B| ≤ |A|, to |A| = |B|.

Twierdzenie 83. Zbiór liczb rzeczywistych jest równoliczny ze zbiorem{0,1}N. Za-
tem zbiór{0, 1}N ma moc kontinuum.

Definicja 84. Jésli X ⊆ A, to f : A → {0,1} jest funkcją charakterystyczną
zbioru X, jeśli

f (a) =
{

0, gdya 6∈ X,
1, gdya ∈ X,

dla dowolnegoa ∈ A.

Fakt 85. Dla dowolnego zbioruA zachodzi2A ∼ P(A).

Twierdzenie 86. Niech A i B będą zbiorami, przy czym|B| ≥ 2. Wtedy

|P(A)| ≤ |BA|.

Twierdzenie 87 (Cantor). Dla żadnego zbioruA nie istnieje funkcja zA na zbiór
potęgowyP(A).

Dowód. Przypúsćmy przeciwnie, że pewna funkcjaf : A→ P(A) przekształcaA
naP(A). Niech

A0 = {a ∈ A | a 6∈ f (a)}.

PonieważA0 ⊆ A i f odwzorowujeA na P(A), więc istniejea0 ∈ A, takie, że
f (a0) = A0. Mamy wtedy

a0 ∈ A0 ⇔ a0 ∈ f (a0) ⇔ a0 6∈ A0.

Założenie istnienia funkcjif doprowadziło do sprzeczności.
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Dowód (twierdzenia Cantora dla przypadku A = N). Przypúsćmy przeciwnie, że
pewna funkcjaf : N→ 2N przekształcaN na2N. Tworzymy nieskónczoną tablicę

(f(0))(0) ( f (0))(1) ( f (0))(2) ( f (0))(3) ( f (0))(4) · · ·
( f (1))(0) (f(1))(1) ( f (1))(2) ( f (1))(3) ( f (1))(4) · · ·
( f (2))(0) ( f (2))(1) (f(2))(2) ( f (2))(3) ( f (2))(4) · · ·
( f (3))(0) ( f (3))(1) ( f (3))(2) (f(3))(3) ( f (3))(4) · · ·
( f (4))(0) ( f (4))(1) ( f (4))(2) ( f (4))(3) (f(4))(4) · · ·

...
...

...
...

...
. . .

Tworzymy nową funkcję charakterystyczną

g(i ) = 1− ( f (i ))(i )

dla każdegoi ∈ N. Wtedy g 6= f (i ) dla dowolnegoi ∈ N, gdyż g(i ) = 1 −
( f (i ))(i ) 6= ( f (i ))(i ). Otrzymalísmy sprzecznósć z założeniem, żef jestna.

Twierdzenie 88. Dla każdegoA jest|P(A)| > |A|. Jésli |B| ≥ 2, to |BA| > |A|.

Zadanie 595. Udowodnij, że1≤ |A| ≤ |B|wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja
f : B→ A, która jest „na”. (Zadanie wymaga pewnika wyboru.)

Zadanie 596. Udowodnij, że jeżeliA ⊆ B, to |A| ≤ |B|.

Zadanie 597. Czy A1 ∼ A2, B1 ∼ B2 i |A1| ≤ |B1|, implikuje, że|A2| ≤ |B2|?

Zadanie 598. Udowodnij, żeA jest zbiorem nieskónczonym wtedy i tylko wtedy,
gdy zawiera podzbiór równoliczny ze zbiorem liczb naturalnych, tj. gdy istnieje zbiór
B ⊆ A, taki, żeB ∼ N. (Uwaga: zadanie jest trudne, a dowód wymaga skorzystania
z pewnika wyboru).

Zadanie 599. Udowodnij, żeA jest zbiorem nieskónczonym wtedy i tylko wtedy,
gdy jest równoliczny ze swoim właściwym podzbiorem, tj. gdy istnieje zbiórB ⊆ A,
taki, żeB 6= A i A ∼ B. (Uwaga: zadanie jest trudne, a dowód wymaga skorzystania
z pewnika wyboru).

Zadanie 600. Udowodnij, żeA jest zbiorem nieskónczonym wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieją zbioryB i C takie, żeB∩C = ∅, B∪C = A i A ∼ B ∼ C. (Uwaga: za-
danie jest trudne, a dowód wymaga skorzystania z pewnika wyboru).

Zadanie 601. Wykaż, że istnieje nieskónczona rodzina zbiorów nieskończonych o tej
własnósci, że żadne dwa spośród jej elementów nie są równoliczne.
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Twierdzenie Cantora-Bernsteina pozwala ustalać równolicznósć zbiorów A i B
za pomocą konstrukcji dwóch funkcji różnowartościowych f : A→ B i g : B→ A.
Zbudowanie takich funkcji jest często znacznie łatwiejsze niż skonstruowanie bijekcji
przekształcającej zbiórA na B.

W poniższych zadaniach konstruując dwie funkcje różnowartościowe udowodnij
równolicznósć podanych zbiorów.

Zadanie 602. (0, 1] oraz(0, 1]2

Zadanie 603. (0, 1] oraz2N

Zadanie 604.N orazN× N

Zadanie 605.Z× N+ orazQ

6.5. Wyznaczanie mocy zbiorów

Zadanie 606. Udowodnij, że dla każdej dodatniej liczby naturalnejn zbiórRn, gdzie
R jest zbiorem liczb rzeczywistych, ma moc kontinuum.

Zadanie 607. Niech RI (x, y) oznacza relację

∃p∈I ((φ(p, x) ∧ ¬φ(p, y)) ∨ (φ(p, y) ∧ ¬φ(p, x)))

naN+ × N+, gdzieN+ = N \ {0}, I jest skónczonym niepustym zbiorem liczb
pierwszych, aφ(x, y) jest formułą∃z(x · z= y). NiechQI = (N+ × N+) \ RI .

a) Czy RI jest relacją równoważności? Jésli tak, podaj liczbę klas równoważności
relacji RI .

b) Czy QI jest relacją równoważności? Jésli tak, podaj liczbę klas równoważności
relacji QI .

Zadanie 608. Dla danej funkcji f : N→ N definiujemy zbiór

A f = {n ∈ N | f (n) > 1}.

NiechA = {A f | f ∈ NN}. Znajdź moc zbiorówA oraz
⋃

f ∈NN A f .

Zadanie 609. Dla ciągu nieskónczonegoa = 〈a1,a2,a3, . . .〉 o wyrazach natural-
nych okréslamy relacjęRa w taki sposób, że dla dwóch ciągów nieskończonych o wy-
razach naturalnychb = 〈b1, b2, b3, . . .〉 i c = 〈c1, c2, c3, . . .〉 zachodzibRac, wtedy
i tylko wtedy, gdy

∀n∈N (an = 0⇒ bn = cn).
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1. Pokaż, że niezależnie od wyboru ciągua relacjaRa jest relacją równoważności.

2. Jaka jest moc zbioru takich ciągówa, dla których wszystkie klasy abstrakcji
Ra są przeliczalne?

3. Jaka jest moc zbioru takich ciągówa, dla których relacjaRa ma przeliczalnie
wiele klas abstrakcji?

4. Jaka jest moc zbioru takich ciągówa, dla których relacjaRa ma kontinuum
klas abstrakcji i każda z tych klas jest mocy kontinuum?

5. Jaka jest moc zbioru takich ciągówa, dla których relacjaRa ma przeliczalnie
wiele klas abstrakcji i każda z tych klas jest przeliczalna?

6. Jaka jest moc zbioru takich ciągówa, dla których relacjaRa ma zarówno prze-
liczalne, jak i nieprzeliczalne klasy abstrakcji?

Zadanie 610. Niech P ⊆ R× R oznacza relację taką, że

P(x, y) ⇔ ∃q∈Q (x = y+ q),

gdzieQ jest zbiorem liczb wymiernych.

a) Czy P jest relacją równoważności?

b) Jakie są moce klas równoważności [r ] P dla liczb r ∈ R? Jaka jest moc klasy
równoważnósci [π ] P? Jak jest moc klasy równoważności [ 23

7 ]? Czy wszystkie
klasy równoważnósci mają tę samą moc?

c) Czy rodzina klas równoważności relacjiP jest przeliczalna?

Zadanie 611. Czy istnieje nieprzeliczalna rodzinaR podzbiorówN taka, że dla do-
wolnych różnychX,Y ∈ R przekrójX ∩ Y jest skónczony?

Zadanie 612. Niech{Xn}n∈N będzie dowolną rodziną podzbiorów zbioruN.

1. Czy istnieje taki nieskónczony ciąg zerojedynkowy(in)n∈N, że

∞⋂

n=0

Xin
n 6= ∅?

2. Jaka jest maksymalna moc zbioru wszystkich ciągów(in)n∈N spełniających
powyższy wzór?

Zadanie 613. Rozważamy relację∼ okrésloną na funkcjach ze zbioruNN w nastę-
pujący sposób:

f ∼ g ⇔ ∃c>0 ∃k>0 ∀n>k ( f (n) ≤ cg(n) ∧ g(n) ≤ c f (n)).
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1. Pokaż, że∼ jest relacją równoważności.

2. Jaka jest moc klasy abstrakcji funkcjif takiej, że f (n) = 0dla każdegon ∈ N?

3. Jaka jest moc klasy abstrakcji funkcjig takiej, żeg(n) = 1 dla każdegon ∈ N?

Zadanie 614. Dla każdej spósród relacji opisanych w zadaniu 532, która jest relacją
równoważnósci wyznacz moc zbioru jej klas abstrakcji oraz moc każdej z jej klas.

6.6. Zbiory przeliczalne

Twierdzenie 89. Zbiór A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdyA = ∅ lub ist-
nieje funkcja zN na A.

Definicja 90. Ciągiem elementów zbioruA nazywamy funkcjęf : N→ A.

Fakt 91. Zbiór niepusty jest przeliczalny, gdy wszystkie jego elementy można usta-
wić w ciąg.

Twierdzenie 92.

1. Podzbiór zbioru przeliczalnego jest przeliczalny.

2. Jésli f : A → B oraz X ⊆ A jest zbiorem przeliczalnym, tof (X) też jest
zbiorem przeliczalnym.

3. Jésli A i B są przeliczalne, toA× B jest przeliczalny.

4. Jésli {Ai }i∈I jest przeliczalną rodziną zbiorów przeliczalnych (tzn.I jest prze-
liczalny i każdy ze zbiorówAi jest przeliczalny), to

⋃
i∈I Ai jest zbiorem prze-

liczalnym.

Zadanie 615. NiechA będzie przeliczalną rodziną zbiorów przeliczalnych. Pokaż,
że
⋃A i

⋂A są zbiorami przeliczalnymi.

Zadanie 616. Niech A ⊆ N będzie zbiorem nieskończonym. Zdefiniuj bijekcjef :
A→ N i g : N→ A.

Zadanie 617. Niech A będzie nieskónczonym zbiorem przeliczalnym i niechf :
A → B będzie surjekcją (odwzorowaniem “na”). Zbuduj injekcję (funkcję różno-
wartósciową)g : B→ A.

Zadanie 618. Udowodnij, że jésli f : R→ R jest monotoniczna, to zbiór jej punk-
tów nieciągłósci jest przeliczalny.

Zadanie 619. Czy istnieje zbiórA, taki, żeP(A) ∼ N?
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Zadanie 620. Niech A1 ∼ B1 i A2 ∼ B2. Czy:

1. A1× A2 ∼ B1× B2,

2. A1 ∩ A2 ∼ B1 ∩ B2,

3. A1 ∪ A2 ∼ B1 ∪ B2?

W punkcie 3. możesz założyć, że zbioryA1, A2, B1 i B2 są przeliczalne (zadanie
bez tego założenia jest trudne i wymaga użycia pewnika wyboru). Czy odpowiedzi
na powyższe pytania ulegną zmianie, jeśli założymy, że jeden ze zbiorówA1 lub A2
jest nieskónczony? Czy ulegną one zmianie jeśli założymy, że oba zbiory są nieskoń-
czone?

Zadanie 621. Zbiory A i B są przeliczalne oraz zbiórA× B jest nieskónczony. Co
można powiedziéc o mocach zbiorówA i B?

Zadanie 622. Udowodnij, że zbiór wszystkich skończonych ciągów o elementach ze
skończonego zbioruA jest przeliczalny.

Zadanie 623. Udowodnij, że zbiór wszystkich skończonych ciągów o elementach ze
przeliczalnego zbioruA jest przeliczalny.

Zadanie 624. Udowodnij, że zbiór wielomianów jednej zmiennej o współczynni-
kach wymiernych jest przeliczalny.

Zadanie 625. Wykaż, że zbiór słabo rosnących funkcjif : N → N jest nieprzeli-
czalny (funkcja f : N → N jest słabo rosnąca, jeśli x > y ⇒ f (x) ≥ f (y) dla
wszelkichx, y ∈ N).

Zadanie 626. Jaka jest moc zbioru nieskończonych ciągów o wyrazach wymier-
nych?

Zadanie 627. Jaka jest moc zbioru nieskończonych ciągów o wyrazach wymiernych,
stałych od pewnego miejsca?

Zadanie 628. Ile jest ciągów liczb wymiernych zbieżnych do1?

Zadanie 629. Ile jest rosnących ciągów liczb wymiernych zbieżnych do1?

Zadanie 630. Czy zbiór nierosnących ciągów o wyrazach naturalnych jest przeli-
czalny? (Ciąg(ai )i∈N jest nierosnący, jésli ai ≥ ai+1 dla każdegoi ∈ N).

Zadanie 631. Wykaż, że zbiór słabo malejących funkcjif : N→ N jest przeliczalny
(funkcja f : N→ N jestsłabo malejąca, jeśli x > y⇒ f (x) ≤ f (y) dla wszelkich
x, y ∈ N).
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Zadanie 632. Liczba a jest punktem skupienia ciągu(xi )
∞
i=1 liczb rzeczywistych,

jeśli istnieje podciąg(x ji ) ciągu(xi ) zbieżny doa. Ile ciąg może miéc punktów sku-
pienia?

Zadanie 633. Ile jest bijekcji f : A→ A, gdy zbiórA jest przeliczalny?

Zadanie 634. Liczba rzeczywistax jestalgebraiczna, jeśli istnieje wielomian jednej
zmiennej o współczynnikach wymiernych, taki, żex jest jego pierwiastkiem. Udo-
wodnij, że zbiór liczb algebraicznych jest przeliczalny.

Zadanie 635. Jaka jest moc zbioru wszystkich nieskończonych niemalejących cią-
gów o wyrazach naturalnych? Jaka jest, dla danegon, moc zbioru wszystkich nie-
skończonych niemalejących ciągów o wyrazach ze zbioru{0, . . . ,n− 1}?

Zadanie 636. Wykaż, że jésli ∼ jest relacją równoważności w zbiorze przeliczal-
nym A, to zbiór klas równoważnósci A/∼ = {[a]∼ : a ∈ A} jest przeliczalny.

Zadanie 637. Wiadomo, że∼ jest relacją równoważności na zbiorzeA, zbiór klas
równoważnósci A/∼ jest przeliczalny oraz dla każdegoa ∈ A, klasa równoważnósci
[a]∼ elementua jest przeliczalna. Wykaż, że zbiórA jest przeliczalny.

Zadanie 638. Czy zbiór relacji równoważnósci na zbiorze przeliczalnym jest zbio-
rem przeliczalnym?

Zadanie 639. Dany jest nieskónczony przeliczalny zbiórA i liczba n ∈ N. Ile jest
relacji równoważnósci∼ na zbiorzeA, takich, że dla każdegoa ∈ A klasa abstrakcji
[a]∼ ma dokładnien elementów?

Zadanie 640. Ile jest relacji równoważnósci na przeliczalnym zbiorzeA takich, że
wszystkie ich klasy abstrakcji są skończone?

Zadanie 641. Niech zbioryA ∪ B i C ∪ D będą przeliczalne nieskończone. Która
z poniższych formuł wynika z tego założenia? Uzasadnij swoje odpowiedzi.

A ∼ C ∨ B ∼ D
A ∼ C ∨ A ∼ D ∨ B ∼ C ∨ B ∼ D

(A ∼ C ∧ B ∼ D) ∨ (A ∼ D ∧ B ∼ C)
A ∼ C ∨ A ∼ D

Zadanie 642. Mówimy, że ciąg liczb rzeczywistych(yn)n∈N rośnie szybciejniż ciąg
(xn)n∈N, gdy

lim
n→∞

xn

yn
= 0.



6. Teoria mocy 71

Pokaż, że dla każdego ciągu(xn)n∈N istnieje ciąg rosnący od niego szybciej. Niech
S będzie zbiorem ciągów liczb rzeczywistych o tej własności, że dla każdego ciągu
liczb rzeczywistych(xn)n∈N istnieje w zbiorzeS ciąg(yn)n∈N ∈ S rosnący od niego
szybciej. Wykorzystując metodę przekątniową udowodnij, żeS nie jest zbiorem prze-
liczalnym.

Zadanie 643. Udowodnij, że każdy zbiór rozłącznych odcinków na prostej jest prze-
liczalny. Pokaż, że istnieje nieprzeliczalny zbiór rozłącznych odcinków na płaszczyź-
nie.

Zadanie 644. Udowodnij, że każdy zbiór rozłącznych kół na płaszczyźnie jest prze-
liczalny. Pokaż, że istnieje nieprzeliczalny zbiór rozłącznych okręgów na płaszczyź-
nie. Koło to zbiór punktów〈x, y〉 spełniających warunek

(x − x0)
2+ (y− y0)

2 ≤ r 2

dla pewnego punktu〈x0, y0〉 i dodatniej liczby rzeczywistejr , a okrąg to zbiór punk-
tów 〈x, y〉 spełniających warunek

(x − x0)
2+ (y− y0)

2 = r 2.

Zadanie 645. Ósemka, to dwa zewnętrznie styczne okręgi. Udowodnij, że każdy
zbiór rozłącznych ósemek na płaszczyźnie jest przeliczalny. Czy można ułożyć na
płaszczyźnie więcej niż przeliczalnie wiele rozłącznych okręgów?

Zadanie 646. T-kształt, to figura na płaszczyźnie, złożona z pary prostopadłych od-
cinków o niezerowej długósci, z których jeden kóncem styka się z drugim w miejscu
różnym od kónca tego drugiego (dlatego ta figura przypomina literę T). Krzyż, to
figura złożona z pary nierównoległych, przecinających się odcinków niezerowej dłu-
gósci, które nie mają wspólnych końców. Jak wiele rozłącznych T-kształtów można
ułożyć na płaszczyźnie? Jak wiele krzyży można ułożyć na płaszczyźnie?

Zadanie 647. Parasol, to bryła złożona z koła o niezerowejśrednicy i prostopadłego
do niego odcinka o niezerowej długości, który styka się swym kóncem zésrodkiem
koła. Pokaż, że każdy zbiór rozłącznych parasoli w przestrzeni trójwymiarowej jest
co najwyżej przeliczalny.

Zadanie 648. Ile jest wszystkich funkcjif : N→ N? A ile jest funkcji f : N→ N
których wartósć możemy obliczác przy pomocy komputera (tj. takich, dla których
istnieje program komputerowy, który wczytuje liczbę naturalnąn i wypisuje liczbę
f (n) dla dowolnegon ∈ N)?





7
Relacje porządku

Definicja 93. RelacjaR jestsłabo antysymetryczna, jeśli dla dowolnycha,b

jeśli aRborazbRato a = b.

Definicja 94. Czę́sciowym porządkiemw zbiorze A nazywamy relację≤ (będącą
podzbioremA2), która jestzwrotna, przechodniai słabo antysymetryczna, tzn.

• ∀a ∈, A (a ≤ a),

• ∀a, b ∈ A (a ≤ b∧ b ≤ a⇒ a = b),

• ∀a, b, c ∈ A (a ≤ b∧ b ≤ c⇒ a ≤ c).

Definicja 95. Jésli ≤ jest czę́sciowym porządkiem naA, to a < b oznacza

a ≤ b∧ a 6= b.

Definicja 96. Zbiór czę́sciowo uporządkowany, to zbiórA z relacją czę́sciowego po-
rządku≤. Zbiór czę́sciowo uporządkowany oznaczamy〈A,≤〉.

Przykład 97.Oto przykłady zbiorów uporządkowanych:

1. 〈P(A),⊆〉 (rodzina podzbiorów zbioruA z relacją inkluzji);

2. 〈N,≤〉 (zbiór liczb naturalnych ze zwykłym porządkiem);

3. 〈B,⊆〉, gdzieB ⊆ P(A);
4. 〈N, |〉, gdziea|b ⇔ ∃x(ax = b).

Definicja 98. Porządek czę́sciowy≤ w zbiorzeA jest liniowy, jeśli

∀a, b∈A (a ≤ b∨ b ≤ a).

Przykład 99.Porządkiem liniowym jest relacja≤ na zbiorze liczb rzeczywistych.
Relacja inkluzji⊆ na zbiorzeP(N) nie jest porządkiem liniowym.
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7.1. Przykłady porządków

Zadanie 649. Niech A będzie zbiorem niepustym oraz niech〈B,≤B〉 będzie po-
rządkiem czę́sciowym. Na zbiorze funkcjiBA okréslamy relację≤ przyjmując, że
dla f, g ∈ BA jest f ≤ g, wtedy i tylko wtedy, gdy f (a) ≤B g(a) dla każdego
a ∈ A. Wykaż, że〈BA,≤〉 jest porządkiem częściowym.

Zadanie 650. Pokaż, że na zbiorze liczb zespolonychC nie można wprowadzić po-
rządku≤, takiego, że jednocześnie:

• zero jest porównywalne z każdą liczbą zespoloną, tj.z= 0 lub z> 0 lub z< 0
dla każdej liczbyz ∈ C;

• porządek≤ jest zgodny z działaniami arytmetycznymi, dokładniej−z < 0
i wz> 0 dla dowolnychw, z> 0 oraz−z> 0 dla dowolnegoz< 0.

Zadanie 651. Czy dla danego zbioruX 6= ∅ można tak okréslić relacjęR, by rów-
noczésnie:

1. zbiór 〈X, R〉 był zbiorem czę́sciowo uporządkowanym,

2. R była relacją równoważności w X?

Zadanie 652. Czy dla danego zbioruX takiego, że|X| ≥ 2 można okréslić rela-
cję R, taką, by równoczésnie:

1. zbiór 〈X, R〉 był zbiorem liniowo uporządkowanym,

2. R była relacją równoważności w X?

Zadanie 653. Niech dla relacjiR

• Z(R) oznacza, żeR jest zwrotna,

• S(R) oznacza, żeR jest symetryczna,

• P(R) oznacza, żeR jest przechodnia,

• A(R) oznacza, żeR jest słabo antysymetryczna.

Podaj przykłady relacjiR1, R2, R3 i R4 takich, że

1. Z(R1) ∧ S(R1) ∧ P(R1),

2. Z(R2) ∧ P(R2) ∧ ¬S(R2),

3. Z(R3) ∧ S(R3) ∧ P(R3) ∧ A(R3),

4. ¬Z(R4) ∧ ¬A(R4) ∧ P(R4).
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Zadanie 654. Na zbiorzeNN okréslamy relacje:

1. f R1g jeśli |{n ∈ N | f (n) 6= g(n)}| <∞,

2. f R2g jeśli |{n ∈ N | f (n) 6= g(n)}| < 5,

3. f R3g jeśli |{n ∈ N | f (n) < g(n)}| <∞,

4. f R4g jeśli |{n ∈ N | f (n) < g(n)}| < 5,

5. f R5g jeśli f (n) ≤ g(n) dla każdegon ∈ N.

Które z nich są relacjami a) równoważności, b) czę́sciowego porządku, c) liniowego
porządku?

Definicja 100. Niech〈A,≤〉 będzie zbiorem częściowo uporządkowanym. Na zbio-
rze A∗ skończonych ciągów elementów zbioruA okréslamy relację� przyjmując, że
dla dowolnychu, w ∈ A∗ zachodziu � w wtedy i tylko wtedy, gdyu jest przedrost-
kiemw lub istniejei ≤ min(|u|, |w|) takie, że dlaj < i zachodziu( j ) = w( j ) oraz
u(i ) < w(i ). Relację� nazywamyporządkiem leksykograficznymna A∗ generowa-
nym przez porządek≤.

Zadanie 655. Wykaż, że relacja� jest porządkiem częściowym.

Zadanie 656. Wykaż, jésli 〈A,≤〉 jest porządkiem liniowym, to〈A∗,�〉 też jest po-
rządkiem liniowym (udowodnij tylko liniowósć).

Zadanie 657. Niech 〈A,≤A〉 i 〈B,≤B〉 będą porządkami liniowymi. Relację≤ na
A× B okréslamy wzorem

〈a1,b1〉 ≤ 〈a2, b2〉 ⇔ a1 ≤A a2 ∧ b1 ≤B b2

Wykaż, że: a)≤ jest porządkiem częściowym naA× B, b)≤ jest porządkiem linio-
wym wtedy i tylko wtedy, gdy zbiórA lub zbiórB jest co najwyżej jednoelementowy.

Zadanie 658. Kandydaci do objęcia pewnego stanowiska oceniani są wk ∈ N róż-
nych kategoriach. W każdej z tych kategorii otrzymują ocenę będącą liczbą naturalną
nie mniejszą niż 1 i nie większą niż 6. Kandydatk1 uważany jest za lepszego niżk2
(co zapisujemy jakok1 L k2) jeśli k1 ma wyższe oceny niżk2 we wszystkich katego-
riach oprócz co najwyżej dwóch. NiechR będzie najmniejszą zwrotną relacją taką,
że RR⊆ R i L ⊆ R. Czy R jest czę́sciowym porządkiem, jésli:

a) k = 12,

b) k = 13?

Zadanie 659. NiechRbędzie relacją zwrotną i przechodnią.Łańcuchem względemR
nazywamy ciąg〈a1, . . . ,an〉 taki, że〈ai ,ai+1〉 ∈ R dla i ∈ {1, . . . , n− 1} orazai 6=
a j dla i 6= j . Łańcuch〈a1, . . . ,an〉 jestcyklem względemR, jeśli n > 1 i 〈an,a1〉 ∈
R. Udowodnij, że jésli nie istnieje cykl względemR, to R jest porządkiem częścio-
wym.
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7.2. Izomorfizm porządkowy

Definicja 101. Zbiory uporządkowane〈A,≤A〉 i 〈B,≤B〉 sąizomorficzne, jeżeli ist-
nieje bijekcjaφ : A → B zachowująca porządek, tzn. taka, żeφ(a1) ≤B φ(a2)
wtedy i tylko wtedy, gdya1 ≤A a2, dla wszelkicha1,a2 ∈ A.

Definicja 102. Niech 〈P,≤P〉 oraz 〈Q,≤Q〉 będą zbiorami czę́sciowo uporządko-
wanymi. Funkcjaf : P→ Q jestmonotoniczna, jeśli

∀x,y∈P
(
x ≤P y⇒ f (x) ≤Q f (y)

)
.

Fakt 103. Funkcjaφ jest izomorfizmem porządkowym, jeśli jest bijekcją orazφ i φ−1
są monotoniczne.

Zadanie 660. Udowodnij, że następujące zbiory:Q, Q ∩ (0,1), Q \ {0}, Q \ [0,1)
i Q\[0, 1] uporządkowane zwykłą relacją porządku są izomorficzne (Q oznacza zbiór
liczb wymiernych,(a, b)— przedział otwarty o kóncacha i b, [a,b] zás — przedział
domknięty).

Definicja 104. Porządek≤ na zbiorzeA jest:

• gęsty, jeśli pomiędzy każdą parą elementów zbioruA znajduje się trzeci ele-
ment, tj. gdy dla dowolnycha, b ∈ A, takich, żea < b, istniejec ∈ A, taki, że
a < c < b;

• bez końców, jeśli dla dowolnego elementu zbioruA istnieje element od niego
większy i element od niego mniejszy, tj. gdy dla każdegoa ∈ A istniejąb, c ∈
A, takie, żeb < a < c.

Dla przykładu zwykły porządek na wszystkich pięciu zbiorach z zadania 660 jest gę-
sty i bez kónców. Zbiory te są izomorficzne nie przez przypadek, o czym przekonasz
się rozwiązując kolejne zadanie. Zauważ ponadto, że zwykły porządek na zbiorze
Q \ (0,1) nie jest gęsty, a na zbiorzeQ ∩ [0, 1] nie jest bez kónców.

Zadanie 661. Pokaż, że dowolne dwa zbiory przeliczalne uporządkowane liniowy-
mi, gęstymi relacjami porządku bez końców są izomorficzne.

Zadanie 662. Uzasadnij, że twierdzenie z poprzedniego zadania jest fałszywe dla
zbiorów nieprzeliczalnych, tj. podaj przykład dwóch nieprzeliczalnych zbiorów tej
samej mocy, uporządkowanych liniowymi, gęstymi relacjami porządku bez końców,
które nie są izomorficzne.

Zadanie 663. Pokaż, że zbiory: liczb naturalnych ze zwykłym porządkiem i skoń-
czonych ciągów liczb naturalnych z porządkiem leksykograficznym generowanym
przez zwykły porządek na liczbach naturalnychnie sąizomorficzne.
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Zadanie 664. Pokaż, że zbiory: liczb rzeczywistych ze zwykłym porządkiem i skoń-
czonych ciągów liczb rzeczywistych z porządkiem leksykograficznym generowanym
przez zwykły porządek na liczbach rzeczywistychnie sąizomorficzne.

Zadanie 665. W zbiorzeNN wprowadzamy relacjęR1 wzorem

āR1b̄ ⇔ ∀n (an ≤ bn),

dla ā = (ak)k∈N i b̄ = (bk)k∈N. Udowodnij, że zbiór〈NN, R1〉 jest czę́sciowo upo-
rządkowany. CzyR1 jest liniowym porządkiem? Czy jest gęstym porządkiem? Czy
ten porządek jest izomorficzny z〈R,≤〉?

Zadanie 666. W zbiorze wszystkich ciągów nieskończonych o wyrazach natural-
nych wprowadzamy relację

āR2b̄ ⇔ ∃k (ak = bk ∧ ∀n<k (an < bn)) ∨ ā = b̄,

dla ā = (ak)k∈N i b̄ = (bk)k∈N. Czy ta relacja jest liniowym porządkiem? Czy jest
gęstym porządkiem? Czy ten porządek jest izomorficzny z〈R,≤〉?

Zadanie 667. Udowodnij, żeaR1b⇒ aR2b dla wszelkicha, b ∈ NN, gdzieR1 jest
relacją rozważaną w zadaniu 665, zaś R2 — w zadaniu 666.

Zadanie 668. W zbiorzeC liczb zespolonych wprowadzamy porządek

x Ry ⇔ Rex < Rey ∨ (Rex = Rey ∧ Im x ≤ Im y).

Udowodnij, żeR jest liniowym gęstym porządkiem bez końców. Czy〈C, R〉 jest
izomorficzny z〈R,≤〉?

Definicja 105. Niech 〈X,≤〉 będzie zbiorem częściowo uporządkowanym.Następ-
nikiemx ∈ X nazywamy elementy ∈ X, taki, żex < y i dla każdegoz ∈ X, takiego,
żez< y jestz≤ x. Podobniepoprzednikiemx ∈ X nazywamy elementy ∈ X, taki,
że y < x i dla każdegoz ∈ X, takiego, żey < z jestx ≤ z.

Zadanie 669. Udowodnij, że każdy niepusty zbiór liniowo uporządkowany〈X,�〉,
taki, że każdy element posiada poprzednik i następnik oraz taki, że jeśli x � y, to
zbiór {z | x � z∧ z � y} jest skónczony, jest izomorficzny ze zbiorem〈Z,≤〉 liczb
całkowitych uporządkowanym standardową relacją mniejszości≤.

Zadanie 670. Podaj przykład przeliczalnego liniowego porządku takiego, że każdy
element posiada następnik, istnieje element najmniejszy, każdy element prócz naj-
mniejszego posiada poprzednik, ale nie izomorficznego z〈N,≤〉.
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Zadanie 671. W zbiorze liczb rzeczywistychR wprowadzamy relację∼, taką, że
x ∼ y ⇔ bxc = byc. Udowodnij, że∼ jest relacją równoważności. Opisz jej klasy
abstrakcji.

Zadanie 672. W zbiorzeR/∼, gdzie∼ jest relacją z zadania 671, definiujemy rela-
cję�, taką, że

[x]∼ � [y]∼ ⇔ x ≤ y,

gdzie≤ jest standardowym porządkiem na liczbach rzeczywistych. Uzasadnij, że
definicja� jest poprawna. Udowodnij, że〈R/∼,�〉 jest zbiorem liniowo uporządko-
wanym. Pokaż, że〈R/∼,�〉 i 〈Z,≤〉 są izomorficzne porządkowo, gdzie〈Z,≤〉 jest
zbiorem liczb całkowitych ze standardowym porządkiem.

Zadanie 673. W zbiorzeR/∼, gdzie∼ jest relacją z zadania 671, definiujemy dzia-
łania arytmetyczne:[x]∼+[y]∼ = [x+y]∼ oraz[x]∼ ·[y]∼ = [x ·y]∼. Czy powyższe
definicje są poprawne?

7.3. Zawieranie zbiorów jako relacja porządku

Definicja 106. Rodzina zbiorów{At }t∈T jest łańcuchem, jeśli

At ⊆ As ∨ As ⊆ At ,

dla wszelkichs, t ∈ T (tj. gdy⊆ jest na tej rodzinie porządkiem liniowym).

Definicja 107. Rodzina zbiorów{At }t∈T jestantyłańcuchem, jeśli

As ⊆ At ∨ At ⊆ As ⇒ s= t,

dla wszelkichs, t ∈ T .

Zadanie 674. Pokaż, że wP(N) istnieje łáncuch mocy continuum.

Zadanie 675. Pokaż, że wP(N) istnieje antyłáncuch mocy continuum.

Definicja 108. Rodzina zbiorów{At }t∈T jest prawie rozłączna, jeśli dla wszelkich
różnychs, t ∈ T zbiór At ∩ As jest skónczony.

Zadanie 676 (Sierpínski). Pokaż, że wP(N) istnieje rodzina mocy continuum zbio-
rów prawie rozłącznych.

Definicja 109. Dla danego zbioruX, filtrem w zbiorzeP(X) nazywamy taki zbiór
F ⊂ P(X), że jésli A ∈ F i A ⊆ B ⊆ X, to równieżB ∈ F , oraz jésli A, B ∈ F , to
równieżA∩ B ∈ F .
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Zadanie 677. Udowodnij, że jésli A ⊆ X to {B ⊆ X | A ⊆ B} jest filtrem. Nazy-
wamy gofiltrem głównym wyznaczonym przezA.

Zadanie 678. Pokaż, że jésli X jest zbiorem skónczonym, to każdy filtr naP(X) jest
główny.

Zadanie 679. Pokaż, że jésli X jest zbiorem nieskónczonym, to istnieje filtr naP(X),
który nie jest główny.

Zadanie 680. NiechF będzie filtrem naP(N). Dla ciągów o wyrazach naturalnych
okréslamy relacjęR jak następuje:̄aRb̄ wtedy i tylko wtedy, gdy{n | an = bn} ∈ F .
Udowodnij, żeR jest relacją równoważności.

7.4. Liczba relacji porządku

Zadanie 681. Ile jest relacji czę́sciowego porządku w zbiorzen-elementowym?

Zadanie 682. Ile jest relacji porządku liniowego w zbiorzen elementowym?

Zadanie 683. Niech� oznacza porządek częściowy na liczbach naturalnych. Mó-
wimy, że� jestzgodnyze zwykłym porządkiem, gdy

∀n1,n2 ∈ N (n1 � n2⇒ n1 ≤ n2).

Ile jest porządków czę́sciowych� ⊆ N × N zgodnych ze zwykłym porządkiem
i takich, że

1. w każdym antyłáncuchu są co najwyżej dwa elementy?

2. co najwyżej skónczona liczba elementów należy do jakiegoś łańcucha o liczbie
elementów większej niż 1?

3. zbiór
{x | ∃y (x 6= y ∧ (y � x ∨ x � y))}

jest skónczony?

4. w zbiorze〈N,�〉 istnieje element największy?

5. w każdym łáncuchu są co najwyżej dwa elementy?
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Języki formalne

Definicja 110. Niech A będzie dowolnym zbiorem. Będziemy nazywać go alfabe-
tem. Słowemnad alfabetemA nazywamy dowolny skónczony ciąg elementów zbioru
A. Słowo puste (ciąg długości zero) oznaczamyε. PrzezA∗ oznaczamy zbiór wszyst-
kich słów nad alfabetemA. Jeżeliu = u1u2 . . . un i w = w1w2 . . . wm, touw oznacza
złożenie(konkatenację) słów u i w, tj. słowo u1u2 . . . unw1w2 . . . wm. Słowou jest
przedrostkiem(prefiksem) słowaw, jeśli istnieje słowov, takie, żeuv = w. Podobnie,
słowou jestprzyrostkiem(sufiksem) słowaw, jeśli istnieje słowov, takie, żevu = w.

Fakt 111. Niech A będzie dowolnym zbiorem i niechu ≤ w oznacza, żeu jest
przedrostkiemw. Wtedy〈A,≤〉 jest zbiorem czę́sciowo uporządkowanym.

Definicja 112.Niech L będzie zbiorem słów (językiem) nad alfabetem{0, 1}. Mó-
wimy, że słowau, v ∈ {0,1}∗ sąrównoważne względem językaL, jeżeli

∀x ∈ {0, 1}∗ (ux ∈ L ⇔ vx ∈ L).

Zapisu ∼L v oznacza, że słowau i v są równoważne względem językaL.
Dla danego słowaw nad ustalonym alfabetem przezwn oznaczamy słowoww . . . w︸ ︷︷ ︸

n razy

.

Formalnie

w0 = ε,

wn+1 = wwn,

gdzieε jest słowem pustym. Przezw∗ oznaczamy zbiór słów postaciwn dla wszel-
kich naturalnychn, tj. w∗ = {wn | n ∈ N}.
Zadanie 684. Wykaż, że∼L jest relacją równoważności.

Zbiór klas równoważnósci relacji∼L oznaczamyQ(L).
Zadanie 685. Pokaż, że jésli dla pewnych słóww ∈ L i v ∈ {0,1}∗ zachodziwv ∈
[w]∼, towvn ∈ L dla każdegon ∈ N.
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Zadanie 686. Opisz klasy abstrakcji relacji∼L równoważnósci słów względem na-
stępujących języków:

L1 = {1n | 1≤ n ≤ 6}
L2 = (0011)∗

L3 = {0n1n | n ∈ N}

Zadanie 687. Dla językaL nad alfabetem{0, 1} okréslamy funkcje

f : Q(L)×Q(L)→ Q(L),
g : Q(L)× {0, 1} → Q(L),

gdzieQ(L) jest rodziną klas abstrakcji relacji∼L równoważnósci względem ję-
zykaL, wzorami:

f ([u]∼L , [w]∼L ) = [uw]∼L ,

g([u]∼L ,a) = [ua]∼L ,

gdzieu, w ∈ {0,1}∗ oraza ∈ {0, 1}. Które z powyższych definicji są poprawne?

Zadanie 688. Niech g będzie funkcją zdefiniowaną w poprzednim zadaniu. Kła-
dziemy

g∗(ε) = g([ε]∼L , ε),

g∗(wa) = g(g∗(w),a),

dlaw ∈ {0, 1}∗ i a ∈ {0,1}. Wykaż, że słowow ∈ {0,1}∗ należy do językaL wtedy
i tylko wtedy, gdyg∗(w) ⊆ L.
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Kresy zbiorów

Definicja 113. Niech 〈P,≤〉 będzie porządkiem częściowym i niechX ⊆ P. Ele-
mentx ∈ X jestelementem największym(odpowiednionajmniejszym) w X, jeśli dla
każdegoy ∈ X zachodziy ≤ x (odpowiedniox ≤ y). Element najmniejszy zbioruP
oznacza się⊥, zás największy>.

Definicja 114. Elementx ∈ X jest elementemmaksymalnym(odpowiedniomini-
malnym) w X, jeśli dla każdegoy ∈ X z warunkux ≤ y (odpowiednioy ≤ x)
wynika x = y.

Definicja 115. Niech〈P,≤〉 będzie zbiorem częściowo uporządkowanym. Porządek
〈P,≤−1〉 nazywamy porządkiemdualnymdo 〈P,≤〉. Jésli dane jest pojęcieQ do-
tyczące porządków, to pojęcieQ−1 dualne do niego otrzymujemy przez zastąpienie
w definicjiQ symbolu≤ przez symbol≤−1. Zauważmy, że pojęcia minimalny i mak-
symalny oraz najmniejszy i największy są dualne.

Twierdzenie 116. Niech 〈P,≤〉 będzie czę́sciowym porządkiem i niechX ⊆ P.
Wtedy element największy wX jest elementem maksymalnym wX.

Twierdzenie 117. Niech 〈P,≤〉 będzie zbiorem uporządkowanym. Dla dowolnego
zbioru X ⊆ P istnieje co najwyżej jeden element największy tego zbioru.

Zatem każdy zbiór posiada też co najwyżej jeden element najmniejszy. Elementów
maksymalnych i minimalnych może być natomiast wiele.

Przykład 118.Niech X będzie zbiorem niepustym i niechP = P(X) \ {∅}. Wtedy
w zbiorze uporządkowanym〈P,⊆〉 jest|X| elementów minimalnych.

Definicja 119. Niech 〈P,≤〉 będzie czę́sciowym porządkiem i niechX ⊆ P. Ele-
ment a ∈ P jest ograniczeniem górnymzbioru X, jeśli dla każdegox ∈ X za-
chodzi x ≤ a. Kresem górnymzbioru X nazywamy najmniejszy element zbioru
{a | a jest ograniczeniem górnymX}. Kres górny zbioruX oznaczamy

∨
X lub

supX. Dualnie można zdefiniować pojęciaograniczenia dolnegoi kresu dolnego
(kres dolny zbioruX oznaczamy

∧
X lub inf X).
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Zadanie 689. RodzinęP(A) podzbiorów niepustego zbioruA porządkujemy relacją
inkluzji ⊆. Wykaż, że kres górny dowolnego podzbioruX ⊆ P(A) jest równy sumie
teoriomnogósciowej zbiorów do niego należących, a kres dolny — przekrojowi. For-
malnie:sup{Xs}s∈S =

⋃
s∈S Xs orazinf{Xs}s∈S =

⋂
s∈S Xs dla dowolnej rodziny

{Xs}s∈S ⊆ P(A).

Definicja 120. Relacja podzielnósci liczb naturalnych| ⊂ N2 jest okréslona nastę-
pująco:

x | y ⇔ ∃z∈N (xz= y).

Zadanie 690. Pokaż, że relacja| jest porządkiem częściowym. Udowodnij, że każdy
niepusty podzbiór〈N, |〉 posiada kres dolny. Pokaż też, żeinf{m, n} = gcd(m,n)
i sup{m, n} = lcm(m, n), gdziegcdjest największym wspólnym podzielnikiem dwu
liczb, alcm — najmniejszą wspólną wielokrotnością.

Zadanie 691. Czy w 〈N, |〉 istnieje element a) najmniejszy, b) największy?

Zadanie 692. Rozważmy relację| na zbiorzeN \ {0}.
1. Znajdź zbiór elementów minimalnych w zbiorze〈N \ {0}, |〉.
2. Udowodnij, że w zbiorze〈N \ {0}, |〉 nie ma elementów maksymalnych.

Zadanie 693.

1. Znajdź ogólną postác łańcucha w zbiorze〈N \ {0}, |〉,
2. Znajdź ogólną postác antyłáncucha w zbiorze〈N \ {0}, |〉.
3. Udowodnij, że relacja inkluzji w zbiorze łańcuchów zbioru〈N\{0}, |〉 jest czę-

ściowym porządkiem. Znajdź postać łańcuchów minimalnych i maksymalnych
względem relacji inkluzji.

Zadanie 694. Znajdź przykład zbioru częściowo uporządkowanego〈X, R〉 takiego,
że w zbiorze〈X, R〉 jest dokładnie jeden element maksymalny i nie ma elementu
największego. Znajdź przykład zbioru częściowo uporządkowanego〈X, R〉, takiego,
że w zbiorze〈X, R〉 jest dokładnie jeden element minimalny i nie ma elementu naj-
mniejszego.

Zadanie 695. Znajdź elementy minimalne, maksymalne, największy i najmniejszy
w zbiorze〈NN, R1〉 z zadania 665.

Zadanie 696. Znajdź elementy minimalne, maksymalne, największy i najmniejszy
w zbiorze〈NN, R2〉 z zadania 666.
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Definicja 121. Funkcje f : N → N i g : N → N sąrówne prawie wszędzie, jeśli
zbiór

{n ∈ N | f (n) 6= g(n)}
jest skónczony. Zapisf ≈ g oznacza, że funkcjef i g są równe prawie wszędzie.

Zadanie 697. Pokaż, że≈ jest relacją równoważności.

Zadanie 698. Ile jest klas abstrakcji relacji≈? Jaka jest moc każdej z nich?

Definicja 122. Funkcja f : N→ Nmajoryzujefunkcjęg : N→ N, jeśli zbiór

{n ∈ N | f (n) < g(n)}

jest skónczony. Zapisg � f oznacza, że funkcjaf majoryzuje funkcjęg.
Na zbiorzeF = {[ f ]≈ | f : N → N} klas abstrakcji relacji≈ wprowadzamy

relację� przyjmując, że

[ f ]≈ � [g]≈ ⇔ f � g.

Zadanie 699. Wykaż, że definicja relacji� na zbiorzeF jest poprawna (nie zależy
od wyboru reprezentantów klas abstrakcji) i że relacja� jest czę́sciowym porządkiem
naF .

Zadanie 700. Niech dana będzie funkcjae(n) = 2n i rodzina funkcji fk(n) = nk dla
k ∈ N. Wykaż, że dla żadnegok funkcja fk nie majoryzuje funkcjie.

Zadanie 701. Czy istnieje ciąg funkcji〈 fi : i ∈ N〉 taki, że fi ≺ fi+1 dla i ∈ N,
oraz dla każdej funkcjig : N→ N istniejei takie, żeg ≺ fi ?

Zadanie 702. Wykaż, że każdy przeliczalny podzbiórX ⊆ F posiada w zbiorzeF
ograniczenie górne.

Zadanie 703. Niech {Ai | i ∈ N} będzie podziałem zbioruN na zbiory nieskón-
czone. Definiujemy ciąg funkcji〈 f j : j ∈ N〉 kładąc

f j (n) =
{

1, jeżelin ∈⋃ j
i=1 Ai ,

0, w przeciwnym przypadku.

Wykaż, że zbiór{[ f j ]≈ | j ∈ N} nie ma kresu górnego w〈F ,�〉.

Definicja 123. Nieskończonym łańcuchem wstępującymw zbiorze uporządkowanym
〈A,≤〉 nazywamy ciąg〈ai : i ∈ N〉 taki, żeai < ai+1 dla każdegoi ∈ N, gdziea < b
oznacza, żea ≤ b i a 6= b. Podobnie ciąg〈ai : i ∈ N〉 jest łańcuchem zstępującym,
jeśli ai+1 < ai dla każdegoi ∈ N.
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Zadanie 704. Wykaż, że żaden przeliczalny nieskończonyścísle wstępujący łáncuch
nie posiada w zbiorzeF kresu górnego.

Zadanie 705. Jak jest największa moćscísle a) wstępującego, b) zstępującego łań-
cucha w zbiorzeF?

Zadanie 706. Na zbiorze{0, 1} wprowadzamy porządek≤ kładąc0 ≤ 1. Niech�
będzie porządkiem leksykograficznym na zbiorze{0,1}∗ wyznaczonym przez porzą-
dek≤. Wykaż, że w zbiorze〈{0, 1}∗,�〉 istnieje nieskónczony łáncuch wstępujący
i nieskónczony łáncuch zstępujący. Czy zbiór〈{0,1}∗,�〉 posiada element najmniej-
szy lub największy?

9.1. Kraty

Definicja 124. Porządek〈P,≤〉 jestkratą zupełną, jeśli każdy podzbiór zbioruP ma
kres górny i kres dolny. Porządek〈P,≤〉 jestkratą, jeśli posiada elementy najmniej-
szy i największy oraz gdy każdyskończonypodzbiór zbioruP ma kres górny i kres
dolny.

Twierdzenie 125. Niech 〈P,≤〉 będzie porządkiem. Wtedy następujące warunki są
równoważne:

1. 〈P,≤〉 jest kratą zupełną.

2. Każdy podzbiór P ma kres górny w〈P,≤〉.
3. Każdy podzbiór P ma kres dolny w〈P,≤〉.

Zadanie 707. Niech A będzie dowolnym zbiorem niepustym. Czy〈K,⊆〉 jest kratą
zupełną, jeżeliK jest rodziną wszystkich

1. relacji binarnych,

2. relacji równoważnósci,

3. relacji czę́sciowego porządku

na zbiorzeA?

Definicja 126. NiechZ oznacza zbiór wszystkich nieskończonych podzbiorów zbio-
ru liczb naturalnych. W zbiorzeZ wprowadzamy relację∼ następująco:

X ∼ Y wtw |X .− Y| < ℵ0.

Zadanie 708. Pokaż, że∼ jest relacją równoważności.
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Definicja 127. W zbiorze klas abstrakcjiZ/∼ wprowadzamy relację≤, taką że:

[X]∼ ≤ [Y]∼ wtw |X \ Y| < ℵ0.

Zadanie 709. Sprawdź, czy definicja≤ jest poprawna.

Zadanie 710. Sprawdź, czy≤ jest porządkiem częściowym.

Zadanie 711. Znajdź w〈Z/∼,≤〉 nieskónczony podzbiór liniowo uporządkowany.

Zadanie 712. Znajdź w〈Z/∼,≤〉 nieskónczony antyłáncuch.

Zadanie 713. Wykaż, że〈Z/∼,≤〉 nie jest zupełny.

Zadanie 714. Wykaż, że każdýscísle malejący ciągx1 > x2 > x3 > . . . elementów
〈Z/∼,≤〉 (gdziex > y gdy y ≤ x i y 6= x) ma wZ/∼ ograniczenie dolne, tj. istnieje
y ∈ Z/∼, taki żey ≤ xi dla każdegoi .

Zadanie 715. Czy 〈Z/∼,≤〉 jest kratą?

Zadanie 716. NiechX będzie przeliczalną rodziną podzbiorówN. Udowodnij, że
istnieje przeliczalna rodzinaK, taka, żeX ⊆ K i 〈K,⊆〉 jest kratą.

9.2. Porządki zupełne

Definicja 128. Niech 〈P,≤P〉 będzie zbiorem częściowo uporządkowanym. Wtedy
zbiór ∅ 6= X ⊆ P jest zbioremskierowanym, jeśli każda parax, y ∈ X elementów
zbioru X ma w X ograniczenie górne, tj.

∀x, y∈X ∃z∈X (x ≤ z∧ y ≤ z).

Zbiór 〈P,≤P〉 jestporządkiem zupełnym, jeśli P ma element najmniejszy oraz każdy
skierowany podzbiórX zbioru P ma kres górny.

Definicja 129. Niech 〈P,≤P〉 oraz〈Q,≤Q〉 będą porządkami zupełnymi. Funkcja
f : P → Q jestciągła, jeśli zachowuje kresy górne, to znaczy, gdy dla dowolnego
zbioru skierowanegoX ⊆ P zbiór f (X) ma kres górny orazf (

∨
X) =∨ f (X).

Twierdzenie 130.

1. Każda funkcja ciągła jest monotoniczna.

2. Złożenie funkcji ciągłych jest funkcją ciągłą.

Zadanie 717. Pokaż, że relacja inkluzji na rodzinie skończonych podzbiorów zbioru
liczb naturalnych nie jest porządkiem zupełnym.
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Zadanie 718. Niech 〈A,≤A〉 i 〈B,≤B〉 będą porządkami zupełnymi. W produkcie
A× B definiujemy relację≤ w następujący sposób:〈a1, b1〉 ≤ 〈a2, b2〉 wtedy i tylko
wtedy, gdya1 ≤A a2 orazb1 ≤B b2. Udowodnij, że〈A × B,≤〉 jest porządkiem
zupełnym.

Zadanie 719. NiechA będzie zbiorem niepustym oraz niech〈B,≤B〉 będzie porząd-
kiem czę́sciowym zupełnym. Wykaż, że〈BA,≤〉 jest porządkiem zupełnym, gdzie
f ≤ g dla f, g ∈ BA, wtedy i tylko wtedy, gdyf (a) ≤B g(a) dla każdegoa ∈ A.

Zadanie 720. Niech 〈A,≤A〉 oraz 〈B,≤B〉 będą porządkami częściowymi zupeł-
nymi. Wykaż, że〈[ A, B],≤〉 jest porządkiem zupełnym, gdzie[ A, B] oznacza zbiór
funkcji ciągłych z A w B oraz f ≤ g, dla f, g ∈ BA, wtedy i tylko wtedy, gdy
f (a) ≤B g(a) dla każdegoa ∈ A.

Zadanie 721. Niech〈A,≤A〉 i 〈B,≤B〉 będą porządkami zupełnymi. Pokaż, że funk-
cja φ : [ A, B] × A → B, gdzie [ A, B] jest zbiorem funkcji ciągłych zA w B,
zdefiniowana wzoremφ( f,a) = f (a) jest ciągła.

Zadanie 722. Wykaż, że dla dowolnych zbiorówA i B relacja inkluzji na zbiorze
B⊆A funkcji czę́sciowych zA w B jest porządkiem zupełnym. Czy〈B⊆A,⊆〉 jest
kratą zupełną?

Zadanie 723. Zbiór W na płaszczyźnie jestwypukły, jeśli wraz z każdymi dwoma
punktami zawiera cały łączący je odcinek, tj. gdyab ⊆ W dla dowolnych punktów
a,b ∈ W. Pokaż, że relacja inkluzji na rodzinie wypukłych podzbiorów płaszczyzny
jest porządkiem zupełnym.

9.3. Twierdzenia o punkcie stałym

Twierdzenie 131 (Knaster, Tarski). Niech〈P,≤〉 będzie kratą zupełną i niech funk-
cja f : P→ P będzie monotoniczna. Wtedy istniejea ∈ P taki, że

1. f (a) = a

2. dla każdegob ∈ P, jeśli f (b) = b, to a ≤ b.

Elementa z twierdzenia Knastera-Tarskiego nazywamynajmniejszym punktem sta-
łym funkcji f . Element spełniający tylko warunek 1 nazywamypunktem stałym.

Twierdzenie 132. Niech 〈P,≤P〉 będzie porządkiem zupełnym oraz niech funkcja
f : P→ P będzie ciągła. Wtedy elementa =∨{ f n(⊥) | n ∈ N} jest najmniejszym
punktem stałym funkcjif .

Zadanie 724. NiechA 6= ∅ i niech f : A→ A. Udowodnij, że dla dowolnegoa ∈ A
istnieje najmniejszy zbiórX ⊆ A taki, żea ∈ X oraz f −1(X) ⊆ X.
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Zadanie 725. NiechK = P(A2) będzie zbiorem uporządkowanym relacją inklu-
zji ⊆, R ∈ K i niech funkcjaφR : K→ K będzie zdefiniowana wzorem

φR(X) = X ∪ X−1 ∪ X X ∪ EA ∪ R,

gdzieEA = {〈x, x〉 | x ∈ A}. Wykaż, że dla każdej relacjiR⊆ A2 istnieje najmniej-
szy punkt stały funkcjiφR.

Zadanie 726. Niech, żeR+ będzie najmniejszym punktem stałym funkcjiφR. Wy-
każ, żeR+ jest najmniejszą (względem relacji inkluzji⊆) relacją równoważnósci
zawierającą relacjęR.

Zadanie 727. Na rodzinieL = P({0,1}∗) wszystkich języków nad alfabetem{0,1}
okréslamy funkcję

f (X) = X ∪ {w01 | w ∈ X} ∪ {ε}.
Znajdź najmniejszy punkt stały funkcjif w zbiorzeL uporządkowanym relacją in-
kluzji. Czy istnieje największy punkt stały tej funkcji? Ile punktów stałych ma funk-
cja g(X) = {w01 | x ∈ X} ∪ {ε}?

9.4. Relacje w zbiorze formuł zdaniowych

Definicja 133.Niech V będzie zbiorem zmiennych zdaniowych. W zbiorzeF(V)
formuł zdaniowych, zbudowanych ze zmiennych ze zbioruV , spójnika negacji¬
i spójników koniunkcji∧, alternatywy∨, implikacji⇒ i równoważnósci⇔ wpro-
wadzamy binarną relację∼ przyjmując, że:

α ∼ β wtedy i tylko wtedy, gdy formuła(α ⇔ β) jest tautologią.

Zadanie 728. Wykaż, że∼ jest relacją równoważności.

Zadanie 729. Ile jest klas abstrakcji relacji∼, gdy zbiór zmiennychV

1. ma trzy elementy,

2. man elementów,

3. ma mocℵ0?

Zadanie 730. W zbiorzeF(V) wprowadzamy relacje∼1,∼2 i ∼3 przyjmując, że

• α ∼1 β wtedy i tylko wtedy, gdy formuła(α ⇔ β) jest spełnialna;

• α ∼2 β wtedy i tylko wtedy, gdy formuła(α ⇔ β) jest sprzeczna;

• α ∼3 β wtedy i tylko wtedy, gdy formuła(α ⇔ β) jest prawdziwa dla dokład-
nie połowy wartósciowán zmiennych występujących w formułachα i β.
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Które z tych relacji są relacjami równoważności?

Definicja 134.Niechφa ∈ F(V) będzie ustaloną formułą. W zbiorze formuł zdanio-
wychF(V) wprowadzamy binarną relację∼φa , przyjmując, że

φ1 ∼φa φ2 wtedy i tylko wtedy, gdy formuła(φa ⇒ (φ1⇔ φ2)) jest tautologią.

Zadanie 731. Udowodnij, że∼φa jest relacją równoważności. Opisz klasy równo-
ważnósci formuł p∨ ¬p i p∧ ¬p.

Definicja 135. W zbiorze klas abstrakcjiF(V)/∼ wyżej opisanej relacji∼ wprowa-
dzamy relację≤ taką, że[φ1]∼ ≤ [φ2]∼ wtedy i tylko wtedy, gdyφ1 ⇒ φ2 jest
tautologią.

Zadanie 732. Sprawdź, że powyższa definicja relacji≤ jest poprawna (nie zależy od
wyboru reprezentanta klasy abstrakcji) i że definiuje porządek częściowy.

Zadanie 733. Czy 〈F(V)/∼,≤〉 jest kratą?

Zadanie 734. Czy 〈F(V)/∼,≤〉 jest kratą zupełną?

Zadanie 735. Przyjmijmy, że zbiór zmiennychV jest przeliczalny nieskónczony.
Znajdź w zbiorze〈F(V)/∼,≤〉 nieskónczony podzbiór liniowo uporządkowany (łań-
cuch).

Zadanie 736. Przyjmijmy, że zbiór zmiennychV jest przeliczalny nieskónczony.
Czy można w zbiorze〈F(V)/∼,≤〉 znaleź́c nieskónczonyantyłańcuch, to znaczy
zbiór X taki, że jésli x 6= y, to¬(x ≤ y) dla wszelkichx, y ∈ X?

Zadanie 737. Ile jest klas abstrakcji relacji∼ gdy a)|V | = 2, b) |V | = 3, c) |V | = 5,
d) |V | = n ∈ N, e) |V | = ℵ0?

Zadanie 738. Wypisz najkrótszych reprezentantów wszystkich klas abstrakcji rela-
cji ∼ gdy zbiórV ma dwa elementy. Narysuj diagram porządku≤ dla tego przypadku.

Zadanie 739. Wyznacz zbiór elementów minimalnych i kres dolny zbioruF1 =
F(V)/∼ \ {[⊥]∼}, gdy zbiór zmiennychV jest (a) skónczony i (b) nieskónczony.

Zadanie 740. NiechV = {pn}∞n=1 będzie zbiorem zmiennych. Wyznacz kresy (dol-
ny i górny) zbiorówF2 = {[αn]∼}∞n=1 i F3 = {[βn]∼}∞n=1, gdzieαn =

∧n
i=1 pi =

p1 ∧ . . . ∧ pn i βn =
∨n

i=1 pi = p1 ∨ . . . ∨ pn.

Zadanie 741. NiechV = {pn}∞n=1 będzie zbiorem zmiennych. Wyznacz kresy (dol-
ny i górny) zbioruF4 = {[γn]∼}∞n=1, gdzieγn =

∨n
i=0(p2i ∨ ¬p2i+1).
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Zadanie 742. W zbiorzeF(V), gdzieV = {p1, . . . , p5}, definiujemy relacjeR1, R2
orazR3 w następujący sposób:

φR1ψ ⇔ φ i ψ mają tyle samo wystąpień spójników logicznych
φR2ψ ⇔ (φ ⇔ ψ) jest tautologią
φR3ψ ⇔ (φ ⇔ ψ) jest formułą spełnialną

Która z relacji R1, R2 oraz R3 jest relacją równoważności? W każdym przypadku
w razie pozytywnej odpowiedzi wyznacz moc zbioru klas abstrakcji danej relacji.

Zadanie 743. NiechF będzie zbiorem formuł zadaniowych zbudowanych ze zmien-
nych ze zbioruV = {p,q, r, . . .} i spójników implikacji⇒ i fałszu⊥. Binarna relacja
R na zbiorzeF jestmonotoniczna, jeśli

1. ⊥ Rφ,

2. jeśli φ1 Rφ2 i ψ1 Rψ2, to (φ2⇒ ψ1) R(φ1⇒ ψ2),

dla wszelkich formułφ, φ1, φ2, ψ1, ψ2 ∈ F .

1. Pokaż, że w zbiorze relacji monotonicznych naF uporządkowanym relacją
inkluzji istnieje element najmniejszy. Relację tę będziemy oznaczaćv.

2. Pokaż, że relacjav jest czę́sciowym porządkiem naF . Pokaż, że nie jest to
porządek liniowy.

3. Pokaż, że jésli φ v ψ , to φ ⇒ ψ jest tautologią. Pokaż, że implikacja od-
wrotna nie zachodzi.
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Dobre porządki i indukcja

10.1. Porządki regularne

Definicja 136. Porządek czę́sciowy〈P,≤〉 jestregularny(dobrze ufundowany), jeśli
nie istnieje nieskónczony ciąga0,a1,a2, . . . taki, że∀i∈N ai+1 < ai . Mówimy, że
porządek jestdobry, jeśli jest liniowy i regularny.

Twierdzenie 137. Porządek czę́sciowy〈P,≤〉 jest regularny, jésli w każdym niepu-
stym zbiorzeX ⊆ P istnieje element minimalny.

Zadanie 744. Niech〈A,≤A〉 i 〈B,≤B〉 będą zbiorami uporządkowanymi, w których
porządki≤A i ≤B są regularne. Na zbiorzeA× B definiujemy relację≤ przyjmując,
że〈x1, y1〉 ≤ 〈x2, y2〉 wtedy i tylko wtedy, gdyx1 ≤A x2 i y1 ≤B y2, dla wszelkich
x1, x2 ∈ A i y1, y2 ∈ B. Wykaż, że relacja≤ jest porządkiem regularnym na zbiorze
A× B.

Zadanie 745. Załóżmy, że zbiór〈X, R〉 jest dobrze uporządkowany. Znajdź warunek
konieczny i dostateczny na to, by zbiór〈X, R−1〉 był także dobrze uporządkowany.

Zadanie 746. Udowodnij, że jésli f : A → B jest monotoniczną bijekcją między
dobrymi porządkami〈A,≤A〉 i 〈B,≤B〉, to funkcja odwrotnaf −1 też jest monoto-
niczna. Czy założenie, że porządki≤A i ≤B są dobre jest istotne?

Zadanie 747. W zbiorzeN \ {0} wprowadzamy relacjęR wzorem

x Ry ⇔ (2|x ∧ 2|y ∧ y ≤ x) ∨ (2|x ∧ ¬(2|y)) ∨ (¬(2|x) ∧ ¬(2|y) ∧ x ≤ y).

Udowodnij, że zbiór〈N \ {0}, R〉 jest liniowo uporządkowany. Czy jest to dobry po-
rządek?

Zadanie 748. Udowodnij, że w zbiorze dobrze uporządkowanym każdy element (po-
za co najwyżej elementem największym) posiada następnik. Czy każdy element poza
elementem pierwszym musi posiadać poprzednik?
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Zadanie 749. Dany jest zbiór

A =
{

n+ m

m+ 1

∣∣∣∣ n,m ∈ N
}
.

1. Czy〈A,≤〉 jest dobrym porządkiem (≤ jest zwykłą relacją porządku w zbiorze
liczb rzeczywistych)?

2. Ile jest nierosnących funkcji zN w A?

Zadanie 750. W zbiorzeF = NN funkcji zN w N wprowadzamy relację≤F kładąc

f ≤F g⇔ (∀n ∈ N)( f (n) ≤ g(n)).

Czy porządek czę́sciowy〈F ,≤F 〉 jest

1. kratą,

2. kratą zupełną,

3. porządkiem zupełnym,

4. porządkiem regularnym?

Zadanie 751. NiechF = { f ∈ 2N | {n ∈ N | f (n) = 1} jest skónczony}. W zbio-
rzeF wprowadzamy relacje≤F i ≤L kładąc

f ≤F g ⇔ ∀n∈N ( f (n) ≤ g(n)) oraz

f ≤L g ⇔ f = g∨ ∃m∈N ( f (m) < g(m) ∧ ∀n∈N (n < m⇒ f (n) = g(n))).

1. Czy 〈F ,≤F 〉 jest porządkiem liniowym?

2. Czy 〈F ,≤L〉 jest porządkiem liniowym?

3. Czy 〈F ,≤F 〉 jest porządkiem regularnym?

4. Czy 〈F ,≤L〉 jest porządkiem regularnym?

5. Czy 〈F , (≤F )
−1〉 jest porządkiem regularnym?

6. Czy 〈F , (≤L)
−1〉 jest porządkiem regularnym?

Zadanie 752. Czy porządek zadany definicją 127 jest regularny?

Zadanie 753. Czy na zbiorzeA o mocy większej niż1 można zdefiniowác porządek
jednoczésnie dobry i gęsty?

Definicja 138.RelacjaR jestsłabo konfluentna, jeśli dla każdychx1, x2, x3 ∈ X ist-
nieje takix4 ∈ X, że jésli x1Rx2 i x1Rx3, to x2R̄x4 i x3R̄x4, gdzieR̄ jest przechodnim
domknięciem relacjiR. RelacjaR jestkonfluentna, jeśli dla każdychx1, x2, x3 ∈ X
istnieje takix4 ∈ X, że jésli x1R̄x2 i x1R̄x3, to równieżx2R̄x4 i x3R̄x4, gdzieR̄ jest
przechodnim domknięciem relacjiR.
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Zadanie 754. Pokaż, że istnieje relacjaR słabo konfluentna, która nie jest konflu-
entna.

Zadanie 755. Pokaż, że istnieje relacjaR słabo konfluentna, której graf jest acy-
kliczny i która nie jest konfluentna.

Zadanie 756. Pokaż, że jésli relacjaR jest ufundowana i słabo konfluentna, to jest
konfluentna.

Zadanie 757. Niech K będzie rodziną podzbiorów zbioru liczb naturalnych taką,
że relacja zawierania na tej rodzinie jest porządkiem regularnym. Pokaż,że każdy
łańcuch w tym porządku jest przeliczalny.

Zadanie 758. Dane są dwa niemalejące ciągi liczb naturalnych〈a0,a1,a2, . . .〉 oraz
〈b0,b1,ab2, . . .〉. Przypúsćmy, że te ciągi „podobnie rosną”, tzn. dla dowolnej liczby
naturalnejn spełnione są warunki:

1. jeżelian < bn, to an < an+1 orazbn = bn+1,

2. jeżelibn < an, to bn < bn+1 orazan = an+1.

Udowodnij, że jeżeli liczbac jest wyrazem obu tych ciągów, toc jest wyrazem tych
ciągów o tym samym numerze (tj. istnieje liczbai ∈ N, taka, żeai = c = bi ).

10.2. Indukcja

Twierdzenie 139. Niech 〈P,≤〉 będzie regularnym porządkiem częściowym. Jésli
X ⊆ P spełnia warunek∀x ((∀y<x y ∈ X)⇒ x ∈ X), to X = P.

Twierdzenie 140 (o definiowaniu przez indukcję).Niech A i B będą dowolnymi
zbiorami. Niechg : A→ B orazh : B × A× N→ B będą dowolnymi funkcjami.
Wtedy istnieje dokładnie jedna funkcjaf : A× N→ B spełniająca warunki:

1. ∀a∈A f (a, 0) = g(a),

2. ∀a∈A ∀n∈N f (a, n+ 1) = h( f (a,n),a, n).

Twierdzenie 141 (drugie twierdzenie o definiowaniu przez indukcję).
Niech A i B będą dowolnymi zbiorami. Niechg : A→ B orazh : B∗× A×N→ B
będą dowolnymi funkcjami. Wtedy istnieje dokładnie jedna funkcjaf : A×N→ B
spełniająca warunki:

1. ∀a∈A f (a, 0) = g(a),

2. ∀a∈A ∀n∈N f (a, n+ 1) = h(( f (a, 0), . . . , f (a,n)),a,n).
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Twierdzenie 142 (O definiowaniu funkcji przez indukcję noetherowską).
Niech 〈C,≤〉 będzie zbiorem regularnym i niechA, B będą dowolnymi zbiorami.
NiechB⊆A×C oznacza zbiór funkcji częściowych zA×C w B. Dla dowolnej funkcji
h : B⊆A×C × A× C→ B istnieje dokładnie jedna funkcja spełniająca warunek:

f (x, c) = h( f ∩ ({y ∈ A | y < x} × C × B), x, c).

Zadanie 759. W klasie jest2n dzieci in dwuosobowych ławek. Wykaż przez induk-
cję, że dzieci można podzielić w pary na(2n)!

2nn! sposobów i rozsadzić w ławkach na
(2n)!

2n sposobów.

Zadanie 760. Skónczony zbiór liniowo uporządkowany〈A,≤A〉 ma n elementów,
a zbiór uporządkowany〈B,≤B〉 ma 2 elementy. Na ile sposobów można porządek
liniowy na A rozszerzýc o elementy zbioruB (to znaczy znaleź́c porządek liniowy
〈A ∪ B,≤〉, taki, że(a1 ≤A a2) ⇔ (a1 ≤ a2), dla a1,a2 ∈ A oraz(b1 ≤B b2) ⇔
(b1 ≤ b2), dla b1, b2 ∈ B)? Odpowiedź uzasadnij przy pomocy dowodu przez in-
dukcję.

Zadanie 761. Udowodnij, że jésli wyrazy ciągu spełniają warunkia0 = 2, a1 = 3
i an+1 = 3an − 2an−1, to an = 2n + 1.

Zadanie 762. Dany jest ciągan taki, żea0 = 0, a1 = 1 orazan+1 = an + an−1.
Udowodnij, że jésli n > 0, to an+1 = 1+∑n−1

i=0 ai .

Zadanie 763. Dany jest ciągan taki, żea0 = 0, a1 = 1 orazan+1 = an + an−1.
Udowodnij, że jésli n > 0, to a2

n = (−1)n+1+ an−1an+1.

Zadanie 764. Dany jest ciągan, taki, żea0 = 0, a1 = 1 orazan+1 = an + an−1.
Udowodnij, że jésli n > 0, to a2n+1 = a2

n + a2
n+1.

Zadanie 765. Udowodnij, że obszary wyznaczone przez dowolną skończoną liczbę
prostych na płaszczyźnie można pokolorować dwoma kolorami tak, by żadne dwa
obszary o tym samym kolorze nie miały wspólnego boku.

Zadanie 766. Wykaż indukcyjnie, że2n ≥ n2 dla każdegon ≥ 5.

Zadanie 767. Zbiór W na płaszczyźnie jestwypukły, jeśli wraz z każdymi dwoma
punktami zawiera cały łączący je odcinek, tj. gdyab ⊆ W dla dowolnych punktów
a,b ∈ W. Niech〈Wi : i ∈ N〉 będzie ciągiem zbiorów wypukłych, takich, żeWi ⊆
Wi+1 dla każdegoi ∈ N. Pokaż, że zbiórW =⋃n∈N Wn jest wypukły.

Zadanie 768. Niech X ⊆ N będzie zbiorem, takim, że spełniona jest koniunkcja
warunków
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1. 0,1 ∈ X

2. ∀n (n ∈ X ⇒ 2n ∈ X)

3. ∀n (n+ 1 ∈ X ⇒ n ∈ X)

Udowodnij, żeX = N.

Zadanie 769. Dany jest zbiórX ⊆ N spełniający warunki:

1. 0,1 ∈ X,

2. jeśli x ∈ X orazx + 1 ∈ X to x + 2 ∈ X, dla każdej liczby naturalnejx.

Wykaż, żeX = N. Czy to twierdzenie pozostanie słuszne, jeśli warunek 1. zastąpimy
przez słabszy warunek0 ∈ X?

Zadanie 770. Rozważmy grę, w której ruchy wykonują na zmianę graczA i graczB.
Gracz A dostajen cukierków i rozpoczyna grę. W każdym kroku gracz, który ma
cukierki, zjada jeden lub dwa cukierki i przekazuje resztę cukierków przeciwnikowi.
Wygrywa ten gracz, który zje ostatniego cukierka. Wykaż, że jeśli n dzieli się przez
3, to graczB potrafi wygrác niezależnie od ruchów graczaA, natomiast jésli n nie
dzieli się przez 3, to graczA potrafi wygrác niezależnie od ruchów graczaB.

Zadanie 771. Wykaż, żen prostych przecina się na płaszczyźnie w co najwyżej
n(n−1)

2 punktach.

Zadanie 772. Pokaż przez indukcję, że dla każdej formuły zbudowanej ze zmien-
nych zdaniowych oraz spójników∨,∧ ⇒,¬, liczba wystąpién zmiennych jest o 1
większa od liczby wystąpién binarnych spójników zdaniowych.

Zadanie 773. Pokaż przez indukcję, że dla każdego zbioruA mocy n ∈ N istnieje
n! bijekcji f : A→ A.

Zadanie 774. Udowodnij przez indukcję, że każdą liczbę naturalną większą od 1
można przedstawić w postaci iloczynu liczb pierwszych.Wskazówka:wybierz odpo-
wiednią zasadę indukcji.
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Elementy

algebry uniwersalnej

Definicja 143. Sygnaturąnazywamy rodzinę{6n | n ∈ N} zbiorów parami rozłącz-
nych. Elementy zbioru6n nazywamysymbolamin-argumentowymi. Elementy60
nazywamysymbolami stałych(lub po prostustałymi). Kładziemy też6 =⋃∞n=06n.

Definicja 144. Algebrą nad6 (lub 6-algebrą) nazywamy niepusty zbiórA wraz
z interpretacją·A, czyli przyporządkowaniem, które każdemu symbolowif ∈ 6n

przyporządkowuje funkcjęf A : An → A. Tak opisaną algebrę oznaczamy przezA
lub 〈A, f A | f ∈ 6〉. Zbiór A nazywamynósnikiemalgebryA.

11.1. Algebra termów

Definicja 145. Niech6 będzie sygnaturą i niechV = {vi | i ∈ N} będzie zbiorem
zmiennych (zakładamy, że6 ∩ V = ∅). PrzezT(6,V) będziemy oznaczać zbiór
termów nad6, czyli najmniejszy zbiór zawierający zmienne i symbole stałych (to
znaczyV ⊆ T(6,V) i 60 ⊆ T(6,V)) i zamknięty względem6 (to znaczy jésli
f ∈ 6n, t1, . . . , tn ∈ T(6,V), to f (t1, . . . , tn) ∈ T(6,V)).

PrzezT(6) będziemy oznaczać zbiór termów stałychnad6, czyli najmniejszy
zbiór zawierający symbole stałych (to znaczy60 ⊆ T(6)) i zamknięty względem6
(to znaczy jésli f ∈ 6n, t1, . . . , tn ∈ T(6), to f (t1, . . . , tn) ∈ T(6)).

Zbiór termów stałych można też zdefiniować jako zbiór tych termów, w których
nie występują zmienne.

W zbiorze termówT(6,V) łatwo okréslić interpretację·F sygnatury6, czyli
algebrę

〈T(6,V), f F : f ∈ 6〉,
kładąc f F (t1, . . . , tn) = f (t1, . . . , tn) dla f ∈ 6n, t1, . . . , tn ∈ T(6,V). Podobnie
jeśli 60 6= ∅, można okréslić interpretacjęH sygnatury6 w T(6).
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AlgebryF i H są przykładami algebr wolnych nad6. AlgebraH jest nazywana
algebrą Herbrandanad6.

Definicja 146. Niech t, t ′ ∈ T(6,V). Mówimy, żet ′ jestpodtermemt , jeśli t = t ′
lub t = f (t1, . . . , tn) i t ′ jest podtermemti dla pewnegoi ≤ n. Jésli t ′ jest podter-
memt to piszemyt ′ v t .

11.1.1. Inna definicja zbioru termów. Drzewa

Definicja 147. Niech A będzie dowolnym zbiorem. ZbiórT ⊆ A∗ jest drzewem
jeśli jest zamknięty na przedrostki (to znaczy, jeśli u ≺ w (u jest przedrostkiemw)
orazw ∈ T , to u ∈ T).

Elementy drzewa nazywamywierzchołkami. Każde drzewo zawiera słowo pu-
ste ε. Słowo puste nazywamykorzeniem drzewa. Jésli w ∈ T orazwa ∈ T dla
w ∈ A∗, a ∈ A, to mówimy, żewa jestnastępnikiem(synem) w w T , w nazywamy
poprzednikiem(ojcem) wa. WierzchołekT , który nie ma następników nazywamyli-
ściem. Ścieżkąw drzewieT nazywamy dowolny podzbiórT liniowo uporządkowany
relacją≺. Ścieżka w drzewieT jestgałęzią, jeśli jest maksymalnym podzbioremT
liniowo uporządkowanym relacją≺. Każda gałąź zawiera korzeń drzewa. Jésli gałąź
jest skónczona, to zawiera dokładnie jeden liść.Stopniemwierzchołkaw w drzewieT
nazywamy ilósć następnikóww. Długóscią ścieżkiπ nazywamy moc zbioruπ . Wy-
sokóscią drzewaT nazywamy kres górny długości ścieżek wT . Jésli drzewoT jest
skończone, to jego wysokość jest równa długósci najdłuższej gałęzi wT .

Definicja 148. NiechT będzie drzewem i niechw ∈ T . Kładziemy

Tw = {u ∈ A∗ | wu ∈ T}.

Łatwo sprawdzíc, żeTw jest drzewem.Tw nazywamypoddrzewem drzewaT ukorze-
nionym ww. DrzewoU jest poddrzewemT , jeśli U = Tw dla pewnegow ∈ T .

Definicja 149. Drzewem adresównazywamy drzewoT nadN o tej własnósci, że dla
każdegow ∈ T zbiór następnikóww jest odcinkiem początkowymN, to znaczy jésli
wn ∈ T dla pewnegon ∈ N, orazm< n, towm ∈ T .

Definicja 150. Niech6 będzie sygnaturą.Termemnad6 nazywamy dowolną parę
t = 〈T, e〉, gdzieT jest drzewem adresów,e : T → 6 zás funkcją, taką, że jésli
w ∈ T,e(w) ∈ 6n, tow ma stopién n.

Definicja 151. Niech t = 〈T, e〉 będzie termem i niechw ∈ T . Podtermemt w w
nazywamy termtw = 〈Tw,ew〉, gdzieew(u) = e(wu). t ′ jest podtermemt , jeśli
t ′ = tw dla pewnegow ∈ T .
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11.1.2. Warto ść termu

Definicja 152. NiechA = 〈A, f A : f ∈ 6〉 będzie algebrą nad sygnaturą6. Niech
T(6, X) będzie zbiorem termów sygnatury6 ze zmiennymi ze zbioruX. Warto-
ściowaniemX w algebrzeA nazywamy funkcjęσ : X → A. Wartóscią termu
t ∈ T(6, X) przy wartósciowaniuσ nazywamy elementA otrzymany z termut
po zastąpieniu każdej zmiennejx przezσ(x), zastąpieniu symboli funkcji z6 przez
ich interpretacje wA oraz obliczenie tak otrzymanego wyrażenia wA.

Formalnie, wartósciowanieσ rozszerza się do funkcjiσ ∗ : T(6, X)→ A zdefi-
niowanej w następujący sposób:

σ ∗(x) = σ(x), dlax ∈ X oraz

σ ∗( f (t1, . . . , tn)) = f A(σ (t1), . . . , σ (tn)), dla f ∈ 6n, t1, . . . , tn ∈ T(6, X)

Jésli nie będzie prowadzić to do nieporozumién, będziemy pisaliσ zamiastσ ∗.
Funkcjęσ nazywamywartościowaniem zmiennych, a funkcjęσ ∗ wartościowaniem
termów. Elementσ ∗(t) algebryA nazywamy wartóscią termut w algebrzeA. Za-
uważmy, że jésli term t nie zawiera zmiennych, toσ ∗(t) nie zależy odσ . Ogólniej,
jeśli zmiennax nie występuje wt to σ ∗(t) nie zależy odσ(x).

11.2. Homomorfizmy

Definicja 153. NiechA i B będą algebrami nad sygnaturą6. Funkcjah : A → B
jest homomorfizmem algebryA w algebręB, jeśli dla każdegof ∈ 6n i dowolnych
a1, . . . ,an ∈ A zachodzi równósć

h( f A(a1, . . . ,an)) = f B(h(a1), . . . , h(an)).

Przykład 154.Wartósciowanie termów w algebrzeA jest homomorfizmem algebry
termów w algebręA.

Przykład 155.Podstawienie jest homomorfizmem algebry termów w siebie.

Definicja 156. Niech6 będzie sygnaturą. Podstawienieσ w algebrze termówF =
〈T(6, X), f : f ∈ 6〉 jest funkcją przyporządkowującą zmiennym ze zbioruX ⊆ V
elementyT(6,V). Jest to więc wartósciowanie w algebrze termów. Jak poprzednio
wartósciowanieσ rozszerzamy doσ ∗ : T(6,V) → T(6,V) kładącσ(y) = y
dla y ∈ V \ X. Oczywíscie, tak jak poprzednioσ ∗(x) = σ(x) dla x ∈ X oraz
σ ∗( f (t1, . . . , tn) = f (σ ∗(t1), . . . , σ ∗(tn)). Termσ ∗(t) nazywamy wartóscią termut
przy podstawieniuσ . Podobnie jak poprzednio, jeśli nie prowadzi to do nieporo-
zumién, piszemyσ zamiastσ ∗. Wartósć termut przy podstawieniuσ jest termem
uzyskanym z termut przez zastąpienie każdego wystąpienia zmiennejx w termiet
przez termσ(x).
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Zadanie 775. Niech6 będzie dowolną sygnaturą i niechA i B będą dowolnymi al-
gebrami sygnatury6. Wykaż, że istnieje algebraC o sygnaturze6, dla której istnieją
homomorfizmy:g algebryC naA i h algebryC naB.

Zadanie 776. Udowodnij, że pieŕscién Zp = ({0, . . . , p− 1},+, ·, 0, 1) dla dowol-
nej liczby pierwszejp spełnia formułę∀x(x 6= 0⇒ ∃y(x · y = 1)).

Zadanie 777. Znajdź wszystkie homomorfizmy algebry〈{a}∗, ·, ε〉 w algebrę
〈{a,b}∗, ·, ε〉, gdzie· oznacza konkatenację (złączenie) słów, aε oznacza słowo puste.

Zadanie 778. Niech〈{a,b}∗, ·〉 będzie algebrą słów nad alfabetem{a, b} z konkate-
nacją „·”. Jaka jest moc zbioru wszystkich homomorfizmówh : {a, b}∗ → {a, b}∗
algebry〈{a,b}∗, ·〉 w siebie?

Zadanie 779. Niech Zn oznacza algebrę〈{0,1, . . . ,n − 1},+〉, gdzie+ oznacza
dodawanie modulon. Ile jest homomorfizmów

1. h : Z5→ Z3,

2. h : Z3→ Z5?

Zadanie 780. Ile jest homomorfizmówh : Z2n → Zk, dlak ≤ 2n.

Zadanie 781. NiechBn oznacza algebrę〈P({0, . . . , n−1}),∪,∩, \〉. Ile jest homo-
morfizmów:

1. h : B5→ B3?

2. h : B3→ B5?

Zadanie 782. NiechBn oznacza algebrę〈P({0, . . . , n−1}),∪,∩,C〉, gdzieC ozna-
cza dopełnienie zbioru. Ile jest homomorfizmów:

1. h : B5→ B3?

2. h : B3→ B5?

Zadanie 783. NiechBn oznacza algebrę〈P({0, . . . , n − 1}),∪,∩〉. Ile jest homo-
morfizmów:

1. h : B5→ B3?

2. h : B3→ B5?

Zadanie 784. NiechBn oznacza algebrę〈P({0, . . . , n− 1}),∪〉. Ile jest homomor-
fizmów:

1. h : B5→ B3?
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2. h : B3→ B5?

Zadanie 785. Przyjmijmy, że[0, 1) = {r ∈ R : 0 ≤ r < 1}, funkcja f : R→ [0,1)
przyporządkowuje liczbiex czę́sć ułamkowąx (tj. f (x) ∈ [0, 1) i x− f (x) jest liczbą
całkowitą dla każdegox ∈ R), a funkcjag : [0, 1)→ R jest identycznóscią na[0,1)
(to znaczyg(x) = x dla x ∈ [0, 1)). W zbiorze[0,1) definiujemy działanie⊕ kładąc
x ⊕ y = f (x + y). Rozważamy algebry

R1 = 〈R,+〉
R2 = 〈R,+,×〉
R3 = 〈[0,1),⊕〉
R4 = 〈[0,1),⊕,×〉

a) Czy f jest homomorfizmem algebryR1 w R3?

b) Czy f jest homomorfizmem algebryR2 w R4?

c) Czy g jest homomorfizmem algebryR3 w R1?

d) Czy g jest homomorfizmem algebryR4 w R2?

Zadanie 786. Na zbiorzeP(N) okréslamy relację równoważności∼ wzorem

X ∼ Y wtw |X .− Y| < ℵ0

(patrz zadanie 539). W zbiorzeP(N)/∼ definiujemy działania

[X]∼ ∪ [Y]∼ = [X ∪ Y]∼
[X]∼ ∩ [Y]∼ = [X ∩ Y]∼
[X]∼ \ [Y]∼ = [X \ Y]∼

Czy powyższe definicje są poprawne? Czy funkcjah : P(N) → P(N)/∼ okre-
ślona wzoremh(X) = [X]∼ jest homomorfizmem algebry〈P(N),∪,∩, \〉 w algebrę
〈P(N)/∼,∪,∩, \〉.

Definicja 157. W zbiorzeP(N)/∼ definiujemy porządek� kładąc[X]∼ � [Y]∼,
jeśli X ∪ Y ∈ [Y]∼.

Zadanie 787. Sprawdź, czy powyższa definicja jest poprawna. Czy〈P(N)/∼,�〉
jest kratą?

Zadanie 788. Czy zbiór{[Xn]∼ | n ∈ N}, gdzieXn = {2nk | k ∈ N}ma kres dolny?

Zadanie 789. Czy w 〈P(N)/∼,�〉 istnieje nieskónczony antyłáncuch?
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Zadanie 790. Niech6 będzie sygnaturą, zawierającą co najmniej jeden binarny sym-
bol funkcyjny i niechV oznacza przeliczalny nieskończony zbiór zmiennych. Niech
T (6,V) oznacza algebrę termów nad sygnaturą6 ze zmiennymi zV . Rozważamy
homomorfizmy

h : T (6,V)→ T (6,V).

Czy jest taki homomorfizmh i term t , dla których zbiórh−1({t}) jest nieskónczony?
Podaj wszystkie liczby naturalnen, takie, że istniejąh i t , dla których zbiórh−1({t})
man elementów.

11.3. Problem unifikacji

Definicja 158. Niech6 będzie sygnaturą.Problemem unifikacjinazywamy następu-
jące zadanie: „mając dany zbiór{(t1,u1), . . . , (tn,un)}, znaleź́c takie podstawienieσ ,
żeby dla każdegoi ≤ n zachodziłoσ(ti ) = σ(ui ).” To znaczy, należy znaleźć takie
przyporządkowanie termów zmiennym występującym w termacht1, u1, . . . , tn, un,
żeby po podstawieniu tych termów za odpowiednie zmienne uzyskać termy równe.
Podstawienieσ nazywamyunifikatoremzbioru {(t1, u1), . . . , (tn, un)}. Często ten
zbiór (nazywany czaseminstancją problemu unifikacji) zapisujemy jako

{t1 ?= u1, . . . , tn
?= un}.

Definicja 159. Jésli σ i τ są unifikatorami zbioru{(t1, u1), . . . , (tn, un)}, to mó-
wimy, żeσ jest ogólniejszeod τ , (co oznaczamyτ ≤ σ ) jeśli istnieje podstawie-
nie %, takie, żeτ = %(σ), gdzie(%(σ ))(x) = %(σ(x)). Podstawienieσ nazywamy
najogólniejszym unifikatoremzbioru

PU = {t1 ?= u1, . . . , tn
?= un},

jeśli σ jest unifikatoremPU oraz σ jest ogólniejsze od każdego innego unifika-
toraPU.

Twierdzenie 160. Istnieje algorytm, który dla zadanej instancji

{t1 ?= u1, . . . , tn
?= un}

problemu unifikacji znajduje jego najogólniejszy unifikator lub odpowiada „nie ma
unifikatora”.

Zadanie 791. W tym zadaniu będziemy rozważać zadania unifikacji składające się
z nieskónczonej liczby par termów. Udowodnij następujące twierdzenie o zwartości

dla problemu unifikacji: zadanie unifikacji{ti ?= si }i∈I , w którym występuje jedy-
nie skónczenie wiele różnych zmiennych, ma rozwiązanie wtedy i tylko wtedy, gdy
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każde jego skónczone podzadanie{ti ?= si }i∈I0, dla I0 ⊆ I , |I0| < ∞, ma rozwią-
zanie. Pokaż, że twierdzenie jest fałszywe, jeśli zadanie zawiera nieskończenie wiele
zmiennych.

W poniższych zadaniach znajdź najogólniejszy unifikator dla podanych instancji
problemu unifikacji (lub uzasadnij, że takowy nie istnieje) w algebrze termów o sy-
gnaturze6 = {c,d, g, f } i zbiorze zmiennychX = {x, y, z, u, v, . . .}.

Zadanie 792. { f (x, f (x, c, g(z)), f (g(g(z)), x, g(c)))
?= f ( f (u, v, v), y, y)}

Zadanie 793. { f ( f (d, y), f (z, x))
?= f ( f (y, z), f (x, c))}

Zadanie 794. { f ( f (x, y), f (z,u))
?=

f ( f ( f ( f (u, u), f (u,u)), f ( f (x, x), f (x, x))),
f ( f ( f (y, y), f (y, y)), f ( f (u,u), f (u,u))))}

Zadanie 795. { f (x1, x1)
?= x2, f (x2, x2)

?= x3, . . . , f (xn−1, xn−1)
?= xn}





12
Elementy logiki formalnej

12.1. System Hilberta dla rachunku zda ń ze spójnikami im-
plikacji i fałszu

Definicja 161. Litera1 oznacza dowolny zbiór formuł zdaniowych, zaś literyα, β,
γ oznaczają dowolne formuły. Dla dowolnej formułyα zapis¬α jest skrótem zapisu
α→⊥.

Wyrażenie postaci1 ` α nazywamysekwentem. Wyrażeniè α oznacza∅ ` α.
Wyrażenie1,α oznacza1 ∪ {α}.
Aksjomaty systemu Hilberta

1,α ` α

1 ` α→ (β → α)

1 ` (α→ (β → γ ))→ ((α→ β)→ α→ γ ))

1 ` ¬¬α→ α

Reguła dowodzenia (reguła odrywania)

1 ` α 1 ` α→ β

1 ` β
Sekwenty nad poziomą kreską nazywamyprzesłankami, a sekwent pod kreską

nazywamykonkluzją. Dowodem (sekwentu1 ` α) nazywamy skónczone drzewo
etykietowane sekwentami, którego korzeń ma etykietę1 ` α, li ście są etykieto-
wane aksjomatami oraz dla każdego wierzchołka jego etykieta jest konkluzją reguły
wnioskowania, której przesłankami są etykiety następników tego wierzchołka. Jeśli
istnieje dowód, którego korzeń jest etykietowany sekwentem1 ` α, to mówimy, że
sekwent1 ` α jestwyprowadzalnyw systemie Hilbertowskim. Piszemy, że1 ` α,
jeśli sekwent1 ` α jest wyprowadzalny w systemie Hilbertowskim.

Twierdzenie 162 (O dedukcji). Dla dowolnego zbioru formuł1 oraz dowolnych
formuł α i β, jeśli 1,α ` β, to1 ` α→ β.
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Twierdzenie 163 (O adekwatnósci). Jésli 1 ` α, to dla każdego wartósciowania
zmiennych zdaniowych, jeśli spełnia ono wszystkie formuły z1, to spełnia także
formułęα. W szczególnósci, jésli ` α, toα jest tautologią.

Twierdzenie 164. Dla dowolnych formułα i β zbudowanych ze zmiennych zdanio-
wych przy użyciu spójników⊥ i→, następujące sekwenty są wyprowadzalne w sys-
temie Hilbertowskim:

` α→ (¬β → ¬(α→ β))

` ⊥ → α

` (α→ β)→ ((¬α→ β)→ β)

Twierdzenie 165 (Kalmar). Niechα będzie formułą zbudowaną ze zmiennychq1,
q2, . . . ,qn przy użyciu spójników⊥ i →, i niechv : V → {0, 1} będzie dowolnym
wartósciowaniem. Dlai = 1, . . . ,n definiujemy formuły:

q′i =
{

qi jeśli v(qi ) = 1,
¬qi jeśli v(qi ) = 0.

Niechα′ będzie formuła identyczną zα, jeśli wartósciowaniev spełnia formułęα.
Jésli natomiast wartósciowaniev nie spełnia formułyα, to jako α′ bierzemy¬α.
Wówczas{q′1, . . . ,q′n} ` α′.

Twierdzenie 166. Dla dowolnego zbioru formuł1 i dowolnych formułα i β, jeśli
1,α ` β i 1,¬α ` β, to1 ` β.

Twierdzenie 167 (O pełnósci). Jésli α jest tautologią zbudowaną ze zmiennych zda-
niowych przy użyciu spójników→ i ⊥, to` α.

12.2. System Hilberta dla rachunku zda ń ze spójnikami al-
ternatywy i koniunkcji

Pozwalamy, by formuły zawierały spójniki∨ i ∧ i rozszerzamy system Hilberta
o następujące aksjomaty:

1 ` (α ∧ β)→ ¬(α→ ¬β)
1 ` ¬(α→ ¬β)→ (α ∧ β)
1 ` (α ∨ β)→ (¬α→ β)

1 ` (¬α→ β)→ (α ∨ β)

Aby odróżníc ten system od poprzedniego, jego sekwenty będziemy ozna-
czác1 `H+ α.
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Twierdzenie 168. Dla dowolnej formuły zdaniowejα istnieje formułaα̃ zbudowana
ze zmiennych zdaniowych jedynie przy użyciu spójników⊥ i→, taka, że

`H+ α→ α̃ oraz `H+ α̃→ α.

Dla rozszerzonego systemu również są prawdziwe twierdzenia o adekwatności
i pełnósci.

Podaj formalne wyprowadzenia w systemie hilbertowskim sekwentów wymie-
nionych w poniższych zadaniach.

Zadanie 796.` p∧ q⇒ ¬(¬p∨ ¬q)

Zadanie 797. {p,¬p} ` q

Zadanie 798. {p⇒ q, p,q⇒ r } ` r

Zadanie 799. Niechα̂ oznaczadualizację formułyα, tzn. formułę powstałą przez za-
stąpienie każdego wystąpienia symbolu∨ przez∧, i każdego wystąpienia∧ przez∨.
Udowodnij, że

• α jest tautologią wtedy i tylko wtedy, gdy tautologią jest¬α̂;

• α ⇔ β jest tautologią wtedy i tylko wtedy, gdy tautologią jestα̂ ⇔ β̂.

Zadanie 800. Niech`H1 oznacza hilbertowski system dowodzenia`H , w którym
aksjomat1 ` ¬¬α ⇒ α jest zastąpiony przez

1 ` (¬α ⇒ ¬β)⇒ ((¬α ⇒ β)⇒ α).

Udowodnij, że obydwa systemy są równoważne, tzn., że dla dowolnego sekwentu
1 ` α zachodzi1 `H α wtedy i tylko wtedy, gdy1 `H1 α.

Zadanie 801. Udowodnij, że aksjomatu1 ` (¬α ⇒ ¬β) ⇒ ((¬α ⇒ β) ⇒ α)
hilbertowskiego systemu dowodzenia nie można wyprowadzić z pozostałych aksjo-
matów za pomocą reguły odrywania.

Zadanie 802. Udowodnij`H ¬p ⇒ (p ⇒ q) używając twierdzenia o dedukcji
oraz bez użycia tego twierdzenia.

Zadanie 803. Pokaż, że w systemièH wyprowadzalna jest reguła

1 ` α ⇒ β 1 ` ¬β
1 ` ¬α
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12.3. Składnia języka pierwszego rzędu

Definicja 169. Sygnaturąjęzyka pierwszego rzędu nazywamy zbiór6 = 6F ∪6R,
gdzie6F jest zbioremsymboli funkcyjnycha6R zbioremsymboli relacyjnych, przy
czym6F = ⋃i∈N6

F
i i 6R = ⋃i∈N6

R
i , gdzie6F

i i 6R
i są odpowiednio zbiorami

i -argumentowych (i ≥ 0) symboli funkcyjnych i relacyjnych.

Definicja 170. Zbiór termówT (6,V) = T (6F ,V) definiujemy jako najmniejszy
zbiór zawierający zmienne ze zbioruV i zamknięty ze względu na tworzenie termów
złożonych zawierających symbole funkcji z6F , tj. jeśli t1, . . . , tn są termami, zás
f ∈ 6F

n , to f (t1, . . . , tn) też jest termem.

Definicja 171. Zbiór formuł atomowych jest zbiorem napisów postaciR(t1, . . . , tn),
gdzieR ∈ 6R

n , zás t1, . . . , tn są termami.

Definicja 172. Zbiór formuł języka pierwszego rzędujest najmniejszym zbiorem na-
pisów zawierającym formuły atomowe, zamkniętym ze względu na spójniki zda-
niowe∨, ∧, ¬, ⊥,⇒,⇔, oraz kwantyfikatory∀ i ∃, tzn. jésli α i β są formułami,
zás x jest zmienną (zV), to formułami są także⊥,¬α, α∨β, α∧β, α ⇒ β, α ⇔ β,
∀x α, ∃x α.

Definicja 173. Zbiór zmiennychwolnychFV(α) formułyα definiujemy indukcyjnie:

FV(⊥) = ∅
FV(R(t1, . . . , tn)) = FV(t1) ∪ . . . ∪ FV(tn)

FV(α ∨ β) = FV(α ∧ β) = FV(α ⇒ β) = FV(α ⇔ β) = FV(α) ∪ FV(β)

FV(∀x α) = FV(∃x α) = FV(α) \ {x}

gdzie dla termówFV(ti ) oznacza zbiór wszystkich zmiennych występujących wti .

Definicja 174. Wszystkie wolne wystąpienia zmiennejx w formuleα stają sięzwią-
zaniew formule∀x α i ∃x α. Mówimy że kwantyfikatorwiążete wystąpienia.

Definicja 175. Formuła bez zmiennych wolnych nazywa sięzdaniem.

12.4. Semantyka języka pierwszego rzędu

Definicja 176. StrukturaA sygnatury6 to niepusty zbiórA zwany jejuniwersum
i interpretacja, czyli funkcja ·A, która każdemu symbolowi funkcjif ∈ 6F

n , gdzie
n ≥ 0, przyporządkowuje funkcjęf A : An → A, każdemu symbolowi relacjiR ∈
6R

n , gdzien > 0, przyporządkowuje relacjęRA ⊆ An i każdemu symbolowiR ∈ 6R
0

przyporządkowuje wartósć logiczną ze zbioru{T,F}.
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Definicja 177. Wartósciowaniemw strukturzeA nazywamy dowolną funkcjęv :
V → A. Ponadto niech

(va
x)(y) =

{
v(y), gdy x 6= y,
a, gdy x = y,

dla dowolnego wartósciowaniav : V → A, zmiennejx ∈ V i elementua ∈ A.

Definicja 178. Dla dowolnego termu zT (6F ,V) definiujemy indukcyjnie jegoin-
terpretacjętA[v] przy zadanym wartósciowaniu zmiennychv : V → A:

xA[v] = v(x)

( f (t1, . . . , tn))
A[v] = f A(tA1 [v], . . . , tAn [v])

Definicja 179. Poniżej definiujemy indukcyjnie relację|H. Gdy ona zachodzi, co
oznaczamyA |H α[v], to mówimy żestrukturaA spełnia formułęα przy warto-
ściowaniuv.

1. Nigdy nie zachodziA |H ⊥[v].

2. A |H R(t1, . . . , tn)[v] wtw (tA1 [v], . . . , tAn [v]) ∈ RA.

3. A |H (t1 = t2)[v] wtw tA1 [v] = tA2 [v].

4. A |H (α ∧ β)[v] wtw gdy zachodzą jednocześnieA |H α[v] i A |H β[v].

5. A |H (α ∨ β)[v] wtw gdyA |H α[v] lub A |H β[v].

6. A |H (α ⇒ β)[v] wtw gdy nie zachodziA |H α[v] lub zachodziA |H β[v].

7. A |H (α ⇔ β)[v] wtw jednoczésnie nie zachodząA |H α[v] i A |H β[v], lub
jednoczésnie zachodząA |H α[v] i A |H β[v].

8. A |H (∀x.α)[v] wtw dla każdego elementua ∈ A zachodziA |H α[va
x ].

9. A |H (∃x.α)[v] wtw istnieje elementa ∈ A dla którego zachodziA |H α[va
x ].

Definicja 180. Formułaα jestspełnialna wA, jeśli istnieje wartósciowaniev : V →
A dla którego zachodziA |H α[v]. Formułaα jestspełnialna, jeśli istnieje struktura
A, w której α jest spełnialna. Formułaα jest prawdziwa wA (strukturaA jest mo-
delem dlaα), jeśli dla każdego wartósciowaniav : V → A zachodziA |H α[v].
Formułaα jest prawdziwa(jest tautologią), jeśli dla każdej strukturyA, formułaα
jest prawdziwa wA.

12.5. Podstawienia

Definicja 181. Dla dowolnej formułyα napisα[x/t ] oznacza wynik podstawienia
termut w każde wolne wystąpieniex w α. Podstawienie[x/t ] jestdopuszczalnew α,
jeśli w wyniku tego podstawienia żadna zmienna zt nie staje się związana, tj. każde
wystąpieniex w α nie znajduje się w zasięgu żadnego kwantyfikatora wiążącego
zmienną występującą wt .
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Twierdzenie 182 (o podstawianiu).Dla dowolnych termóws i t i zmiennejx za-
chodzi

(t [x/s])A[v] = tA[vsA[v]
x ].

Dla dowolnej formułyα, jeśli podstawienie[x/s] jest dopuszczalne wα, to

A |H (α[x/s])[v] wtw A |H α[vsA[v]
x ].

Fakt 183. Dla dowolnej formułyα, zmiennejx i termu s, jeśli podstawienie[x/s]
jest dopuszczalne wα, to formuła(∀x.α)⇒ (α[x/s]) jest tautologią.

12.6. Hilbertowski system dowodzenia dla rachunku I rzędu

Aksjomaty

1,α ` α

1 ` α ⇒ (β ⇒ α)

1 ` (α ⇒ (β ⇒ γ ))⇒ ((α ⇒ β)⇒ (α ⇒ γ ))

1 ` ¬¬α ⇒ α

1 ` (α ∧ β)⇒ ¬(α ⇒ ¬β)
1 ` ¬(α ⇒ ¬β)⇒ (α ∧ β)
1 ` (α ∨ β)⇒ (¬α ⇒ β)

1 ` (¬α ⇒ β)⇒ (α ∨ β)
1 ` (α ⇔ β)⇒ ((α ⇒ β) ∧ (β ⇒ α))

1 ` ((α ⇒ β) ∧ (β ⇒ α))⇒ (α ⇔ β)

1 ` (∀x.(α ⇒ β))⇒ ((∀x.α)⇒ (∀x.β))
1 ` α ⇒ (∀x.α), jeśli x 6∈ FV(α)

1 ` (∀x.α)⇒ α[x/t ], jeśli [x/t ] jest dopuszczalne wα

1 ` x = x

1 ` x1 = y1⇒ (. . .⇒ (xn = yn ⇒ ( f (x1, . . . , xn) = f (y1, . . . , yn)))),

gdzie f ∈ 6F
n

1 ` x1 = y1⇒ (. . .⇒ (xn = yn ⇒ (R(x1, . . . , xn)⇒ R(y1, . . . , yn)))),

gdzieR ∈ 6R
n

Reguła dowodzenia
1 ` α ⇒ β 1 ` α

1 ` β
Zbiór formuł1 jestsprzeczny, jeśli 1 ` ⊥. Zbiór, który nie jest sprzeczny, jest

niesprzeczny.
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Twierdzenie 184 (O dedukcji). Dla dowolnego zbioru formuł1 oraz dowolnych
formuł α i β, jeśli 1,α ` β, to1 ` α→ β.

Definicja 185. Napis1 |H α oznacza, że dla każdej strukturyA i każdego warto-
ściowaniav, jeśli dla każdej formułyβ ∈ 1 zachodziA |H β[v], to równieżA |H α.

Twierdzenie 186 (O adekwatnósci). Jésli 1 ` α, to1 |H α. W szczególnósci, jésli
` α, toα jest tautologią.

Twierdzenie 187 (O istnieniu modelu).Dla dowolnej sygnatury6, każdy nies-
przeczny zbiór zdán nad6 ma model.

Twierdzenie 188 (Silne twierdzenie o pełnósci). Dla dowolnego zbioru formuł1
oraz dowolnej formułyα, jeśli 1 |H α, to 1 ` α. W szczególnósci, jésli α jest
tautologią, tò α.

Twierdzenie 189 (Oα-konwersji). Jésli1 ` ∀x.β oraz podstawienie[x/y] jest do-
puszczalne wβ, orazy 6∈ FV(∀x.β), to1 ` ∀y.(β[x/y]).

Twierdzenie 190 (O generalizacji).Jésli 1 ` α, to dla dowolnej zmiennejx, jeśli
x 6∈ FV(1), to1 ` ∀x.α.





13
Zadania egzaminacyjne

z rozwiązaniami∗

Zadanie 804. Niechφ będzie formułą zdaniową zbudowaną ze zmiennych zdanio-
wych i spójników alternatywy, koniunkcji i negacji (do jej zapisania można oczywi-
ście używác nawiasów). Przezwartościowanierozumiemy w tym zadaniu funkcję,
która zmiennymwystępującymw formule φ przyporządkowuje wartósci ze zbioru
{0, 1}. Niechn będzie dodatnią liczbą naturalną.

a) Udowodnij, że dla każdej liczby naturalnejk ≤ 2n istnieje formuła zdaniowaφ
zawierającan zmiennych i spełniona przez dokładniek wartósciowán.

b) Dla jakich liczbk istnieje formułaφ zawierającan zmiennych, w której każda
ze zmiennych występuje dokładnie jeden raz i która jest spełniona przez do-
kładniek wartósciowán?

Rozwiązanie. Czę́sć a) jest oczywistą konsekwencją zupełności zbioru spójników
złożonego z alternatywy, koniunkcji i negacji. Bierzemy dowolną funkcję boolow-
skąn zmiennych przyjmującą wartość 1 dlak argumentów i korzystając z zupełności
stwierdzamy, że jest to funkcja przyporządkowująca układowi zer i jedynej wartość
logiczną pewnej formuły przy wartościowaniu wyznaczonym przez ten układ. Do-
kładniej, bierzemyn zmiennych zdaniowychp1, . . . , pn i tworzymy formuły będące
koniunkcją tych zmiennych bądź ich negacji (np.¬p1 ∧ p2 ∧ . . . ∧ pn). Formuły tej
postaci są spełnione przez dokładnie jedno wartościowanie. Alternatywak różnych
formuł takiej postaci (dowolnie wybranych) jest formułą spełnioną przez dokładnie
k wartósciowán.

Bardziej szczegółowo przedstawimy inne rozwiązanie tego zadania. Przyjmijmy,
żeW(φ) oznacza zbiór wartósciowán spełniających formułęφ. Symbolem|X| ozna-
czamy liczbę elementów zbioruX.

Fakt 191. Jeżeli w formuleφ występujen zmiennych, to|W(¬φ)| = 2n − |W(φ)|.
∗Rozdział przygotował A. Kóscielski.
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Dowód. Jest to oczywisty fakt. Dla formułyφ z n zmiennymi jest2n wartósciowán.
Każde z nich spełnia alboφ, albo¬φ, żadne nie może jednocześnie spełniác obu tych
formuł.

Fakt 192. Jeżeli żadna zmienna nie występuje jednocześnie w formulachφ i ψ , to

|W(φ ∧ ψ)| = |W(φ)| · |W(ψ)|.
Dowód. Rozważmy funkcję, która wartościowaniuh formuły φ ∧ ψ przyporządko-
wuje parę dwóch wartósciowán: wartósciowania będącego obcięciemh do zmien-
nych formułyφ i wartósciowania będącego obcięciemh do zmiennych formułyψ .
Różnowartósciowósć tej funkcji jest oczywista.

Wystarczy teraz zauważyć, że funkcja ta przekształca zbiórW(φ ∧ ψ) na ilo-
czyn kartezjánski W(φ) × W(ψ). (Gdzie w tym dowodzie korzysta się z założenia
o zmiennych formułφ i ψ?)

Wniosek.Jeżeli zmiennap nie występuje w formuleφ, to |W(φ ∧ p)| = |W(φ)|.
Wniosek.Jeżeli w formuleφ występujen zmiennych i nie ma ẃsród nich zmiennej
p, to |W(φ ∨ p)| = 2n + |W(φ)|.
Dowód. Zauważmy, że

|W(φ ∨ p)| = |W(¬(¬φ ∧ ¬p))|
= 2n+1− |W(¬φ ∧ ¬p)|
= 2n+1− |W(¬φ)| · |W(¬p)|
= 2n+1− (2n − |W(φ)|) · (2− |W(p)|)
= 2n+1− 2n + |W(φ)|
= 2n + |W(φ)|.

Fakt 193. Dla każdej liczby naturalnejk ≤ 2n istnieje formuła zdaniowa zn zmien-
nymi spełniona przez dokładniek wartósciowán.

Dowód. Fakt ten dowodzimy przez indukcję ze względu nan.
Zauważmy, że|W(p∧ ¬p)| = 0, |W(p)| = 1 i |W(p∨ ¬p)| = 2. Tym samym

twierdzenie jest prawdziwe dlan = 1.
Załóżmy, że twierdzenie to zachodzi dla liczbyn i weźmy k ≤ 2n+1. Zachodzi

jeden z dwóch przypadków: albok ≤ 2n, albo2n < k ≤ 2n+1.
Jeżelik ≤ 2n, to znajdujemy formułęφ z n zmiennymi, która jest spełniona przez

k wartósciowán, i zmiennąp, która nie występuje wφ. Formułaφ ∧ p jest spełniona
przezk wartósciowán i występuje w niejn+ 1 zmiennych.

Jeżeli2n < k ≤ 2n+1, to bierzemy formułęφ z n zmiennymi, spełnioną przez
k− 2n wartósciowán. Wtedy dla dowolnej zmiennejp nie występującej wφ formuła
φ ∨ p jest spełniona przezk wartósciowán i występuje w niejn+ 1 zmiennych.
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Podobnie dowodzimy następujący fakt:

Fakt 194. Dla każdej nieparzystej liczby naturalnejk ≤ 2n istnieje formuła zdaniowa
z n zmiennymi, w której każda zmienna występuje dokładnie jeden raz i która jest
spełniona przez dokładniek wartósciowán.

Dowód. Twierdzenie to także dowodzimy przez indukcję ze względu nan. Formułę,
w której każda zmienna występuje najwyżej jeden raz, będziemy nazywać formułą
prostą.

Zauważmy, że|W(p)| = 1. Wobec tego dowodzone twierdzenie jest prawdziwe
dlan = 1.

Załóżmy, że twierdzenie to zachodzi dla liczbyn i weźmy nieparzystą liczbęk ≤
2n+1. Liczbak jest albo≤ 2n, albo też spełnia nierówności 2n < k ≤ 2n+1.

Jeżelik ≤ 2n, to znajdujemy prostą formułęφ z n zmiennymi, która jest spełniona
przezk wartósciowán, i zmiennąp, która nie występuje wφ. Formułaφ∧p jest prosta
i spełniona przezk wartósciowán, oraz występuje w niejn+ 1 zmiennych.

Jeżeli2n < k ≤ 2n+1, to bierzemy prostą formułęφ z n zmiennymi, spełnioną
przezk − 2n wartósciowán. Wtedy dla dowolnej zmiennejp nie występującej wφ,
formułaφ ∨ p jest prosta, spełniona przezk wartósciowán i występuje w niejn+ 1
zmiennych.

Fakt 195. Jeżeliφ jest formułą, w której każda zmienna występuje najwyżej jeden
raz, toφ jest spełniona przez nieparzystą liczbę wartościowán.

Dowód. Dowód przeprowadzimy przez indukcję ze względu na liczbę znaków wy-
stępujących w formule. Formuła, która daje się zapisać za pomocą jednego znaku,
jest zmienną i jest spełniona przez jedno wartościowanie.

Przypúsćmy, żeφ = ¬ψ i występuje w niejn zmiennych. Oczywíscie, każda
zmienna występuje tyle samo razy wφ, co w ψ . Z założenia indukcyjnego wy-
nika więc, żeψ jest spełniona przez nieparzystą liczbę wartościowán równą|W(ψ)|.
Liczba2n − |W(ψ)| jest nieparzysta i jest równa liczbie wartościowán spełniających
φ.

Jeżeli w koniunkcjiφ ∧ ψ każda zmienna występuje najwyżej jeden raz (jeżeli
koniunkcja ta jest prosta), toφ i ψ są proste, i żadna zmienna nie występuje jed-
noczésnie w obu tych formułach. Wobec tego, formułaφ ∧ ψ jest spełniona przez
|W(φ)| · |W(ψ)| wartósciowán. Na mocy założenia indukcyjnego, oba czynniki tego
iloczynu są liczbami nieparzystymi. Iloczyn liczb nieparzystych też jest nieparzysty.

Jeszcze trzeba pokazać (można to zrobíc w podobny sposób), że alternatywa bę-
dąca formułą prostą jest spełniona przez nieparzystą liczbę wartościowán.

Zadanie 805. Wykaż przez indukcję, że dla każdej formuły zdaniowejφ zbudowanej
ze zmiennych oraz spójników∧ i ∨ (oczywíscie do jej zapisania można też używać
nawiasów) istnieje formułaψ postaciψ1∨ψ2∨ . . .∨ψn, taka, że dla każdegoi ≤ n
formułaψi jest koniunkcją zmiennych oraz(φ ⇔ ψ) jest tautologią.
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Rozwiązanie (szkic).Formułyφ i ψ są równoważne wtedy i tylko wtedy, gdy for-
mułaφ ⇔ ψ jest tautologią. Zauważmy, że

Fakt 196. Formuła(φ1∨φ2)∧ψ jest równoważna(φ1∧ψ)∨(φ2∧ψ), czyli formuła

(φ1 ∨ φ2) ∧ ψ ⇔ (φ1 ∧ ψ) ∨ (φ2 ∧ ψ)

jest tautologią.

Fakt 197. Formuła

(φ1 ∨ . . . ∨ φn) ∧ ψ ⇔ (φ1 ∧ ψ) ∨ . . . ∨ (φn ∧ ψ)

jest tautologią. Tautologią jest także formuła

ψ ∧ (φ1 ∨ . . . ∨ φn)⇔ (ψ ∧ φ1) ∨ . . . ∨ (ψ ∧ φn).

Fakt 198. Formuła

(φ1 ∨ . . . ∨ φn) ∧ (φ′1 ∨ . . . ∨ φ′m)⇔
(φ1 ∧ φ′1) ∨ . . . ∨ (φn ∧ φ′1) ∨ . . . ∨ (φ1 ∧ φ′m) ∨ . . . ∨ (φn ∧ φ′m)

jest tautologią.

Korzystając z ostatniego faktu można dowieść własnósć podaną w zadaniu przez
indukcję ze względu na liczbę spójników występujących w formuleφ.

Jeżeli w formuleφ nie występują spójniki, to jest ona zmienną. Każda zmienna
jest jednoczłonową alternatywą, której jedynym członem jest jednoczłonowa koniun-
kcja. Tak więc w tym przypadku formułaφ ma odpowiednią postać i możemy przy-
jąć, żeψ = φ.

Jeżeli w formuleφ występuje przynajmniej jeden spójnik, to jest ona koniunkcją
lub alternatywą formuł z mniejszą liczbą spójników. W przypadku alternatywy dalszy
dowód jest prosty i zostaje pominięty. Jeżeliφ = φ1 ∧ φ2, to na podstawie założenia
indukcyjnego znajdujemy alternatywyψ1 i ψ2 wymaganej postaci równoważne od-
powiednioφ1 i φ2. Wprowadzając odpowiednie oznaczenia możemy przyjąć, że lewa
strona równoważnósci z ostatniego faktu jest równaψ1∧ψ2. Formułęψ definiujemy
jako prawą stronę równoważności z tego faktu.

Rozwiązanie (inny sposób).Najpierw sformalizujemy trésć zadania.
SymbolemK będziemy oznaczać najmniejszy w sensie inkluzji spośród zbio-

rów X spełniających warunki:

1. wszystkie zmienne zdaniowe należą doX,

2. jeżeliφ i ψ należą doX, to także formułaφ ∧ ψ należy doX.
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Tak więcK jest zbiorem koniunkcji zmiennych zdaniowych. SymbolemA będziemy
zás oznaczác najmniejszy w sensie inkluzji spośród zbiorówX spełniających wa-
runki:

1. K ⊆ X,

2. jeżeliφ i ψ należą doX, to także formułaφ ∨ ψ należy doX.

Tak więcA jest zbiorem alternatyw koniunkcji zmiennych zdaniowych. Posługując
się wprowadzonymi oznaczeniami rozwiązywane zadanie można sformułować nastę-
pująco: dowiésć, że dla każdej formułyφ, w której występują tylko spójniki∧ i ∨,
istnieje formułaψ ∈ A taka, że formułaφ ⇔ ψ jest tautologią.

Dowód zostanie przeprowadzony przez indukcję ze względu na liczbę spójników
występujących w formuleφ.

Niechn będzie liczbą naturalną, aφ formułą, w której występujen spójników i są
to jedynie spójniki∧ i ∨. Będziemy zakładác, że jeżeli w pewnej formule występuje
mniej niż n spójników, to jest ona równoważna formule należącej doA. Przy tym
założeniu wykażemy, żeψ też jest równoważna formule należącej doA.

W dowodzie będziemy rozważać kilka przypadków. Najpierw przyjmijmy do-
datkowo, żen = 0. Wtedy w formuleφ nie ma spójników, a więcφ jest zmienną
i — w konsekwencji — należy doK oraz doA. W tym przypadku przyjmujemy,
żeψ = φ. Oczywíscie,ψ ∈ A, a ponadto, formułyφ i ψ są w oczywisty sposób
równoważne.

Jeżelin > 0, to w φ jest przynajmniej jeden spójnik. Wtedyφ jest albo ko-
niunkcją, albo alternatywą formuł zawierających mniejszą liczbę spójników niżφ.
Najpierw załóżmy, żeφ = φ1 ∨ φ2. Dla formułφ1 i φ2 możemy skorzystác z zało-
żenia indukcyjnego. Istnieją więc wA formuły ψ1 i ψ2 równoważne odpowiednio
φ1 i φ2. Oczywíscie,ψ1 ∨ ψ2 ∈ A orazψ1 ∨ ψ2 jest równoważne zφ1 ∨ φ2.

Jeżeliφ = φ1 ∧ φ2, to także znajdujemy wA formuły ψ1 i ψ2 równoważne
odpowiednioφ1 i φ2. Formuły zA albo należą doK, albo są alternatywami.

Jeżeliψ1 i ψ2 należą doK, to przyjmujemy, żeψ = ψ1 ∧ ψ2. Także w tym
przypadku jest oczywiste, żeψ ∈ K ⊆ A oraz, żeφ jest równoważneψ .

Pozostał do rozważania przypadek, w którym przynajmniej jedna z formułψ1 i ψ2
jest alternatywą. Załóżmy, żeψ1 = ψ11 ∨ ψ12. Jeżeli okaże się, że alternatywą jest
tylko ψ2 będziemy postępować dokładnie tak samo. Na mocy prawa rozdzielności
koniunkcji względem alternatywy (prawo(p ∨ q) ∧ r ⇔ (p ∧ r ) ∨ (q ∧ r )) otrzy-
mujemy, że formuła

φ = (φ11∨ ψ12) ∧ φ2

jest równoważna formule

(φ11∧ φ2) ∨ (ψ12∧ φ2).
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Nietrudno zauważýc, że w obu członach tej alternatywy jest mniej spójników, niż
w formuleφ. Do tych członów możemy więc zastosować założenie indukcyjne. W ten
sposób znajdujemy formułyψ1 i ψ2 takie, że

ψ1⇔ (φ11∧ φ2) orazψ2⇔ (φ12∧ φ2)

są tautologiami. Bez trudu dowodzimy, że formuła

φ ⇔ (ψ1 ∨ ψ2)

jest tautologią. Ponieważψ1, ψ2 ∈ A, więc takżeψ1 ∨ ψ2 ∈ A. W rozważanym
przypadku możemy przyjąć, żeψ = ψ1 ∨ ψ2.

Przedstawiony dowód można rozbić na dwie czę́sci dowodząc najpierw, że ko-
niunkcja formuł należących doA jest równoważna formule należącej doA.

Zadanie 806. Używając jedynie zmiennych, kwantyfikatorów, spójników logicz-
nych, nawiasów i symboli∈,N,+,×,= napisz formuły mówiące, że:

a) nie ma największej liczby pierwszej,

b) istnieje taka liczba naturalna, że każda liczba naturalna większa od niej jest
sumą nie więcej niż czterech kwadratów liczb pierwszych,

c) istnieje nieskónczenie wiele par liczb bliźniaczych.

Para liczb bliźniaczych, to dwie liczby pierwsze różniące się o 2.

Rozwiązanie. Najpierw napiszemy pomocniczą formułęP(x) równą

¬∃a∈N ∃b∈N ∃r∈N ∃s∈N (¬x = a∧¬x = b∧x = a+r ∧x = b+s∧x = a×b).

Zauważmy, że formuła∃r∈N (x = a+ r ) jest równoważna nierówności x ≥ a. Wo-
bec tego formułaP(x) stwierdza, że liczbax nie jest iloczynem dwóch liczb mniej-
szych odx, a więc stwierdza, żex jest liczbą pierwszą.
Własnósć „nie ma największej liczby pierwszej” można wyrazić pisząc

¬∃x∈N (P(x) ∧ ∀y∈N (P(y)⇒ ∃r∈N (x = y+ r ))).

Formuła

∃x∈N ∀y∈N ∃a∈N ∃b∈N ∃c∈N ∃d∈N
((P(a) ∨ a+ a = a) ∧ (P(b) ∨ b+ b = b) ∧ (P(c) ∨ c+ c = c)
∧(P(d) ∨ d + d = d) ∧ x + y = a× a+ b× b+ c× c+ d × d)

stwierdza, że „istnieje taka liczba naturalna, że każda liczba naturalna większa od
niej jest sumą nie więcej niż czterech kwadratów liczb pierwszych”. Zauważmy, że
własnósć a+ a = a jest równoważna stwierdzeniua = 0.
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Ostatnią z wymienionych w zadaniu własności („istnieje nieskónczenie wiele par
liczb bliźniaczych”) można wyrazić pisząc

∀x∈N ∃y∈N ∃d∈N ∃r∈N
((¬(d + d = d) ∧ d × d = d + d) ∧ y = x + r ∧ P(y) ∧ P(y+ d)).

Aby się o tym przekonác wystarczy zauważýc, że własnósci¬(d+d = d)∧d×d =
d + d orazd = 2 są równoważne a także, że zbiór{y ∈ N | φ(y)} jest nieskónczony
wtedy i tylko wtedy, gdy∀x ∈ N ∃y ∈ N (x ≤ y ∧ φ(y)).
Zadanie 807. Pokaż, że

(A1 ∪ A2)
.− (B1 ∪ B2) ⊆ (A1

.− B1) ∪ (A2
.− B2). (1)

Czy zawieranie

(A1 ∩ A2)
.− (B1 ∩ B2) ⊆ (A1

.− B1) ∪ (A2
.− B2) (2)

jest prawdziwe dla dowolnych zbiorówA1, A2, B1 i B2?

Rozwiązanie. Zaczynamy od pierwszej inkluzji. Zgodnie z definicją, aby dowieść
zawieranieX ⊆ Y powinnísmy wzią́c dowolny elementx ∈ X i o tym elemencie
dowiésć, że należy do zbioruY. Weźmy więcx ∈ (A1∪ A2)

.− (B1∪ B2). Z definicji
różnicy symetrycznej wiemy, że element ten spełnia równoważność

x ∈ (A1 ∪ A2)⇔ x 6∈ (B1 ∪ B2). (3)

Na podstawie tej równoważności niewiele potrafimy rozstrzygnąć. Załóżmy więc do-
datkowo, że zachodzi

Przypadek 1:x ∈ (A1 ∪ A2). Z równoważnósci (3) otrzymujemy, żex 6∈ (B1 ∪ B2).
Wobec tego, zarównox 6∈ B1, jak i x 6∈ B2. Dalsze rozumowanie też będzie polegać
na rozważeniu kolejnych przypadków.

Przypadek 1.1:x ∈ A1. Wiemy już, żex 6∈ B1. Zachodzi więc także równoważność

x ∈ A1⇔ x 6∈ B1, (4)

np. dlatego, że w rozważanym przypadku obie strony tej równoważności są praw-
dziwe, albo dlatego, że dowodzenie tej równoważności polega na wykazaniu dwóch
implikacji stwierdzających, że przy pewnych założeniach zachodzą fakty, których
prawdziwósć udało nam się wcześniej ustalíc. Równoważnósć (4) oznacza, żex ∈
(A1

.− B1), i tym bardziej,x należy do prawej strony wzoru (1).

Przypadek 1.2:x ∈ A2. W tym przypadku, tak jak w poprzednim, dowodzimy, że
x ∈ A2⇔ x 6∈ B2, i w konsekwencji,x należy do drugiego składnika prawej strony
wzoru (1).
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Przypadek 2:x 6∈ (A1 ∪ A2). Z równoważnósci (3) otrzymujemy teraz, żex ∈
(B1 ∪ B2). Mamy więc sytuację analogiczną do opisanej w przypadku 1. Dalszy
dowód prowadzimy tak, jak w przypadku 1 zastępującA1 i A2 zbioramiB1 orazB2,
i odwrotnie.

Zawieranie (2) jest też prawdziwe dla wszystkich zbiorów i można się o tym
przekonác w bardzo podobny sposób. Proponuję, aby zainteresowane osoby same
przekształciły podany dowód zawierania (1) w dowód inkluzji (2). W przypadku 1
w przekształconym dowodzie powinna być rozważana sytuacja, w którejx 6∈ B1∩B2.

Rozwiązanie (inny sposób).Będziemy korzystác z następujących praw rachunku
zbiorów:

X .− Y = (X \ Y) ∪ (Y \ X),

(X ∪ Y) \ Z = (X \ Z) ∪ (Y \ Z),

X \ (Y ∪ Z) ⊆ X \ Y.

Posługując się tymi prawami oraz monotonicznością sumy mnogósciowej można wy-
kazác, że

(A1 ∪ A2)
.− (B1 ∪ B2) = ((A1 ∪ A2) \ (B1 ∪ B2)) ∪ ((B1 ∪ B2) \ (A1 ∪ A2))

= (A1 \ (B1 ∪ B2)) ∪ (A2 \ (B1 ∪ B2)) ∪ (B1 \ (A1 ∪ A2)) ∪ (B2 \ (A1 ∪ A2)

⊆ (A1 \ B1) ∪ (A2 \ B2) ∪ (B1 \ A1) ∪ (B2 \ A2) = (A1
.− B1) ∪ (A2

.− B2).

Jeżeli wprowadzimy pojęcie dopełnienia zbioru, to w dowodzie zawierania (2)
możemy wykorzystác wzór

X .− Y = Xc .− Yc.

Zauważmy, że

(A1 ∩ A2)
.− (B1 ∩ B2) = (A1 ∩ A2)

c .− (B1 ∩ B2)
c = (Ac

1 ∪ Ac
2)

.− (Bc
1 ∪ Bc

2)

⊆ (Ac
1

.− Bc
1) ∪ (Ac

2
.− Bc

2) = (A1
.− B1) ∪ (A2

.− B2).

Zadanie 808. Pokaż, że

1. A1
.− . . . .− An zawiera te i tylko te elementy, które należą do nieparzystej

liczby zbiorówAi , gdziei = 1, . . . , n;

2. jeśli zbiory A1, . . . , An są skónczone, to

|A1
.− . . . .− An| =

n∑

i=1

(−2)i−1
∑

I⊆{1,...,n}
|I |=i

∣∣∣∣
⋂

j∈I

A j

∣∣∣∣.
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Rozwiązanie. Czę́sć 1. Tak naprawdę rozwiążemy ogólniejsze zadanie, a miano-
wicie pokażemy, że dla dowolnych zbiorówA1, . . . , An, dla dowolnego wyrażenia
A1

.− . . . .− An (z dowolnym rozmieszczeniem nawiasów) i dla dowolnegox zacho-
dzi następująca równoważność:

x ∈ A1
.− . . . .− An ⇔ x należy do nieparzystej liczby zbiorów spośródA1, . . . ,An.

Najpierw musimy nieco úscíslić sformułowanie zadania, które nie jest precyzyjne
np. w przypadku, gdyA1 = · · · = An. Przypúsćmy, że rozważamy rodzinę zbiorów
(Ai )i∈I indeksowanych zbioremI . Tak więc, jeżeli rozważamy rodzinęA1, . . . , An,
to I = {1, . . . , n}. Dla takiej rodziny i dla dowolnego elementux definiujemy zbiór

I (x) = {i ∈ I | x ∈ Ai }.
Posługując się wprowadzonym oznaczeniem równoważność z trésci zadania możemy
zapisác w postaci

x ∈ A1
.− . . . .− An ⇔ |I (x)| jest nieparzysta.

Zauważmy od razu, że dlan = 1 ta równoważnósć jest oczywista.
Dowód będziemy prowadzić przez indukcję. Musimy więc przeformułować zada-

nie tak, aby było możliwe zastosowanie zasady indukcji. Będziemy dowodzić, że dla
każdej liczby naturalnejn ≥ 1, dla dowolnej rodziny zbiorówA1, . . . , An indeksowa-
nej zbiorem{1, . . . , n} zachodzi teza zadania. Fakt, że dla dowolnej rodziny zbiorów
A1, . . . , An zachodzi teza zadania, oznaczmy symbolemφ(n). W dowodzie skorzy-
stamy z zasady indukcji, która stwierdza, że aby dowieść zdanie postaci∀n≥1 φ(n)
wystarczy pokazác, że dla dowolnegon ≥ 1, z tego, żeφ(k) zachodzi dlak < n
wynika, że także zachodziφ(n). Osoby, które nie są przekonane do tego schematu
indukcji, mogą spróbowác przerobíc podany dowód na dowód korzystający ze zwy-
kłego schematu indukcji, ale wtedy trzeba dowodzić tezę w postaci∀n≥1∀k≤n φ(k).

Przypúsćmy, żen ≥ 2 oraz

A1
.− . . . .− An = (A1

.− . . . .− Ak)
.− (Ak+1

.− . . . .− An).

Weźmy dowolny elementx. Będziemy rozważác dwa przypadki:x ∈ Ak+1
.− . . . .−

An orazx 6∈ Ak+1
.− . . . .− An.

W pierwszym przypadku, z założenia indukcyjnego wynika, żex należy do nie-
parzystej liczby zbiorów spośród Ak+1, . . . , An. Zauważmy także, że następujące
warunki są równoważne:

1. x ∈ A1
.− . . . .− An,

2. x 6∈ A1
.− . . . .− Ak,

3. x należy do parzystej liczby zbiorów spośródA1, . . . , Ak,
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4. x należy do nieparzystej liczby zbiorów spośródA1, . . . , An.

W drugim przypadku przeprowadzamy analogiczne rozumowanie. Zauważmy
też, że z rozwiązanego, ogólniejszego zadania wynika, że różnica symetryczna jest
łączna.

Część 1, rozwiązanie wymagające łączności różnicy symetrycznej.Oczywíscie,A .−
B ⊆ A ∪ B. Stąd przez łatwą indukcję otrzymujemy, żeA1

.− . . . .− An ⊆ A1 ∪
. . . ∪ An. Z tego wzoru wynika, że elementy nie należące do żadnego ze zbiorów
A1, . . . , An nie należą także do różnicyA1

.− . . . .− An.
Przypúsćmy, że elementx należy do parzystej liczby zbiorów spośródA1, . . . ,An.

Przestawmy zbioryA1, . . . , An tak, aby te zbiory, do których należyx, znalazły się na
pierwszych miejscach. Jeżeli po takim przestawieniu zbiory znalazły się w porządku
Ai1, . . . , Ain i x należy do2 · k tych zbiorów, to z łącznósci i przemiennósci różnicy
symetrycznej otrzymujemy, że

A1
.− . . . .− An = (Ai1

.− Ai2)
.− . . . .− (Ai2k−1

.− Ai2k)
.− Ai2k+1

.− . . . .− Ain .

Zauważmy, żex nie należy do zbiorów

(Ai1
.− Ai2), . . . , (Ai2k−1

.− Ai2k), Ai2k+1, . . . , Ain .

Stąd wynika, żex nie należy także do różnicyA1
.− . . . .− An.

Udowodnilísmy więc, że elementy należące do parzystej liczby zbiorów spośród
A1, . . . , An nie należą do różnicyA1

.− . . . .− An. Oznacza to, że elementy na-
leżące do różnicyA1

.− . . . .− An należą do nieparzystej liczby zbiorów spośród
A1, . . . , An.

Udowodnimy jeszcze implikację odwrotną. Załóżmy więc, że elementx należy
do nieparzystej liczby zbiorów spośród A1, . . . , An, w tym do zbioruA1. Element
ten należy do parzystej liczby zbiorów spośród A2, . . . , An. Wobec tego nie należy
do różnicyA2

.− . . . .− An. Tym samym należy do różnicy

A1
.− (A2

.− . . . .− An) = A1
.− . . . .− An.

Czę́sć 2. Jésli zbiory A1, . . . , An są skónczone, to

|A1
.− . . . .− An| =

n∑

i=1

(−2)i−1
∑

|I |=i

∣∣∣∣
⋂

j∈I

A j

∣∣∣∣.

Weźmy skónczony zbiórX zawierający zbioryA1, . . . , An. NiechChA oznacza
funkcję okrésloną w zbiorzeX, przyjmującą wartósci 0 i 1, przyjmującą wartósć 1
dokładnie dla tych argumentów, które należą doA. Zauważmy, że

∑

x∈X

ChA(x) = |A|.
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Będziemy przekształcać prawą stronę dowodzonego wzoru. Mamy więc

n∑

i=1

(−2)i−1
∑

|I |=i

∣∣∣∣
⋂

j∈I

A j

∣∣∣∣ =
n∑

i=1

(−2)i−1
∑

|I |=i

∑

x∈X

Ch⋂
j∈I

A j (x)

=
∑

x∈X

n∑

i=1

(−2)i−1
∑

|I |=i

Ch⋂
j∈I

A j (x).

Przyjmijmy, żeI (x) = {i ≤ n | x ∈ Ai }. Nietrudno zauważýc, że warunek

Ch⋂
j∈I

A j (x) = 1

jest równoważny ze stwierdzeniemI ⊆ I (x). Wobec tego (po rozbiciu sumy na
składniki równe 0 i równe 1) otrzymujemy, że dlai ≤ |I (x)|

∑

|I |=i

Ch⋂
j∈I

A j (x) =
∑
|I |=i

Ch ⋂
j∈I

A j
(x)=1

1 =
∑
|I |=i

I⊆I (x)

1=
(|I (x)|

i

)
.

Ponadto, dlai > |I (x)| suma ta jest równa 0. Wróćmy do przerwanych przekształceń:

∑

x∈X

n∑

i=1

(−2)i−1
∑

|I |=i

Ch⋂
j∈I

A j (x) =
∑

x∈X

|I (x)|∑

i=1

(−2)i−1
∑

|I |=i

Ch⋂
j∈I

A j (x)

=
∑

x∈X

|I (x)|∑

i=1

(−2)i−1
(|I (x)|

i

)
=
∑

x∈X

(−2)−1(

|I (x)|∑

i=0

(−2)i
(|I (x)|

i

)
− 1)

=
∑

x∈X

(−2)−1((1− 2)|I (x)| − 1) =
∑

x∈X

2−1(1− (−1)|I (x)|).

Teraz zauważmy, że liczba2−1(1− (−1)m) jest równa 0 lub 1, i jest równa 1 wtedy
i tylko wtedy, gdym jest liczbą nieparzystą. Stąd otrzymujemy, że
∑

x∈X

2−1(1− (−1)|I (x)|) = |{x ∈ X : |I (x)| jest nieparzysta}| = |A1
.− . . . .− An|,

i to kończy dowód.

Zadanie 809. Dla jakich zbiorówC prawdziwe jest zdanie stwierdzające, że dla do-
wolnych zbiorówA i B zachodzi

A× C ⊆ B× C⇒ A ⊆ B ? (1)
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Rozwiązanie. Najpierw spróbujemy dowiésć implikację (1). Mamy więc zbioryA,
B i C, zakładamy, że zbiory te spełniają założenieA× C ⊆ B × C. W tej sytuacji
staramy się dowiésć, żeA ⊆ B. Aby dowiésć to zawieranie, bierzemyx ∈ A i pró-
bujemy wykazác, żex ∈ B. Oczywíscie, powinnísmy skorzystác z założenia. Łatwo
zauważýc, że w tym celu przydałaby się para o pierwszej współrzędnejx i drugiej
należącej doC. Aby taką parę utworzýc, musimy miéc element zbioruC. Jest to pro-
ste pod warunkiem, żeC jest zbiorem niepustym. Wtedy zbiórC ma przynajmniej
jeden element. Jeden z elementów zbioruC oznaczamy symbolemc i tworzymy parę
〈x, c〉. Ta para należy do iloczynu kartezjańskiegoA × C. Na podstawie założenia
stwierdzamy, że należy także do iloczynuB × C. Jeżeli〈x, c〉 ∈ B × C, to także
x ∈ B.

Przedstawione rozumowanie pozwala dowieść implikację (1), ale wymaga do-
datkowego założenia, że zbiórC jest niepusty. Nietrudno zauważyć, że w przypadku,
gdyC jest zbiorem pustym, to puste są także zbioryA×C i B×C, i w konsekwencji,
poprzednik implikacji (1) jest prawdziwy dla dowolnych zbiorówA i B. Jeżeli przyj-
miemy, żeA jest dowolnym zbiorem niepustym (np. zbiorem liczb naturalnych), aB
jest zbiorem pustym, to następnik implikacji (1) będzie fałszywy, i to samo będzie
można powiedziéc o całej implikacji.

Ostatecznie otrzymujemy, że implikacjaA×C ⊆ B×C⇒ A ⊆ B zachodzi dla
wszystkich zbiorówA i B wtedy i tylko wtedy, gdyC nie jest zbiorem pustym.

Zadanie 810. Inwolucją nazywamy odwzorowanief : A → A takie, że f f jest
identycznóscią naA. Czy inwolucja jest bijekcją naA? Pokaż, że każdą bijekcję
można przedstawić jako złożenie dwóch inwolucji.

Rozwiązanie. Część 1: każda inwolucja jest bijekcją.Przypúsćmy, że f : A→ A
jest inwolucją. Spełnia więc dla dowolnegox ∈ A równósć f ( f (x)) = x. Taka
funkcja f jest typu „na”: wartósć x ∈ A przyjmuje dla argumentuf (x). Jest to też
funkcja różnowartósciowa. Aby się o tym przekonać, weźmy dwa argumentyx, y ∈
A takie, że f (x) = f (y). Dla takich argumentów zachodzi też równość f ( f (x) =
f ( f (y)). Jeżeli f jest inwolucją, to stąd wynika, żex = y.

Część 2.Ta czę́sć zadania jest znacznie trudniejsza. Rozwiązując to zadanie zauwa-
żyłem, że jest włásciwie tylko jedna bijekcja, którą trzeba przedstawić jako złożenie
inwolucji. Tą bijekcją jest funkcjaS przekształcająca zbiór liczb całkowitychZ w Z
zdefiniowana wzoremS(n) = n+ 1.

Krok 1. Aby przedstawíc S jako złożenie inwolucji, weźmy funkcjef, g : Z → Z
zdefiniowane wzoramif (n) = −n orazg(n) = −(n+1). Funkcje te są inwolucjami.
Sprawdzenie tego faktu wymaga jedynie elementarnych rachunków. Mamy też

f (g(n)) = f (−(n+ 1)) = n+ 1= S(n).

Tak więcS= f g.
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Krok 2. Załóżmy, żem > 0. Symbolemk modm będziemy oznaczać resztę z dzie-
lenia liczbyk przezm, a więc najmniejszą nieujemną liczbęx taką, żek − x dzieli
się przezm. Korzystając z przedstawienia z kroku 1 można bez trudu przedstawić
w postaci złożenia inwolucji funkcjęSm : {i ∈ N : i < m} → {i ∈ N : i < m}
zdefiniowaną wzorem

Sm(n) = S(n) modm= (n+ 1) modm=
{

n+ 1 jeżelin < m− 1
0 jeżelin = m− 1.

Weźmy funkcjęfm : {i ∈ N | i < m} → {i ∈ N | i < m} taką, że

fm(n) = f (n) modm= (−n) modm=
{

m− n jeżelin > 0
0 jeżelin = 0

oraz funkcjęgm : {i ∈ N | i < m} → {i ∈ N | i < m} taką, że

gm(n) = g(n) modm= (−(n+ 1)) modm= m− n− 1.

Ponieważ dodawanie i dodawanie modulom mają własnósci przysługujące doda-
waniu w pieŕscieniu, i tylko takie własnósci były wykorzystywane w kroku 1, więc
funkcje fm i gm są inwolucjami i zachodzi równość Sm = fmgm. Osoby, dla któ-
rych przytoczony argument nie jest jasny, mogą sprawdzić bezpósrednio wymagane
równósci.

Krok 3. Weźmy teraz bijekcjęs : A→ A i załóżmy, że zbiórA jest rozłączną sumą
dwóch zbiorówA1 i A2 przekształcanych przez funkcjęs w siebie (zakładamy więc,
że A1 ∩ A2 = ∅, A = A1 ∪ A2, s(x) ∈ A1 dla dowolnegox ∈ A1 oraz analogiczną
własnósć dla zbioruA2).

Niech s(1) oznacza obcięcie funkcjis do zbioru A1 (tak więcs(1) : A1 → A1
i s(1)(x) = s(x) dla wszystkichx ∈ A1). Podobnie, niechs(2) oznacza obcięcie
funkcji s do A2. Funkcjes(1) i s(2) są bijekcjami. Zauważmy, że jeżelis(1) i s(2) są
złożeniami inwolucji, to złożeniem inwolucji jest również funkcjas.

Jeżelis(1) = f (1)g(1) i s(2) = f (2)g(2) dla inwolucji f (1), g(1), f (2) i g(2), to
s= f g dla inwolucji f, g : A→ A zdefiniowanych wzorami

f (x) =
{

f (1)(x) jeżeli x ∈ A1

f (2)(x) jeżeli x ∈ A2
oraz g(x) =

{
g(1)(x) jeżeli x ∈ A1

g(2)(x) jeżeli x ∈ A2.

Sprawdzenie podanych wyżej własności pozostawiam zainteresowanym.
Przedstawioną konstrukcję bez trudu można uogólnić na przypadek, w którym

zbiór A jest sumą trzech zbiorów, lub jest sumą dowolnej skończonej liczby zbiorów.
Można też ją uogólnić na przypadek dowolnego podziału zbioruA, także nieskón-
czonego.
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Krok 4. Mając bijekcjęs : A→ A podzielę zbiórA na takie fragmenty, dla którychs
będzie można łatwo przedstawić w postaci złożenia inwolucji.

Przyjmijmy, że jeżelin jest dodatnią liczbą naturalną, tosn oznaczan-krotne
złożenie funkcjis. Tak więcs1 = s, s2 = ss, sn+1 = ssn. Umówmy się także, żes0

jest funkcją identycznósciową w zbiorzeA. Jeżeli natomiastn jest liczbą ujemną, to
sn oznacza(−n)-krotne złożenie(s−1)−n funkcji odwrotnej dos. Dowodzi się, że dla
dowolnych liczb całkowitychn i m zachodzi wzórsn+m = snsm lub nieco inaczej,
dla dowolnegox ∈ A zachodzi wzórsn+m(x) = sn(sm(x)).

Zdefiniujemy teraz relacjęR w zbiorzeA przyjmując, że

x Ry⇔ ∃n ∈ Z y = sn(x)

dla dowolnychx, y ∈ A. RelacjaR jest relacją równoważności. Rozbija więc zbiórA
na klasy abstrakcji, czyli na zbiory postaci{y ∈ A | x Ry}. Różne klasy abstrakcji są
rozłączne. Jest też oczywiste, że jeżeliz ∈ {y ∈ A | x Ry}, to takżes(z) ∈ {y ∈ A |
x Ry}. W dalszym ciągu będziemy przedstawiać funkcjęs (a włásciwie jej obcięcie)
w postaci złożenia inwolucji na każdej klasie abstrakcji relacjiR.

Krok 5. Przypúsćmy, że prócz bijekcjis : X → X mamy bijekcjet : Y → Y
i φ : Y → X takie, żesφ = φt . Jeżeli wtedy funkcjat jest złożeniem dwóch
inwolucji, to funkcjas też ma tę własnósć.

Jeżelit = f g dla inwolucji f, g : Y→ Y, to

s(φ(y)) = (sφ)(y) = (φt)(y) = (φ f g)(y) = ((φ f φ−1)(φgφ−1))(φ(y)).

Ponieważ funkcjaφ jest typu „na”, z udowodnionej równości wynika, że

s= (φ f φ−1)(φgφ−1).

Wystarczy jeszcze zauważyć, że złożenia(φ f φ−1) i (φgφ−1) są inwolucjami.

Krok 6. W dalszym ciągu będziemy zajmować się klasą abstrakcji ustalonego ele-
mentua0 ∈ A, a więc zbioremA0 = {y ∈ A | a0Ry}. Zdefiniujmy pomocniczą
funkcjęφ : Z→ A0 przyjmując, że

φ(n) = sn(a0).

Funkcji φ przekształca zbiór liczb całkowitych na klasęA0. Dalej będziemy badać
funkcjęφ. Są możliwe dwa przypadki: albo dla pewnej liczbym > 0 zachodzi rów-
nósć φ(m) = a0, albo też dla wszystkichm > 0 mamy φ(m) 6= a0. Najpierw
zajmiemy się drugim przypadkiem.

Krok 7. Jeżeliφ(m) 6= a0 dla wszystkich liczb naturalnychm, to funkcjaφ jest
różnowartósciowa. Aby się o tym przekonać załóżmy, że jest przeciwnie, a więc, że
φ(m1) = φ(m2) dla pewnychm1 i m2 > m1. Jeżelim1 < 0, to

a0 = s−m1(φ(m1)) = s−m1(φ(m2)) = s−m1(sm2(a0)) = φ(m2−m1),
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a to nie jest możliwe w rozważanym przypadku. Jeżeli natomiastm1 ≥ 0, to

sm1(a0) = φ(m1) = φ(m2) = sm1(φ(m2−m1))

i z różnowartósciowósci sm1 otrzymujemy, żea0 = φ(m2 −m1). To też w rozważa-
nym przypadku nie może zachodzić.

Zauważmy jeszcze, że

(sφ)(n) = s(φ(n)) = s(sn(a0)) = sn+1(a0) = φ(n+ 1) = φ(S(n)) = (φS)(n).

Tak więcsφ = φS. W kroku 1 jest pokazane, żeS jest złożeniem inwolucji. Wobec
tego, z własnósci podanej w kroku 5 otrzymujemy, żes jest złożeniem inwolucji na
zbiorzeA0.

Krok 8. Jeżeliφ(m) = a0 dla pewnej liczby naturalnejm > 1, to bierzemy naj-
mniejszą liczbęm0 o tej własnósci. Następnie pokazujemy, że funkcjaφ przekształca
różnowartósciowo zbiór{x ∈ N | x < m0} na klasę abstrakcjiA0. Fakt ten pozwala
powtórzýc rozumowanie z kroku 7. Tym razem korzystamy z rozkładu na inwolucje
funkcji Sm0, opisanego w kroku 2.

Zadanie 811. Przypúsćmy, że f : X→ Y, A ⊆ X orazB ⊆ Y. Udowodnij, że

f (A∩ f −1(B)) = f (A) ∩ B

Rozwiązanie. Pokażemy, że

y ∈ f (A∩ f −1(B))⇔ y ∈ f (A) ∩ B

dla dowolnegoy. Stąd i z zasady ekstensjonalności wynika dowodzona równość. Aby
dowiésć podaną równoważność zauważmy, że następujące formuły są równoważne:

1. y ∈ f (A∩ f −1(B)),

2. ∃x(x ∈ A∩ f −1(B) ∧ f (x) = y),

3. ∃x(x ∈ A∧ x ∈ f −1(B) ∧ f (x) = y),

4. ∃x(x ∈ A∧ f (x) ∈ B ∧ f (x) = y),

5. ∃x(x ∈ A∧ f (x) = y ∧ y ∈ B),

6. (∃x(x ∈ A∧ f (x) = y)) ∧ y ∈ B,

7. y ∈ f (A) ∧ y ∈ B,

8. y ∈ f (A) ∩ B.
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Rozwiązanie (inny sposób).Najpierw udowodnimy zawieranief (A ∩ f −1(B)) ⊆
f (A) ∩ B. Przypúsćmy, żey ∈ f (A∩ f −1(B)). Istnieje więcx ∈ A∩ f −1(B) taki,
że f (x) = y. Ten istniejącyx oznaczmy symbolemx0. Mamy więcx0 ∈ A∩ f −1(B)
oraz f (x0) = y. Oczywíscie, elementx0 ma dwie własnósci:x0 ∈ A oraz f (x0) = y.
Istnieje więc takix, żex ∈ A oraz f (x) = y. Stąd wynika, żey ∈ f (A).

Elementx0 należy także dof −1(B). Jeżeli skorzystamy z definicji przeciwo-
brazu, to otrzymamy, żey = f (x0) ∈ B. Rozważanyy należy więc dof (A) i do B,
czyli y ∈ f (A) ∩ B. To kończy dowód interesującego nas zawierania.

Udowodnimy jeszcze zawieranie przeciwne, czylif (A) ∩ B ⊆ f (A∩ f −1(B)).
W tym celu weźmyy ∈ f (A) ∩ B. Taki y należy do f (A), a więc istniejex ∈ A
takie, że f (x) = y. Jeden z tych elementów oznaczmy symbolemx0. Mamy więc,
że x0 ∈ A oraz f (x0) = y. Ponieważy ∈ B, więc także f (x0) ∈ B. Ta ostatnia
własnósć implikuje, żex0 ∈ f −1(B). Elementx0 jest jednym z takichx, dla których
x ∈ A, x ∈ f −1(B) oraz f (x) = y. Istnieje więcx takie, żex ∈ A ∩ f −1(B) oraz
f (x) = y. Stąd i z definicji pojęcia obrazu wynika, żey ∈ f (A ∩ f −1(B)) i tym
samym zostało wykazane dowodzone zawieranie.

Interesująca nas równość wynika z udowodnionych zawierań i zasady ekstensjo-
nalnósci.

Rozwiązanie (inny dowód jednego z zawierán). Skorzystamy teraz z dwóch wła-
snósci pojęcia obrazu: monotoniczności

C ⊆ D ⇒ f (C) ⊆ f (D)

oraz zawierania
f ( f −1(B)) ⊆ B,

a także z dwóch znanych własności przekroju:

E ⊆ C ∧ E ⊆ D ⇒ E ⊆ C ∩ D

i
C ∩ D ⊆ C orazC ∩ D ⊆ D.

Z podanych własnósci wynika, że

f (A∩ f −1(B)) ⊆ f (A),

f (A∩ f −1(B)) ⊆ f ( f −1(B)) ⊆ B,

i — w konsekwencji —

f (A∩ f −1(B)) ⊆ f (A) ∩ B.
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Zadanie 812. Udowodnij, że na to, by relacjaR była:

1. zwrotna, potrzeba i wystarcza, byI ⊆ R, gdzieI jest relacją identyczności;

2. symetryczna, potrzeba i wystarcza, byR−1 = R;

3. przechodnia, potrzeba i wystarcza, byRR⊆ R;

4. relacją równoważnósci, potrzeba i wystarcza, byI ⊆ R∧R−1 = R∧RR⊆ R.

Rozwiązanie. Jest to bardzo proste zadanie, tak proste, że chciałoby się napisać
tylko, że jest oczywiste. WarunkiI ⊆ R i RR ⊆ R są niemal identyczne odpo-
wiednio z warunkami z definicji zwrotności i symetrycznósci relacji R. Z tego po-
wodu przedstawiony dowód może będzie zbyt szczegółowy. Weźmy zbiórX i relację
R⊆ X × X.

Czę́sć 1. Pokażemy, żeR jest relacją zwrotną w zbiorzeX wtedy i tylko wtedy, gdy
I ⊆ R. Dowód równoważnósci składa się oczywiście z dowodu dwóch implikacji.

Najpierw załóżmy, żeR jest relacją zwrotną w zbiorzeX. Aby dowiésć, żeI ⊆ R,
weźmy dowolny elementp ∈ I . Oczywíscie,p jest parą uporządkowaną (ponieważI
jest relacją), obie współrzędnep należą doX (gdyż I jest relacją w zbiorzeX) i są
sobie równe (dlatego, żeI jest relacją identyczności). Tak więcp = 〈x, x〉 dla pew-
negox ∈ X. PonieważR jest zwrotna, więcp = 〈x, x〉 ∈ R. W ten sposób dowód
zawieraniaI ⊆ R został zakónczony.

Aby dowiésć zwrotnósć relacji R, wystarczy dla dowolnego elementux ∈ X
pokazác, że para〈x, x〉 należy doR. Oczywíscie,〈x, x〉 ∈ I na podstawie definicji
relacji identycznósciowej. Stąd i z zawieraniaI ⊆ R otrzymujemy, że〈x, x〉 ∈ R.

Czę́sć 2. Teraz pokażemy, że relacjaR jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy
R−1 = R. Podobnie jak w czę́sci 1 udowodnimy dwie implikacje.

Jeżeli relacjaR jest symetryczna, to dowolna para〈x, y〉 z relacji R (a włásciwie
dowolny element relacjiR) należy także do relacjiR−1. Tak jest, ponieważ z warunku
〈x, y〉 ∈ R wynika, że〈y, x〉 ∈ R, a to z kolei oznacza, że〈x, y〉 ∈ R−1. Przed-
stawione rozumowaniéswiadczy o tym, że symetryczna relacjaR spełnia warunek
R⊆ R−1. Podobnie dowodzimy zawieranie odwrotne: jeżeli〈x, y〉 ∈ R−1, to korzy-
stając z definicji relacji odwrotnej otrzymujemy, że〈y, x〉 ∈ R, a jeżeli skorzystamy
jeszcze z symetryczności R, to otrzymamy, że〈x, y〉 ∈ R. Dla relacji symetrycznej
prawdziwe są więc dwa zawierania:R ⊆ R−1 i R−1 ⊆ R. Wobec tego, prawdziwa
jest też równósć R= R−1.

W drugą stronę, relacja spełniająca warunekR = R−1 spełnia także zawieranie
R ⊆ R−1. To zawieranie oznacza, żeR jest relacją symetryczną. Jeżeli bowiem
〈x, y〉 ∈ R, to na podstawie tego zawierania mamy, że〈y, x〉 ∈ R−1. Jeżeli teraz
skorzystamy z definicji relacji odwrotnej, to otrzymamy, że〈y, x〉 ∈ R.
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Czę́sć 3. Pokażemy jeszcze, że przechodniość relacji R jest równoważna zawieraniu
RR⊆ R.

Załóżmy, żeR jest relacją przechodnią i〈x, y〉 ∈ RR. Z definicji złożenia relacji
wynika, że istniejez taki, że〈x, z〉 ∈ R i 〈z, y〉 ∈ R. Jeden z takichz oznaczmy
symbolemz0. Elementz0 ma więc dwie własnósci: 〈x, z0〉 ∈ R oraz〈z0, y〉 ∈ R.
Z przechodniósci relacjiR otrzymujemy, że〈x, y〉 ∈ R. Kończy to dowód zawierania
RR⊆ R.

JeżeliRR⊆ R, to relacjaR jest przechodnia. Aby się o tym przekonać weźmy
x, y i z takie, że〈x, y〉 ∈ R i 〈y, z〉 ∈ R. Z definicji złożenia relacji wynika, że
〈x, z〉 ∈ RR. Założone zawieranie implikuje więc, że〈x, z〉 ∈ R, i to kończy dowód
przechodniósci relacjiR.

Czę́sć 4. Z czę́sci 1, 2 i 3 wynika równoważnósć z czę́sci 4. Aby się o tym przekonać,
wystarczy zauważýc, że jeżeli zdaniaϕi są równoważne zdaniomψi dla i = 1, 2, 3,
to koniunkcjaϕ1 ∧ ϕ2 ∧ ϕ3 jest równoważna koniunkcjiψ1 ∧ ψ2 ∧ ψ3.

Zadanie 813. Niech f będzie bijekcją przekształcającą zbiórA w A. Zdefiniujmy
relacjęR⊆ A2 przyjmując, że

x Ry ⇔ f (x) = y.

SymbolemR∞ oznaczamy przechodnie domknięcie relacjiR, czyli relację
⋃∞

n=1 Rn,
gdzieR1 = R orazRn+1 = Rn R. Czy

1. R∞ jest relacją równoważności?

2. R∞ jest relacją równoważności, jésli A jest zbiorem skónczonym?

Rozwiązanie. Czę́sć 1.Najpierw zauważmy, że jeżeli funkcjęf będziemy traktowác
jak relację, to warunekf (x) = y będzie równoważny z〈x, y〉 ∈ f . Tak więc

〈x, y〉 ∈ R⇔ x Ry⇔ f (x) = y⇔ 〈x, y〉 ∈ f,

czyli relacjaR jest tożsama z funkcjąf . Wobec tego, relacjaRn jest niczym innym,
jak n-krotnym złożeniem funkcjif .

Na ogół przechodnie domknięcie relacjiR zdefiniowanej w zadaniu nie jest rela-
cją równoważnósci. Tak jest np. dla zbioru liczb całkowitychZ i funkcji f : Z→ Z
zdefiniowanej wzoremf (k) = k+1. Funkcja f jest oczywíscie bijekcją. Dla dowol-
negon ∈ N relacjaRn spełnia dla wszystkichx, y ∈ Z równoważnósć

x Rny⇔ y = x + n.

Jeżeli przedstawione argumenty nie implikują tej równoważności w sposób oczywi-
sty, to proponuję sprawdzenie jej przez indukcję ze względu nan.
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Dla tej funkcji f relacja R∞ nie jest zwrotna, a nawet jest antyzwrotna. Dla
wszystkichx ∈ Z, założeniex R∞x można sprowadzić do sprzecznósci w nastę-
pujący sposób: warunekx R∞x oznacza, że〈x, x〉 ∈ ⋃∞n=1 Rn. Tak więc dla pewnej
liczby m > 0 mamy〈x, x〉 ∈ Rm, czyli x Rmx. Z podanej charakteryzacji relacjiRm

wynika, żex = x +m. Jest to możliwe tylko, gdym = 0. Przeczy to jednak warun-
kowi m> 0.

JeżeliR∞ nie jest zwrotna, to nie jest relacją równoważności. Można też dowiésć
w podobny sposób, żeR∞ nie jest też symetryczna.

Część 2.Założenie o skónczonósci zbioru A implikuje, że R∞ jest relacją rów-
noważnósci. Dla dowolnegox ∈ A, rozważamy funkcjęI : N → A taką, że
I (n) = f n(x) dla wszystkichn ∈ N (I (n) to wartósć n-krotnego złożenia funk-
cji f dla argumentux, f 0(x) = x). Gdyby funkcja f była różnowartósciowa, to
zbiór A byłby nieskónczony. Dla skónczonego zbioruA funkcja f nie jest różnowar-
tościowa. Tak więc możemy znaleźć dwie liczby naturalnep i q, takie, żep < q oraz
f p(x) = I (p) = I (q) = f q(x). Składanie funkcji jest operacją łączną i zachowuje
różnowartósciowósć. Wobec tego,f p(x) = f q(x) = f p( f q−p(x)). Różnowarto-
ściowósci funkcji f p implikuje także równósć f p−q(x) = x. Udowodnilísmy więc,
że jeżeliA jest zbiorem skónczonym, to dla dowolnegox ∈ A istnieje liczba dodatnia
r taka, że

f r (x) = x. (1)

Udowodniona własnósć oznacza, że relacjaR∞ jest zwrotna. Aby się o tym prze-
konác, bierzemyx ∈ A i liczbę r > 0 spełniającą (1). Z równósci (1) wynika, że
〈x, x〉 ∈ f r = Rr . ZawieranieRr ⊆ R∞ implikuje zás, że〈x, x〉 ∈ R∞.

Równósć (1) implikuje także, że jeżeli iterujemy obliczanie wartości funkcji f
zaczynając od argumentux, to otrzymujemy w kółko te same wartości

f (x), f 2(x), . . . , f r (x) = x, f (x), f 2(x), . . . , f r (x) = x, f (x), . . .

Spostrzeżenie to pozwala dowieść symetrycznósć relacji R∞. Najpierw jednak za-
uważmy, że równósć (1) zachodzi także dla wszystkich wielokrotności r . Świadczą
o tym następujące obliczenia będące fragmentem dowodu indukcyjnego:

f (k+1)r (x) = f kr ( f r (x)) = f kr (x) = x.

Teraz możemy przystąpić do dowodu, że relacjaR∞ jest symetryczna. Przypu-
śćmy, że〈x, y〉 ∈ R∞. Na podstawie definicjiR∞ stwierdzamy, że〈x, y〉 ∈ Rn

dla pewnej dodatniej liczby naturalnejn. Ponieważ relacjaRn jest równa f n, więc
f n(x) = y. Weźmy liczbę naturalnąk taką, żen < kr . Dla tej liczby k mamy
kr − n > 0 oraz

f kr−n(y) = f kr−n( f n(x)) = f kr (x) = x.
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Udowodniona równósć oznacza, że

〈y, x〉 ∈ f kr−n = Rkr−n ⊆ R∞.

Przechodniósć relacji R∞ wynika z zadania 521.
Z przedstawionych rozumowań otrzymujemy, że jeżeli zbiórA jest skónczony, to

relacjaR∞ jest zwrotna i symetryczna. Wiemy też, że jest przechodnia. Tak więc dla
zbioru skónczonegoA, relacjąR∞ jest równoważnóscią.

Zadanie 814. Przypúsćmy, żeV jest skónczonym zbiorem zmiennych zdaniowych,
R ⊆ V2 jest przechodnią relacją w zbiorzeV , a p0,q0 ∈ V są dwiema różnymi
zmiennymi zdaniowymi. Niech8 będzie formułą zdaniową

p0 ∧ ¬q0 ∧
∧

(p,q)∈R

(p⇒ q).

Pokaż, że formuła8 jest sprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy(p0,q0) ∈ R.

Rozwiązanie. Najpierw udowodnimy, że jeżeli(p0,q0) 6∈ R, to formuła8 jest speł-
nialna. Zrobimy to definiując wartościowanie spełniające8.

Zauważmy, że chcemy zdefiniować wartósciowanie, przy którym będzie praw-
dziwa formułap0, będą prawdziwe wszystkie implikacjep⇒ q takie, że(p,q) ∈ R,
i — w konsekwencji — będą prawdziwe wszystkie zmienneq takie, że(p0,q) ∈
R, oraz możliwie dużo zmiennych będzie fałszywych, gdyżq0 powinna býc fał-
szywa. Weźmy więc wartósciowaniew, przy którym prawdziwa jest zmiennap0 oraz
wszystkie zmienneq takie, że(p0,q) ∈ R, a pozostałe zmienne są fałszywe.

Pokażemy, że przy wartościowaniuw koniunkcja8 jest prawdziwa. W tym celu
wystarczy pokazác, że wszystkie jej człony są prawdziwe.

Oczywíscie, pierwszy człon (p0) jest prawdziwy przy wartósciowaniuw. Ponie-
ważq0 6= p0 i (p0,q0) 6∈ R, więc zmiennaq0 jest fałszywa przy wartósciowaniuw,
a drugi człon formuły8 (negacjaq0) jest prawdziwy.

Pozostałe człony koniunkcji8 są postacip ⇒ q dla zmiennychp i q takich,
że (p,q) ∈ R. Weźmy więcp i q takie, że(p,q) ∈ R. Jeżeli zmiennap jest fał-
szywa przy wartósciowaniuw, to implikacja p ⇒ q jest przy tym wartósciowaniu
prawdziwa.

Przypúsćmy więc, że zmiennap jest prawdziwa przy wartósciowaniuw. Wtedy
są możliwe dwa przypadki: albop = p0, albo(p0, p) ∈ R. W każdym przypadku
(w drugim z przechodniósci R) mamy, że(p0,q) ∈ R. Tak więc zmiennaq oraz
implikacja p⇒ q są prawdziwe przy wartościowaniuw. W ten sposób dowiedliśmy
spełnialnósci formuły8.

Udowodnimy jeszcze metodą nie wprost, że jeżeli(p0,q0) ∈ R, to formuła8 jest
sprzeczna. Załóżmy więc, że koniunkcja8 jest prawdziwa przy pewnym wartościo-
waniu. Przy tym wartósciowaniu są prawdziwe wszystkie człony8, a więc m.in. for-
muły p0, ¬q0 oraz — na mocy założenia(p0,q0) ∈ R — implikacja p0 ⇒ q0.
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Oczywíscie, nie jest to możliwe, gdyż implikacjap0 ⇒ q0 jest fałszywa przy każ-
dym wartósciowaniu, przy którym formułyp0 i ¬q0 są prawdziwe.

Zadanie 815. Na zbiorzeX okréslone są takie relacje równoważności Q i R, że

1. każda klasa równoważności relacjiQ maq elementów,

2. każda klasa relacjiR mar elementów oraz

3. istnieje klasa równoważności relacji Q, która ma dokładnie jeden element
wspólny z każdą klasą równoważności relacjiR.

Ile elementów ma zbiórX?

Rozwiązanie. Przyjmijmy, żeA oznacza tę klasę równoważności relacjiQ, o której
jest mowa w punkcie 3), aK — zbiór klas równoważnósci relacjiR.

Wszystkie przedstawione rozwiązania korzystają z faktu, że zbioryK i A mają
tyle samo elementów. Jeżeli to wiemy, to na podstawie warunku 1) stwierdzamy,
że K maq elementów. Relacja równoważności R wyznacza więc podział zbioruX
naq rozłącznych klas równoważności, które mają por elementów. Stąd otrzymujemy,
że X maq · r elementów. Dalej pokażę, jak dowodzić, że|A| = |K |.
Sposób 1.Niech f : K → A będzie funkcją, która dla klasyY ∈ K przyjmuje
wartósć f (Y) ∈ Y ∩ A. Punkt 3) ze sformułowania zadania gwarantuje poprawność
tej definicji.

Pokażemy, że funkcjaf jest bijekcją. Jeżelif (Y) = f (Z) dla pewnych klas
klas Y, Z ∈ K , to f (Y) ∈ (Y ∩ A) ∩ (Z ∩ A) ⊆ Y ∩ Z. W tym przypadku klasy
Y i Z nie są rozłączne, a to jest możliwe tylko wtedy, gdyY = Z. Wobec tegof jest
różnowartósciowa.

Weźmy teraza ∈ A. Oczywíscie, klasa równoważności [a]R należy doK . Gdyby
f ([a]R) 6= a, to zbiór[a]R ∩ A miałby przynajmniej dwa elementy:f ([a]R) oraza,
a to przeczy warunkowi 3). Tak więc funkcjaf jest typu „na”.

Sposób 2.Tym razem definiujemy funkcjęg : A → K , która elementowia ∈ A
przyporządkowuje klasę[a]R (przyjmujemy, żeg(a) = [a]R). Podobnie jak w pierw-
szym rozwiązaniu, funkcjag jest bijekcją.

Jeżeli[a]R = [b]R dla a, b ∈ A, to do klasy[a]R należy zarównoa, jak i b.
Z wyboru A mamy jednak, że do dowolnej klasy równoważności może należéc tylko
jeden element zbioruA, więca = b.

JeżeliY jest dowolną klasą równoważności relacji R, to z warunku 3) (a raczej
z wyboru A) znajdujemy w niej pewien elementa ∈ A. Wobec tego, klasy równo-
ważnósci [a]R i Y nie są rozłączne. Takie klasy muszą być równe. Otrzymalísmy
więc, żeg(a) = [a]R = Y.
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Sposób 3.Zauważmy, że

A = A∩ X = A∩
⋃

Y∈K

Y =
⋃

Y∈K

A∩ Y

(druga równósć wynika stąd, że suma klas równoważności jest równa dziedzinie re-
lacji równoważnósci). ZbioryA∩Y1 i A∩Y2 dla różnych klas równoważnościY1 i Y2
są rozłączne, ponieważ klasy te są rozłączne. Wobec tego

|A| = |
⋃

Y∈K

A∩ Y| =
∑

Y∈K

|A∩ Y| =
∑

Y∈K

1= |K |.

Zadanie 816. Niech A, B będą dowolnymi zbiorami. Kiedy równanie

A∪ X = B

1. ma dokładnie jedno rozwiązanie,

2. ma nieskónczenie wiele rozwiązán,

3. nie ma rozwiązán?

Rozwiązanie. Jeżeli równanieA ∪ X = B ma rozwiązanie, to jest taki zbiórC, że
A ∪ C = B. Wtedy oczywíscie zbiórA jest podzbioremB. Także na odwrót, jeżeli
A ⊆ B, to zbiórX = B \ A spełnia równanieA∪ X = B.

Udowodnilísmy więc, że równanieA ∪ X = B ma rozwiązanie wtedy i tylko
wtedy, gdyA ⊆ B. Tym samym odpowiedzieliśmy na pytanie 3: równanieA∪X = B
nie ma rozwiązania wtedy i tylko wtedy, gdyA 6⊆ B.

Załóżmy, żeA ⊆ B. Scharakteryzujemy rozwiązania równaniaA ∪ X = B.
WarunekA∪C = B implikuje, żeC jest podzbioremB oraz zawiera różnicęB \ A.
Prawdziwa jest także implikacja odwrotna: jeżeliB \ A ⊆ C ⊆ B, to

B = A∪ (B \ A) ⊆ A∪ C ⊆ A∪ B = B,

a więc C spełnia równanieA ∪ X = B. Tak więc zbiorem rozwiązán równania
A∪ X = B jest

{X : B \ A ⊆ X ⊆ B}.
Policzymy jeszcze liczbę elementów tego zbioru, albo jego moc. W tym celu

definiujmy funkcję f okrésloną w zbiorzeP(A) wszystkich podzbiorów zbioruA
i przyjmującą wartósci dane wzorem

f (Y) = Y ∪ (B \ A).



13. Zadania egzaminacyjne z rozwiązaniami 137

Łatwo dowodzi się, że funkcjaf przekształcaP(A) na zbiór rozwiązán równania
A ∪ X = B. Co więcej, jest to funkcja różnowartościowa. Jeżeli bowiemf (Y1) =
f (Y2) dla pewnychY1,Y2 ∈ P(A), to

Y1 = (Y1 ∪ (B \ A)) ∩ A = f (Y1) ∩ A = f (Y2) ∩ A = (Y2 ∪ (B \ A)) ∩ A = Y2.

Tak więc funkcja f ustala równolicznósć zbioruP(A) i zbioru rozwiązán równania
A∪ X = B. Oznacza to, że równanieA∪ X = B ma tyle elementów, co zbiórP(A)
(albo zbiór rozwiązán równaniaA∪ X = B jest tej samej mocy, co zbiórP(A)).

Teraz łatwo odpowiedziéc na pytania 1 i 2. JeżeliA jest niepusty to ma przynaj-
mniej dwa podzbiory: zbiór pusty i samego siebie. Tak więc równanieA ∪ X = B
ma dokładnie jedno rozwiązanie wtedy i tylko wtedy, gdyA jest zbiorem pustym.

Zbiory skónczone mają skónczenie wiele podzbiorów, a nieskończone — nie-
skończenie wiele. Wobec tego, równanieA ∪ X = B ma nieskónczenie wiele roz-
wiązán wtedy i tylko wtedy, gdyA jest zbiorem nieskónczonym.

Zadanie 817. Niechα : N → {0, 1} będzie ciągiem zerojedynkowym. Symbolem
∼α oznaczamy relację w zbiorze{0,1}N nieskónczonych ciągów zerojedynkowych
zdefiniowaną formułą

β ∼α γ ⇔ ∀n∈ N (α(n)β(n) = α(n)γ (n)).
Czy istnieje taki ciągα, dla którego:

a) relacja∼α ma przeliczalnie i nieskónczenie wiele klas równoważności?

b) wszystkie klasy równoważności relacji∼α są przeliczalne i nieskończone?

c) istnieje przeliczalna i nieskończona klasa równoważności relacji∼α?

Rozwiązanie. Ustalmyα i przyjmijmy, że A = {n ∈ N | α(n) = 1}. Oczywíscie,
∼α jest relacją równoważności. Przyjmijmy, żeNα jest zbiorem klas równoważności
tej relacji. Symbolem[x]α będziemy oznaczać klasy abstrakcji relacji∼α.

Fakt 199. Zbiór Nα i zbiór {0, 1}A są równoliczne.

Dowód. Dla funkcji ξ : A→ {0, 1} definiujemy funkcję̄ξ : N→ {0, 1} przyjmując,
że

ξ̄ (n) =
{
ξ(n), jeżelin ∈ A,
0, w przeciwnym razie.

Zdefiniujmy jeszcze wzorem

f (ξ) = [ξ̄ ]α

funkcję f : {0,1}A→ Nα. Funkcja ta jest różnowartościowa i typu „na”.
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Aby dowiésć różnowartósciowósć funkcji f weźmy dwa (różne) argumentyξ1 i ξ2
tej funkcji. Są to funkcje okréslone w zbiorzeA. Istnieje więc liczban ∈ A taka, że
ξ1(n) 6= ξ2(n). Funkcjeξ̄1 i ξ̄2 też przyjmują różne wartości dla argumentun:

ξ̄1(n) = ξ1(n) 6= ξ2(n) = ξ̄2(n).
Oznacza to, żēξ1 6∼α ξ̄2. Stąd otrzymujemy, że klasy[ξ̄1]α i [ξ̄2]α są różne (różnią
się np. elementem̄ξ1).

Weźmy dowolną klasę ze zbioruNα i jej reprezentantaγ . Pokażemy, że[γ ]α jest
wartóscią funkcji f . W tym celu weźmy funkcjęδ : A → {0, 1} będącą obcięciem
γ do zbioruA (a więc spełniającąδ(n) = γ (n) dla wszystkichn ∈ A) i zauważmy,
że takżeδ̄(n) = γ (n) dla wszystkichn ∈ A. To jednak oznacza, żēδ ∼α γ . Wobec
tego, f (δ) = [δ̄]α = [γ ]α.

Dowód (inny sposób).Weźmy funkcjęg : {0,1}N → {0, 1}A przyporządkowującą
funkcji γ ∈ {0,1}N obcięcie funkcjiγ do zbioruA. Oczywíscie, funkcjag jest typu
„na”. Świadczy o tym np. równósć g(ξ̄ ) = ξ .

Funkcjag spełnia także równoważność

g(γ1) = g(γ2)⇔ γ1 ∼α γ2.

Równoważnósć ta implikuje, że wzór

G([γ ]α) = g(γ )

jest poprawną definicją funkcjiG : Nα → {0, 1}A i – co więcej – funkcja ta jest
różnowartósciowa. Ponieważg jest typu „na”, więc takżeG jest typu „na”.

Fakt 200. Klasy równoważnósci relacji∼α są równoliczne ze zbiorem{0,1}N\A.

Dowód. Weźmy dowolną funkcjęβ ∈ {0,1}N i zdefiniujmy funkcję f : [β]α →
{0, 1}N\A. Funkcja f elementowiγ ∈ [β]α przyporządkowuje obcięcieγ do zbioru
N \ A. Aby dowiésć podany fakt pokażemy, że funkcjaf jest bijekcją.

Weźmy więc różne funkcjeγ1, γ2 ∈ [β]α. Ponieważ należą do jednej klasy rów-
noważnósci relacji∼α, więc przyjmują te same wartości dla dowolnego argumentu
ze zbioruA. Wobec tego, przyjmują różne wartości dla pewnegon 6∈ A. Ich obcięcia
od zbioruN \ A też przyjmują różne wartości dla tego samego argumentu, a więc są
różne. To dowodzi, że funkcjaf jest różnowartósciowa.

Aby dowiésć, że funkcjaf jest typu „na”, weźmy dowolną funkcjęξ ∈ {0,1}N\A
i zdefiniujmyγ ∈ {0, 1}N takie, że

γ (n) =
{
β(n), jeżelin ∈ A,
ξ(n), w przeciwnym razie.

Oczywíscie, funkcjeγ i β są w relacji∼α oraz obcięcieγ doN \ A jest równeξ . Tak
więc f (γ ) = ξ .
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Fakt 201. Jeżeli zbiórA ⊆ N jest nieskónczony, to zbiór{0,1}A jest nieprzeliczalny.

Dowód. Nieskónczony podzbiórA zbioru liczb naturalnych jest równoliczny ze zbio-
rem liczb naturalnychN. Jeżeli zbiórA jest równoliczny zN, to także zbiory{0, 1}A
i {0, 1}N są równoliczne. Ten ostatni zbiór jest nieprzeliczalny na podstawie twier-
dzenia Cantora. Oznacza to, że także zbiór{0,1}A jest nieprzeliczalny.

Wniosek.Zbiór Nα klas równoważnósci relacji∼α jest albo skónczony, albo nieprze-
liczalny.

Dowód. Są możliwe dwa przypadki: albo zbiórA jest skónczony i wtedy zbiór{0, 1}A
i równoliczny z nim zbiórNα są skónczone, albo zbiórA jest nieskónczony i zarówno
zbiór {0, 1}A jak i równoliczny z nim zbiórNα są nieprzeliczalne.

Z powyższego wniosku wynika negatywna odpowiedź na pytanie a): dla żadnego
α zbiór klas równoważnósci relacji∼α nie jest przeliczalny i nieskónczony.

Wniosek.Klasy abstrakcji relacji∼α są albo skónczone, albo nieprzeliczalne.

Dowód. Ten wniosek dowodzimy dokładnie tak, jak poprzedni.

Z ostatniego wniosku otrzymujemy negatywną odpowiedź na pytanie c): dla żad-
negoα żadna klasa klasa równoważności nie jest nieskónczona przeliczalna.

Negatywna odpowiedź na pytanie c) implikuje także negatywną odpowiedź na
pytanie b). Odpowiedź na pytanie b) można też łatwo wyprowadzić z ostatniego
wniosku.

Zadanie 818. Niech f : R → R. Mówimy, że x ∈ R jest lokalnym maksimum
funkcji f , jeżeli istnieje taka dodatnia liczba rzeczywistar , że dla każdegoy ∈ R

(x − r < y < x + r ∧ x 6= y)⇒ f (x) > f (y)

Udowodnij, że dla każdej funkcjif : R → R zbiór jej lokalnych maksimów jest
przeliczalny.

Rozwiązanie. Nie należy ulec pokusie i próbować udowodníc powyższe twierdzenie
w następujący, niesłuszny sposób:

Dowód (fałszywy!).Z każdym z maksimów lokalnychx związujemy przedział za-
wierającyx, taki, że dla każdej liczby z tego przedziału z wyjątkiemx funkcja f
przyjmuje wartósci mniejsze niżf (x) (taki przedział istnieje na mocy definicji).
Z każdego takiego przedziału wybieramy liczbę wymierną. Zbudowaliśmy więc od-
wzorowanie przekształcające zbiór maksimów funkcji w zbiór liczb wymiernych,
który jest przeliczany.
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Niestety nie zadbaliśmy o to, by odwzorowanie powyższe było różnowartościowe!
Jednym z warunków, który by to zagwarantował, jest wymaganie, by przedziały ota-
czające maksima były rozłączne. Nie zawsze jednak takie przedziały da się wybrać.
Podam przykłady funkcji, dla których nie można skonstruować rodziny parami roz-
łącznych przedziałów zawierających wszystkie maksima lokalne, takiej, że w każdym
przedziale jest najwyżej jedno maksimum.

Rozważmy funkcjęf1 : R→ R zdefiniowaną wzorem

f1(x) =




sin

(
1

x

)
, dla x 6= 0,

2, dla x = 0.

Łatwo sprawdzíc, że funkcjaf1 przyjmuje maksimum lokalne dlax = 0 i dla wszyst-
kich x = 1

2kπ dlak ∈ Z.
Podobnie jest w przypadku funkcjif2 zdefiniowanej wzorem

f2(x) =




x2
(

sin

(
1

x

)
− 2

)
, dla x 6= 0,

0, dla x = 0,

która dodatkowo jest ciągła, a nawet różniczkowalna.
Weźmy teraz funkcjęf : R→ R przyjmującą wartósci

f (x) =





1

n
,

jeżeli x = m
n , gdzien i m są liczbami

względnie pierwszymi in > 0,
1, jeżeli x = 0,
0, jeżeli x 6∈ Q.

Dla tej funkcji zbiór lokalnych maksimów jest równy zbiorowi liczb wymiernych.
Zauważmy od razu ważną własność funkcji f : dla dowolnej dodatniej liczbyk i dla
dowolnej liczby całkowiteja, funkcja f nie przyjmuje wartósci1/k dla argumentów
x ∈ (a/k, (a+ 1)/k).

Najpierw pokażemy, że3/7 jest lokalnym maksimumf . Oczywíscie, f (3/7) =
1/7. Zauważmy, że w przedziale(2/7,4/7) funkcja f przyjmuje wartósć 1/7 tylko
dla x = 3/7. Funkcja f przyjmuje też wartósci większe od 1/7 i są to wartości 1, 1/2,
1/3, 1/4, 1/5 i 1/6. Alef nie przyjmuje wartósci 1 w przedziale(0,1), nie przyjmuje
wartósci 1/2 w przedziale(0,1/2), nie przyjmuje wartósci 1/3 dlax ∈ (1/3, 2/3),
wartósci 1/4 dlax ∈ (1/4,2/4), wartósci 1/5 dlax ∈ (2/5, 3/5) oraz wartósci 1/6
dla x ∈ (2/6,3/6). Zauważmy, że do wszystkich wymienionych przedziałów na-
leży 3/7. Co więcej, dla argumentów należących do przekroju wymienionych prze-
działów (z wyjątkiemx = 3/7) funkcja f nie przyjmuje wartósci≥ 1/7. Przekrojem
tym jest (2/5,1/2). Dla x ∈ (2/5,1/2) z wyjątkiem x = 3/7 funkcja f przyj-
muje wartósci mniejsze od 1/7. Zmniejszając ten przedział można spowodować, że
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jegośrodkiem stanie się punkt 3/7. Tak więc 3/7 jest jednym z maksimów lokalnych
funkcji f .

Przedstawione rozumowanie można powtórzyć dla każdej z liczb wymiernych.
Jeżelim/n jest nieskracalnym przedstawieniem liczby wymiernej in > 0, to definiu-
jemy

ak = max
{
a ∈ Z

∣∣∣ a

k
<

m

n

}
.

Oczywíscie, ak
k < m

n ≤ ak+1
k . Jeżeli0 < k < n, to takżem

n < ak+1
k , gdyż przedsta-

wienie liczby wymiernej w postaci nieskracalnego ułamka z dodatnim mianownikiem
jest jednoznaczne i liczbam/n nie daje się przedstawić w postacil/k.

Przyjmijmy, że

p = max{a1, . . . ,an} orazq = min{a1+ 1, . . . ,an−1+ 1,an + 2}.

Liczby p i q są tak dobrane, że

(p,q) =
n−1⋂

k=1

(ak,ak + 1) ∩ (an,an + 2).

Oczywíscie,m/n ∈ (p,q). Ze wspomnianej własności funkcji f otrzymujemy, że na
przedziale(p,q) nie przyjmuje ona wartósci> 1/n oraz – z wyjątkiem argumentu
m/n – nie przyjmuje wartósci1/n. Wobec tego, na przedziałach(p,m/n) i (m/n,q)
funkcja f przyjmuje tylko wartósci < 1/n. Aby wykazác, że liczbam/n spełnia
warunek z definicji maksimum lokalnego wystarczy zastąpić przedział(p,q) mniej-
szym i symetrycznym względem punktum/n.

Można konstruowác jeszcze bardziej skomplikowane funkcje o interesujących
nas własnósciach. Prawdopodobnie można dowieść, że dla dowolnego przeliczalnego
zbioru X ⊆ R istnieje funkcja f : R → R, która ma maksima lokalne dokładnie
w punktach należących doX.

Dowód (poprawny).Weźmy funkcjęf : R→ R i zdefiniujmy zbiór

M = {x ∈ R | x jest maksimum lokalnym funkcjif }.

Aby rozwiązác zadanie wystarczy dowieść, że M jest przeliczalny. Przeliczalność
zbioru M wykażemy dowodząc, że istnieje różnowartościowa funkcja

g : M → Q× Q.

Od funkcji g będzie wymagác, aby dla argumentum ∈ M jej wartóscią była para
liczb wymiernychr1 i r2 taka, żer1 < m < r2 i dla wszystkichx ∈ R spełniony jest
warunek

r1 < x < r2 ∧ x 6= m⇒ f (x) < f (m).
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Oczywíscie, dla każdegom ∈ M takie liczbyr1 i r2 istnieją. Dzięki temu, korzystając
z przeliczalnósci produktuQ×Q można zdefiniowác funkcjęg przyjmując, żeg(m)
jest pierwszą w ustalonej numeracji zbioruQ× Q parą o podanych własnościach.

Teraz wystarczy dowiésć, że funkcjag jest różnowartósciowa. Przypúsćmy, że
mamy dwa różne elementym1,m2 ∈ M takie, żeg(m1) = g(m2). Jeżelig(m1) =
(r1, r2), to m1,m2 ∈ (r1, r2) i z podanej własnósci g możemy wywnioskowác dwie
nierównósci:

f (m2) < f (m1) oraz f (m1) < f (m2).

Z drugiej strony, te nierównósci nie mogą býc jednoczésnie prawdziwe. Uzyskana
w ten sposób sprzeczność dowodzi różnowartósciowósci funkcjig, a to z kolei impli-
kuje przeliczalnósć zbioruM .

Zadanie 819. Pokaż, że zbiory: liczb wymiernych ze zwykłym porządkiem i skoń-
czonych niepustych ciągów liczb wymiernych z porządkiem leksykograficznym ge-
nerowanym przez zwykły porządek na liczbach wymiernychsą izomorficzne.Wsk.:
skorzystaj z wyników poprzednich zadań.

Rozwiązanie. W tym zadaniu należy skorzystać z twierdzenia, które mówi, że każde
dwa przeliczalne porządki liniowe, które są gęste i bez końców, są izomorficzne (za-
danie 661). Aby skorzystać z tego twierdzenia, należy pokazać, że:

1. zbiór skónczonych, niepustych ciągów o wyrazach wymiernych jest przeli-
czalny (zadanie 626),

2. porządek leksykograficzny wyznaczony przez porządek liniowy jest porząd-
kiem liniowym (zadanie 656),

3. porządek leksykograficzny w zbiorze skończonych, niepustych ciągów o wy-
razach wymiernych jest gęsty,

4. oraz nie ma w nim elementu największego, ani najmniejszego.

Aby dowiésć gęstósć rozważanego porządku weźmy dwa skończone, niepuste
ciągia i b liczb wymiernych odpowiednio o wyrazacha1,a2, . . . ,an i b1, b2, . . . , bm.
Załóżmy, że ciąga jest mniejszy w sensie porządku leksykograficznego od ciągub.
Są możliwe dwa przypadki: albon < m orazai = bi dla wszystkichi = 1, . . . , n,
albo też dla pewnej liczbyk ≤ n,m zachodzi nierównósć ak < bk i spełnione są
równósci ai = bi dla i = 1, . . . , k − 1. Jeżeli zachodzi pierwszy przypadek, to
bierzemy ciągc o wyrazachb1, b2, . . . , bn, bn+1−1. W drugim przypadku bierzemy
ciąg c o wyrazachb1,b2, . . . , bk−1, (ak + bk)/2. Bez trudu sprawdzamy, że w obu
przypadkach ciągc jest większy w sensie porządku leksykograficznego od ciągua
i mniejszy od ciągub.

Jest też oczywiste, że jeżelia1 jest pierwszym wyrazem ciągua, to jednoelemen-
towy ciąg, którego wyrazem jest liczbaa1+ 1 jest większy oda, a jednoelementowy



13. Zadania egzaminacyjne z rozwiązaniami 143

ciąg, którego wyrazem jest liczbaa1−1 jest mniejszy oda. Tak więc w rozważanym
porządku leksykograficznym nie ma elementu największego, ani najmniejszego.

Zadanie 820. Niech6 = {+,a} będzie sygnaturą zawierającą dwuargumentowy
symbol funkcji+ i symbol stałeja. Dla dowolnej dodatniej liczby naturalnejn niech
An = {0, 1, . . . , n − 1}, ⊕n oznacza dodawanie modulon, zás an = 0. Rozważmy
algebryAn = 〈An,⊕n,an〉. Udowodnij, że jeżelik = l · m, to istnieje homo-
morfizm h algebryAk na algebręAl (surjekcja) taki, że|h−1({0})| = m. Podaj
przykład takichk, l i m, dla których istnieją co najmniej dwa takie homomorfi-
zmy. Ile jest takich homomorfizmów, jeśli zamiast sygnatury6 będziemy rozwa-
żác sygnaturę6′ = {+,a, b} zawierającą dwa symbole stałycha i b oraz algebry
A′n = 〈An,⊕n,an, bn〉, gdziebn = 1?

Rozwiązanie. Resztę z dzieleniak przezl będę oznaczác także symbolemk mod l .
Zauważmy, że każdy elementAk jest sumą pewnej liczby jedynek (daje się przedsta-
wić w postaci1⊕k . . . ⊕k 1). Wobec tego 1 generujeAk. Homomorfizm wystarczy
zdefiniowác na zbiorze generatorów. Przyjmijmy więc, żeh : Ak → Al jest homo-
morfizmem ih(1) = a. Wtedy

h(n) = h(1⊕k . . .⊕k 1︸ ︷︷ ︸
n razy

) = h(1)⊕l . . .⊕l h(1)︸ ︷︷ ︸
n razy

= (a · n) mod l .

Fakt 202. Jeżelil dzieli k, to funkcjaha : Ak → Al zdefiniowana wzorem

ha(x) = (a · x) mod l

jest homomorfizmem algebrAk i Al .

Dowód. Zauważmy najpierw, że definicja funkcjiha zależy odk i l , mimo że wpro-
wadzone oznaczenie na to nie wskazuje. Oczywiście,ha(0) = 0. Wystarczy więc do-
wieść, że dla wszystkichx, y ∈ Ak zachodzi równósć ha(x⊕k y) = ha(x)⊕l ha(y).
Zauważmy, że

a · x = p · l + ha(x) oraz a · y = q · l + ha(y)

dla pewnych liczb naturalnychp i q. Z tych samych powodów zachodzi równość

x + y = r · k+ (x ⊕k y).

Łącząc podane równości otrzymujemy

a · r · k+ a · (x ⊕k y) = a · (x + y) = (p+ q) · l + ha(x)+ ha(y).

Ponieważl dzieli k, więc

ha(x ⊕k y) = a · (x ⊕k y) mod l = (ha(x)+ ha(y)) mod l = ha(x)⊕l ha(y).
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Czę́sć 1. Korzystając z podanego faktu można łatwo rozwiązać pierwszą czę́sć zada-
nia. Wystarczy zauważyć, że jeżelik = l ·m, to h1 : Ak → Al jest homomorfizmem
takim, żeh1(x) = x dla x = 0, . . . , l − 1, a więc jest homomorfizmem algebryAk

na algebręAl . Mamy także

h−1
1 (0) = {x < l ·m | x mod l = 0} = {x < l ·m | l dzieli x} =

= {i · l | i < m} = g({i | i < m})
dla funkcji g : N → N takiej, żeg(i ) = i · l . Funkcjag jest oczywíscie różnowar-
tościowa. Wobec tego zbiórh−1

1 (0) jest równoliczny ze zbiorem{i | i < m}, który
oczywíscie mam elementów, i też mam elementów.

Czę́sć II. Aby rozwiązác drugą czę́sć zadania wystarczy dodatkowo zauważyć, że
jeżeli weźmiemyk = l = 3, to odpowiednia funkcjah2 przekształcaA3 na A3
(h2(1) = 2 i h2(2) = 1) i — wobec tego — jest homomorfizmem algebryA3 na
algebręA3. Funkcjeh1 i h2 są w tym przypadku różne, ponieważ1 = h1(1) 6=
h2(1) = 2. Podobnie jest w przypadku funkcjih2 : A6 → A3 (jest to inna funkcja
niż poprzednia, mimo że jest tak samo oznaczana!). Można dowieść, że dla dowolnej
wielokrotnóscik liczby l , funkcjaha przekształcaAk na Al wtedy i tylko wtedy, gdy
a jest względnie pierwsze zl .

Część III. Z definicji homomorfizmu wynika, że homomorfizmy algebryA′k w al-
gebręA′l są to dokładnie homomorfizmy algebryAk w algebręAl przekształcające
1 na 1. Aby więc odpowiedzieć na ostatnie pytanie wystarczy ustalić, ile jest ho-
momorfizmów przekształcających algebrąAk na algebręAl i przeprowadzających
1 na 1. Pokażemy, że jeżelil dzieli k, to jest dokładnie jeden taki homomorfizm.
Oczywíscie, jest taki homomorfizm (jest nimh1). Przypúsćmy, żeh też jest takim
homomorfizmem. Wtedy

h(n) = h(1⊕k . . .⊕k 1︸ ︷︷ ︸
n razy

) = h(1)⊕l . . .⊕l h(1)︸ ︷︷ ︸
n razy

= h1(1)⊕l . . .⊕l h1(1)︸ ︷︷ ︸
n razy

= h1(n)

dla wszystkichn ∈ Ak. Wobec tego, homomorfizmyh i h1 są identyczne. Bardziej
elegancki dowód tego faktu powinien być indukcyjny.

Zadanie 821. Niech A0, A1, A2, . . . będzie ciągiem zbiorów takim, że

An+1 =
( n⋃

i=0

Ai

)
×
( n⋃

i=0

Ai

)

dla wszystkichn ∈ N. Przyjmijmy, że

B =
∞⋃

i=0

Ai .

Pokaż, żeB× B ⊆ B.
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Rozwiązanie. Aby dowiésć zawieranieB×B ⊆ B wystarczy z założeniaX ∈ B×B
wywnioskowác, że X ∈ B. Załóżmy więc, żeX ∈ B × B. Elementami iloczynu
kartezjánskiegoB × B są pary uporządkowane o współrzędnych należących doB.
Przypúsćmy, żeX jest parą uporządkowaną〈a, b〉 o współrzędnycha, b ∈ B, czyli
X = 〈a, b〉. Zbiór B jest sumą mnogósciową wyrazów ciąguA0, A1, A2, . . . Wobec
tego, elementya i b należą do pewnych składników tej sumy. Przyjmijmy, żea ∈ Ap

orazb ∈ Aq dla pewnych liczbp,q ∈ N. Stąd oczywíscie wynika, że

a, b ∈
max{p,q}⋃

i=0

Ai .

Łatwo zauważýc, że

X = 〈a, b〉 ∈



max{p,q}⋃

i=0

Ai


×




max{p,q}⋃

i=0

Ai


 = Amax{p,q}+1.

Zbiór Amax{p,q}+1 jest jednym ze składników sumy równejB. Ponieważ

X ∈ Amax{p,q}+1,

więc takżeX ∈ B.

Zadanie 822. Rozważmy formuły zdanioweφ, w których występują jedynie spój-
niki równoważnósci i negacji. Niechφ− oznacza formułę, którą otrzymujemy usu-
wając zφ wszystkie znaki negacji. Udowodnij, że

1. jeżeli symbol negacji występuje wφ parzystą liczbę razy, toφ ⇔ φ− jest
tautologią,

2. jeżeli symbol negacji występuje wφ nieparzystą liczbę razy, toφ ⇔ ¬φ− jest
tautologią.

Zauważ, że operacja− ma następujące własności: (¬φ)− = φ− oraz(φ ⇔ ψ)− =
φ− ⇔ ψ−.

Przypomnijmy, że formuły zdanioweφ i ψ są równoważne wtedy i tylko wtedy,
gdy formułaφ ⇔ ψ jest tautologią. Napisφ ≡ ψ oznacza, że formułyφ i ψ są
równoważne. Będziemy korzystać z następujących znanych i łatwych do wykazania
własnósci:

1. formuły¬¬φ i φ są równoważne,

2. każde dwie z formuł(¬φ)⇔ ψ , ¬(φ ⇔ ψ) i φ ⇔ (¬ψ) są równoważne,

3. formuły (¬φ)⇔ (¬ψ) i φ ⇔ ψ są równoważne.
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NiechF oznacza zbiór wszystkich formuł zdaniowych, w których nie występują
spójniki różne od negacji i równoważności. Przyjmijmy też, że symbolFn oznacza
zbiór tych formuł należących doF , w których występuje najwyżejn spójników.

Rozwiązanie (najbardziej naturalne). Pokażemy przez indukcję ze względu nan,
że dla każdej liczby naturalnejn i dla każdej formułyφ ∈ Fn zachodzą następujące
implikacje:

1. jeżeli w formuleφ negacja występuje na parzystej liczbie miejsc, to formuła
φ ⇔ φ− jest tautologią,

2. jeżeli w formuleφ negacja występuje na nieparzystej liczbie miejsc, to formuła
φ ⇔ ¬φ− jest tautologią.

Z tego pozornie bardziej ogólnego faktu bez trudu można wywnioskować tezę roz-
wiązywanego zadania.

Pierwsza czę́sć dowodu indukcyjnego.Jeżelin = 0, to Fn = F0 jest zbiorem
zmiennych zdaniowych. Wobec tego, dla formułφ ∈ F0 zachodzi równósć φ = φ−.
Pierwsza z dowodzonych implikacji jest konsekwencją tego, że formuły postacip⇔
p są tautologiami. Druga zachodzi, ponieważ jej poprzednik jest fałszywy.

Druga część dowodu indukcyjnego.Zakładamy, że formuły ze zbioruFn mają
obie podane własności i bierzemy formułęφ ∈ Fn+1. Możemy dodatkowo założyć,
żeφ 6∈ Fn (dla formuł zFn teza zachodzi na mocy założenia indukcyjnego). Oczywi-
ście, wszystkie formuły ze zbioruF są negacjami, równoważnościami lub zmiennymi
i formułaφ nie jest zmienną (w przeciwnym razie należałaby doF0 ⊆ Fn).

Przypadek 1:formułaφ jest negacją. Przyjmijmy, żeφ = ¬ψ . W tym przypadku,
φ− = ψ−. Oczywíscie, formułaψ ∈ Fn i dla formułyψ możemy skorzystác z za-
łożenia indukcyjnego. W zależności od liczby wystąpién negacji w formuleψ , tauto-
logią jest albo formułaψ ⇔ ψ− (gdy negacja występuje wφ parzystą liczbę razy),
albo formułaψ ⇔ ¬ψ− (w przeciwnym przypadku).

Jeżeli w formuleφ negacja występuje na parzystej liczbie pozycji, to w formule
ψ występuje na nieparzystej i tautologią jest formułaψ ⇔ (¬ψ−). Tautologią jest
także formuła(¬ψ)⇔ ψ−, która jest równa formuleφ ⇔ φ−.

Jeżeli w formuleφ negacja występuje w nieparzystej liczbie miejsc, to w formule
ψ występuje w parzystej i formułaψ ⇔ ψ− jest tautologią. Wtedy także tautologią
jest formuła(¬ψ)⇔ (¬ψ−) identyczna z formułaφ ⇔ (¬φ−).
Przypadek 2:formułaφ jest równoważnóscią. Przyjmijmy, żeφ = ψ1 ⇔ ψ2 dla
pewnych formułψ1, ψ2 ∈ Fn. Tym razem zachodzi wzórφ− = ψ−1 ⇔ ψ−2 . Dalej
powinnísmy rozważác cztery przypadki.

Przypadek 2.1:negacja występuje wφ nieparzystą, a wψ1 parzystą liczbę razy.
W tym przypadku negacja występuje wψ2 nieparzystą liczbę razy. Dla formułψ1 i ψ2
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możemy skorzystác z założenia indukcyjnego. Wobec tego, formułyψ1 i ψ−1 są rów-
noważne, a także równoważne sąψ2 i ¬ψ−2 . Wobec tego formułaφ = ψ1⇔ ψ2 jest
równoważna zψ−1 ⇔ ¬ψ−2 . Korzystając z własnósci 2), Formułaφ jest równoważna
z¬(ψ−1 ⇔ ψ−2 ) = ¬φ−.

Przypadek 2.2:negacja występuje wφ i ψ1 nieparzystą liczbę razy. W tym i ko-
lejnych przypadkach przeprowadzamy rozumowanie podobne do wyżej przedstawio-
nego.

Aby zakónczýc rozwiązanie, powinniśmy jeszcze rozważyć następujące przy-
padki:

Przypadek 2.3:negacja występuje wφ parzystą, a wψ1 nieparzystą liczbę razy.

Przypadek 2.4:negacja występuje wφ i ψ1 parzystą liczbę razy.

Rozwiązanie (sugerowane przez jedną z prac egzaminacyjnych). Przypúsćmy,
że mamy daną formułęφ ∈ F i wartósciowanieh (zmiennych występujących w tej
formule). Symbolemφ[h] oznaczamy wartósć logiczną formułyφ przy wartósciowa-
niu h. Dla danego wartósciowania, indeksemih(φ) formułyφ nazywamy sumę liczby
negacji występujących wφ i liczby wystąpién w φ zmiennych fałszywych przy war-
tościowaniuh. Na przykład, jeżelih(p) = 1, h(q) = 0 orazφ = (q ⇔ p) ⇔
¬(q⇔ (¬q⇔ p)), to ih(φ) = 5.

Lemat 203.Przypúsćmy, że mamy formułęφ ∈ F i wartósciowanieh zmiennych tej
formuły. Formułaφ jest spełniona przy wartościowaniuh wtedy i tylko wtedy, gdy
ih(φ) jest liczbą parzystą.

Dowód. Dowód tego lematu pozostawiamy jakoćwiczenie.

Wniosek.Formułaφ ∈ F jest tautologią wtedy i tylko wtedy, gdy występuje w niej
parzysta liczba negacji i każda zmienna zdaniowa występuje parzystą liczbę razy.

Dowód. Weźmy formułęφ ∈ F i najpierw załóżmy, że jest tautologią. Formuła
φ jest więc spełniona dla każdego wartościowania. Niechh wartósciowaniem, które
wszystkim zmiennym z formułyφ przyporządkowuje 1 (prawdę). Dla tego wartościo-
wania indeksih(φ) jest liczbą negacji występujących wφ. Na podstawie powyższego
lematu indeks ten jest liczbą parzystą.

Aby pokazác, że zmiennap występuje wφ parzystą liczbę razy weźmy warto-
ściowaniehp, które zmiennejp przyporządkowuje 0 (fałsz), a pozostałym zmiennym
— 1 (prawdę). Dla tego wartościowania indeksihp(φ) jest liczbą parzystą i jest równy
sumie liczb wystąpién w φ negacji i wystąpién zmiennejp. Odejmując od indeksu
liczbę wystąpién negacji otrzymujemy liczbę wystąpień zmiennejp. Liczba ta, jako
różnica dwóch liczb parzystych jest parzysta.

Aby dowiésć implikację przeciwną do udowodnionej, wystarczy zauważyć, że
jeżeli w formuleφ negacja i każda zmienna występuje parzystą liczbę razy, to dla
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dowolnego wartósciowania indeks tej formuły jest liczbą parzystą. W tej sytuacji,
z powyższego lematu wynika, że formułaφ jest spełniona dla dowolnego wartościo-
wania.

Korzystając z podanego wniosku bez trudu możemy sprawdzić, czy formuły ta-
kie, jakφ ⇔ φ− lub φ ⇔ ¬φ− są tautologiami.

Rozwiązanie (też sugerowane).Z lematu podanego w poprzednim rozwiązaniu wy-
nika następujący, oczywisty wniosek:

Wniosek.Przypúsćmy, że formułęψ otrzymujemy wymazując w formuleφ ∈ F
jeden znak negacji. Wtedy, dla dowolnego wartościowaniah wartósci logiczneφ[h]
i ψ [h] są różne.

Weźmy teraz formułęφ ∈ F i wymazujmy w niej kolejno symbole negacji tak
długo, aż wymażemy wszystkie. Przypuśćmy, że w ten sposób otrzymujemy ciąg
formuł

φ = φ0, φ1, . . . , φn.

Oczywíscie,φn = φ− i n jest liczbą znaków negacji występujących wφ. Z powyż-
szego wniosku wynika, że dla dowolnego wartościowaniah ciąg wartósci logicznych

φ[h] = φ0[h], φ1[h], . . . , φn[h] = φ−[h]

zawiera na przemian 0 i 1. Stąd wynika, że jeżelin jest liczbą parzystą, toφ[h] =
φ−[h] dla dowolnego wartósciowaniah. Podobnie, jeżelin jest liczbą nieparzystą, to
φ[h] 6= φ−[h] dla dowolnego wartósciowaniah. Teraz teza zadania jest już oczywi-
sta.

Rozwiązanie (jeszcze inna wersja).To rozwiązanie też rozpoczniemy od wykaza-
nia pomocniczego lematu.

Lemat 204.Jeżeli w formuleφ ∈ F występuje dokładnie jeden symbol negacji, to
formułaφ ⇔ ¬φ− jest tautologią.

Dowód. Lemat ten udowodnimy przez indukcję ze względu na liczbę spójników wy-
stępujących wF . Dla formułφ ∈ F0 jest on oczywisty, gdyż dla takich formuł nie
jest spełnione założenie lematu.

Przypúsćmy, że lemat zachodzi dla formuł ze zbioruFn i weźmy formułęφ ∈
Fn+1. Są możliwe dwa przypadki.

Przypadek 1:formuła φ jest negacją. Jeżeliφ = ¬ψ , to φ− = ψ− i dodatkowo
— na podstawie założenia — w formuleψ nie występuje negacja, a więcψ− = ψ .
Nietrudno zauważýc, że w tym przypadku w formuleφ ⇔ ¬φ− po obu stronach
równoważósci znajduje się to samo.
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Przypadek 2:formułaφ jest równoważnóscią. Jeżeliφ = ψ1 ⇔ ψ2 i negacja wy-
stępuje wφ w dokładnie jednym miejscu, to występuje w dokładnie jednym miejscu
dokładnie jednej z formułψ1 lub ψ2. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, że negacja
występuje wψ1.

Z założenia indukcyjnego wynika, że formułyψ1 i ¬ψ−1 są równoważne. Jest
oczywiste, żeψ−2 = ψ2. Na podstawie własności 2) podanej na początku mamy, że
formuła¬φ−, czyli ¬(ψ−1 ⇔ ψ−2 ), jest równoważna formule(¬ψ−1 ) ⇔ ψ−2 , a ta
z kolei — na podstawie założenia indukcyjnego — jest równoważnaψ1⇔ ψ−2 , czyli
formuleφ.

Załóżmy, że w formuleφ jest symbol negacji i ten symbol poprzedza formułęδ.
Przyjmijmy, że jeżeli wymażemy wφ tę negację wraz z formułąδ i w to miejsce
wstawimy nową zmienną zdaniowąq, to otrzymamy formułęψ . Nietrudno zauwa-
żyć, że jeżeli teraz w formuleψ zastąpimy zmiennąq formułą¬δ to otrzymamy
formułęψ(¬δ) identyczną z wyj́sciową formułąφ.

W formułachψ i δ występuje mniej spójników, niż wφ. Z założenia indukcyj-
nego otrzymujemy, że zależnie od przypadku, formułyψ ⇔ ¬ψ− orazδ ⇔ ¬δ− lub
podobne formuły bez negacji są tautologiami. Dalej korzystamy z dwóch faktów: za-
stępując w formułach równoważnych (lub w tautologii) pewną zmienną zdaniową
dowolną formuła otrzymujemy formuły równoważne (lub odpowiednio: otrzymu-
jemy tautologię) oraz zastępując w dowolnej formule pewien jej fragment formułą
równoważną otrzymujemy formułę równoważną. Na przykład, jeżeli w formuleφ
występuje nieparzysta liczba spójników negacji oraz spójniki te podzieliły się tak, że
podane wyżej formuły są tautologiami, to następujące formuły są równoważne:

φ = ψ(¬δ), ¬ψ−(¬δ), ¬ψ−(δ−) = ¬φ−.

Sformułowany wyżej lemat przydaje się innych przypadkach.
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Zadania zgłoszone na ćwiczeniach

W poniższej tabeli proszę notować numery zadán przewidzianych na dane zajęcia,
numery zgłoszonych zadań i liczbę otrzymanych punktów. Na następnych stronach są
wydrukowane kupony zgłoszenia zadań, które należy wycią́c, wypełníc i przekazác
prowadzącym na zajęciach. Pierwsze zajęcia nie są punktowane.

Zaj. 2 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
Zaj. 3 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
Zaj. 4 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
Zaj. 5 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
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Zaj. 6 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
Zaj. 7 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
Zaj. 8 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
Zaj. 9 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
Zaj. 10 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
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Zaj. 11 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
Zaj. 12 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
Zaj. 13 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
Zaj. 14 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
Zaj. 15 Data:

Zadania:

Punkty:

Suma:
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Zadania domowe

1. Zadane dnia: na dzień: Punkty:

2. Zadane dnia: na dzień: Punkty:

Kartkówki i inne zdarzenia

Dnia: punkty: Dnia: punkty:

Dnia: punkty: Dnia: punkty:

Dnia: punkty: Dnia: punkty:

Dnia: punkty: Dnia: punkty:

Dnia: punkty: Dnia: punkty:

Dnia: punkty: Dnia: punkty:

Dnia: punkty: Dnia: punkty:

Ocena ko ńcowa

Liczba punktów zdobytych w semestrze:

Ocena wyliczona według tablicy C.1:
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czytelnie
ibez

skreśleń
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ię
inazw

isko:
S

ala
nr:

Z
adanie:

D
ata:

P
unkty:

S
um

a:

W
ypełniać
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drukow

anym
iliteram

i
✁

......................................................................................................................

Logika
Im

ię
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