PROBLEMY OPTYMALIZACJI

PROBLEM:

Dany jest zbior (przestrzen rozwigzan) S — R"
oraz

funkcja (celu, kryterium optymalizacyjne)

F:S—>R"

Wyznaczyé element (optymalny, minimalny) x €S

taki, ze

F(x")=min{F(x):xeS}.

Brak ogoélnych metod rozwigzywania takich

problemoéw (takze twierdzen o istnieniu rozwigzania).

Nakiadajgc pewne ograniczenia (zalozenia) na F
lub S generujemy problemy optymalizacji: ciggftej,
wypuktej, iniowej, dyskretnej, kombinatorycznej, z
regularna funkcja, itp. Badajgc je opracowano

szereg specyficznych metod i algorytméw.



Klasyczne metody optymalizacji

Klasyczne metody poszukiwania optymalnych
rozwigzan dzielg sie na:
e analityczne,
e przegladowe deterministyczne (doktadne,
przyblizone - poszukiwan),

e lOosowe.

W metodach analitycznych poszukujemy lokalnych
ekstremow funkcji rozwigzujgc uktady rownan (zwykle
nieliniowych). Metody te maja liczne wady — sg ztozone, nie
zawsze dadzg sie zastosowac, czesto ,utykajg” w lokalnych

ekstremalnch funkcji.

Metody przegladowe polegaja, w uproszczeniu, na
obliczaniu wartosci funkcji celu na catej (lub czesci) przestrzeni
rozwigzan po kolei. Oczywiscie dla duzych przestrzeni jest to

bardzo nieefektywne i czesto po prostu niemozliwe.

Metody losowe polegajg na losowym przeszukiwaniu
przestrzeni rozwigzan i zapamietywaniu otrzymanych wynikéw,
z ktorych potem wybiera sie najlepsze. Proste, sg mato

efektywne. Gtéwna wada - brak powtarzalnosci obliczen.



Wiele sposrod metod optymalizaciji opartych jest na
idei ukierunkowanego poszukiwania optimum, a wiec sg
jakas odmiang metody najszybszego spadku. Zrodtem
problemow przy ukierunkowanej optymalizacji sg

gtdbwnie ekstrema lokalne (df. ekstremum).

-
g —
-
— .
-

"*"

- Bl

-
T
T

—l
-
o

f)

-
i
i e
e
-
™

i
Tl
P

——

——— -l!-___-.-.h‘
-
L

-

. S

!
i

——
—
i S

e Sl
l‘.,..-‘1“-‘1.- lgl“l.'lfl'ﬂ;:.'ln'i'l‘lll “'l‘ AT
n"'”ﬂ I ‘ | i
Ly '|“ I‘ lll “ 'Ht Pk
':‘:*iﬂrﬂ:’,‘ff‘;}iillﬂut'l‘nl If‘ﬁlﬁ\‘!,' :::.,'-‘i:"ﬁ‘i ;
' el
e

_—
a il
by !
-
-
-

-
=

-
-
-

|
i
*n

—
S
T

—

-
-
-
-
£
it
>t
D

5
‘-:...
-~
i

—
" -
N
)

=

i

-
=
=
——s
=

-

|
i

-
_—“'-
—
—

I\
| \l‘l lﬂfl y
b
:'1 ﬂlli‘::ﬂ"'-.i

]

]

=
e
= oy
—
-

Widag, jak trudne moze byc trafienie globalnego minimum



Przedstawiony narysunku wykres tzw. funkcji Rastrigina
obrazuje trudnosci jakie napotka¢é mozna przy
poszukiwaniu optimum. Funkcja ta posiada wartosé¢
najmniejsza w punkcie (0,0,0), jednak zanim algorytm
przeszukiwania znajdzie to minimum globalne, moze

napotkac¢ wiele miniméw lokalnych.

Minimum globalne 1 - —— , : :
0,0,0 / ) 4
- 0.8 _/ \E:‘__// \_
06} N = 3 |
(7 L S
0.4} S = o w’\\\
— = — — | Minimum
022 % R <1 lokalne

= \‘ | ; '/ /—
- ‘| | |

Minimum
1 lokalne

/

Globalne minimum [0,0]

Od problemu miniméw lokalnych wolne s3a probabilistyczne
metody optymalizacji (lecz majg niestety wiele innych wad).



Klasyfikacje zadan optymalizacji

zadania optymalizaciji

T

statycznej dynamicznej

zadania optymalizacji

ciagtej dyskretnej

mieszanej

Generalnie (ze wzgledu na moc zbiory S),w literaturze
wyroznia sie problemy:
e ciggte (S — nieprzeliczalny)

e dyskretne (S rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych)
e kombinatoryczne (S skonczony).

Praktyczne problemy majg zasadniczo charakter
kombinatoryczny, co niestety nie utatwia ich rozwigzywania,

bowiem cechuje je miedzy innymi:

Globalizacja oraz rozwéj nowych technologii wymagaja z
jednej strony rozwigzywania klasycznych probleméw o
ogromnych rozmiarach, a z drugiej generuja zupetnie nowe
ztozone zagadnienia, ktérych bardzo skomplikowane

modele s3a niestety dalekie od rzeczywistosci.



Program

1.

2.

SRl

9.

Problemy optymalizacyjne ciagle i dyskretne (ograniczenia i metody
rozwigzywania).
Problemy istotne z teoretycznego i praktycznego punktu widzenia: TSP, QAP,
szeregowanie (flow shop, jednomaszynowe sumokosztowe), spelnialnosé, rozbicia,
skojarzenia.
Wiasnosci problemow dyskretnych: ,,eksplozja” rozmiaru przestrzeni rozwigzan,
wykladnicza liczba minimow lokalnych, nieregularnos¢ funkcji celu (przyklady:
ft10, TSP z 1.2 milionem miast)
Algorytmy dokladne i przyblizone (blad przyblizenia), algorytmy
aproksymacyjne, twierdzenie ,,no free lunch”.
Przeglad wspolczesnych metod konstrukcji algorytmow przyblizonych.
Metody lokalnych popraw (k-opt dla TSP, NEH, itp). Algorytm zstepujacy.
Algorytmy metaheurystyczne:

(a) przeszukiwanie z tabu,

(b) symulowane wyzarzanie,

(c) metody ewolucyjne.
Algorytmy hybrydowe:

(a) scatter search, metoda $ciezek laczacych,

(b) metoda analizy minimow lokalnych.
Kierunki rozwoju (sztuczna inteligencja, wieloprocesorowos¢).

Literatura:

1.
2.

3.

4.
S.
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T.H. Cormen, C.E.Leiserson, R.L. Rivest, Wprowadzenie do algorytméw, WNT,
1997.

C. Smutnicki, Algorytmy szeregowania, Akademicka Oficyna Wydawnicza EXIT,
Warszawa 2002.

V.V. Vazirani, Algorytmy aproksymacyjne, WNT, 2005.

Z. Michalewicz, D.B.Fogel, Jak rozwiagzywac¢, czyli nowoczesna heurystyka, WNT,
2007.
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Klasyczne Problemy

Problem Komiwojazera (TSP)

Dane:
S={1,2,...,n} — zbidér miast,
C,; - macierz odlegtosci (i, jes).
WyznaczyC najkrotszg droge zawierajgcg kazde miasto
zbioru S.

Przyktad 1:
Gdarisk
AT %
Poznan @/ U%. e Warszawa

%H m/%@\ /g,}

\ / \‘

Wmclaw Krakdw

Czas potrzebny do rozwigzania problemu komiwojazera w
zaleznoSci od liczba miast (przy zalozeniu, ze komputer
przetwarza milion instrukeji na sekunde).

|los¢ miast 10 50 100 300
Czas
[mikrosekundy] | ~3,6* 10° ~10° ~10™ ~10%

Dla poréwnania — liczba mikrosekund jaka uptyneta od wielkiego
wybuchu, w ktorym narodzit si¢ nasz Wszechs$wiat jest rzedu 1024 .-



Problem przeptywowy

J={1,2,...,n}, zbidr zadan,
ktore majg by¢ wykonane przy uzyciu maszyn ze zbioru:
M={1,2,...,m}, zbioér maszyn.
Kazde zadanie jeJ jest ciggu operacji:
j=(0;1,052,...,0jm), j=1,2,...,n.
Operacja Oj wykonywana jest na k—tej maszynie przez czas pjx=0.
Ograniczenia (permutation flow shop):
- operacje Ojx nalezy wykona¢ po zakonczeniu Oj..1, a przed
rozpoczeciem Ojx.1 (porzadek tech.),
- kolejnos¢é wykonywania zadan na maszynach jest dowolna,
- maszyna moze wykonywac¢ w danej chwili tylko jedno zadanie,
- zadanie moze by¢ wykonywane w danej chwili tylko na jednej maszynie,
- wykonywanie zadania nie moze by¢ przerywane.
Niech z=(#(1),7(2),...,7(n)) bedzie permutacja okreslajgcg kolejnos¢
wykonywania zadan.
Zagadnienie optymalizacji polega na znalezieniu permutacji z, takiej, ze
Cmax(7 )= min{z Cnax(#)},
gdzie Cmax(m)=max{j: Cx}, przy czym C,; jest terminem zakonczenia

wykonywania zadania z(j).

A
M e ———
M, — — — —
Mj — I E— —
I >
Przykiad: n=4, m=3 Cinax

Rozmiar przestrzeni rozwiazan:
n! - problem permutacyjny,

(n)™ — problem ogélny (nie permutacyjny).



W roku 1973 Fisher podat przykitad problemu przeptywowego (10 zadan
na 10 maszynach) nie permutacyjnego znanego w literaturze ft10, ktéry
doczekat sie rozwigzania doktadnego dopiero po 25 latach (ha PC dobry
algorytm metaheurystyczny wyznacza to rozwigzanie po kilku sekundach - bez
gwarancji optymalnosci).

Charakterystyka przestrzeni rozwigzan:

e przy reprezentacji rozwigzan przez permutacje, wszystkich
rozwiazan jest (10!)', tj. okoto 4*10%.

e gdyby kazde rozwigzanie byto punktem o rozmiarze 0.01 na 0.01
mm. to cata powierzchnia byta by rowna 3 powierzchniom Jowisza.

e najlepsze algorytmy przyblizone sprawdzajg wartos¢ funkcji celu
dla co najwyzej od 10° do 108 punktéw. odpowiada to na tej
powierzchni kwadratowi o boku 10 cm x 10 cm.

Analizie przestrzeni rozwigzan przyktadu ft10 poswiecono kilka prac.



Praktyczne problemy optymalizacyjne cechuije:

dyskretnosc¢

silna NP-trudnosc, a co za tym idzie wyktadniczo rosngcy czas
obliczen algorytmdéw doktadnych,

nieregularne, nierézniczkowalne funkcje celu oraz nieliniowe
ograniczenia,

ogromny wymiar przestrzeni (liczba zmiennych decyzyjnych w
praktyce wynosi od 100 do 10000),

astronomiczna moc zbioru rozwigzan (dla niewielkiego
przyktadu problemu gniazdowego z 10 zadaniami i 10
maszynami wynosi (101)*,

podobnie astronomiczna liczba ekstremow lokalnych, od 10®
do 10**,

chaotyczny rozktad ekstremow w przestrzeni (tzw. szorstkosé
krajobrazu),

silna, a przy tym przeciwstawna, zaleznos¢ pomiedzy czasem
obliczen i jakoscig uzyskanego rozwigzania (odlegtoscig od
optymalnego),

brak efektywnych witasnosci przyspieszajgcych obliczenia.

Stad, do ich rozwigzywania stosuje sie niemal wytgcznie

algorytmy przyblizone.

1. konstrukcyjne (gtéwnie priorytetowe, ze staltym lub

zmiennym priorytetem),

2. popraw- sprowadzaja sie do generowania i przegladu

zupetnego pewnego podzbioru zbioru rozwigzan
dopuszczalnych, tj. wyboru, ze skoinczonego zbioru,
elementu o minimalnej wartosci ,,funkcji celu”.

3. doktadne (dedykowane),

10



Konstrukcja algorytmu (popraw) wymaga okreslenia:
1. metody obliczania wartosci ,,funkciji celu” (dziatan na
zmiennych losowych lub liczbach rozmytych),

2. relacji — poréwnania wartosci ,,funkciji celu” dla
réznych rozwigzan.

Problemy optymalizacji kombinatorycznej sa mocno
zréznicowane. Sq wsrad nich takie, dla ktérych

1) istnieje algorytm c-aproksymacyjny, tj.,

Je, A¢ (alg. wiel.) =>F(Ag)<(1+¢)-Fopt

(1+8)' Fopt

l | >
! >

I
Foot F(AS)

2) majq prog aproksymaciji (jezeli P = NP),

L >

Foot préa F(A,)

3. sa nieaproksymowalne (jezeli P # NP),
Ve, nie istnieje Ag (alg. wiel.) =F(Ag)<(1+e)-Fopt

Z tego powodu trudno spodziewac sie uniwersalnych metod ich
zwigzywania. Ponadto

11



Twierdzenie ,,no free lunch”
Nie istnieje algorytm optymalizacyjny rozwigzywania
wszystkich problemow, ktory bytby lepszy od innych.

N jako$¢ rozwigzan

algorytm wyspecjalizowany

........... algorytm ogolny
érednia 7"‘~\~____“‘____,-——-”’~‘ .... T LTI T s
>
problemy
»jakosé” - stosunek wartosci rozwigzania do czasu obliczen.

Jakos¢ algorytmu jest scisle zwigzana z iloscig i jakosciag
wiedzy, ktéra posiadamy na temat konkretnego problemu i
efektywnie wykorzystamy w konstrukcji algorytmu.

12



Programowanie dyskretne

Dotyczy probleméw decyzyjnych, w ktérych pewne
zmienne decyzyjne moga przyjmowac tylko dyskretne
wartosci np.:

e calkowitoliczbowe
e binarne (0 lub 1)

W zaleznosci od rodzaju wystepujgcych zmiennych
wyrézniamy zadania programowania
o calkowitoliczbowego
e binarnego

e mieszanego — wystepuja zmienne ciggle i dyskretne

Przykiad
maxz = 7x1+8x
3x1+4>x2 <4
Xl’X2 >0

2

Rozwigzanie: x,=4/3, X,=0, z=28/3.

Przy dodatkowym warunku

X1 0raz x, calkowitoliczbowe, rozwigzanie: x,=0, X,=1, z=8.

(brak widocznej zaleznosci pomiedzy rozwigzaniami)

13



Zagadnienia, w ktérych stosuje sie zmienne dyskretne
e natura poszukiwanych rozwiazan jest dyskretna

— wyznaczanie liczby niepodzielnych obiektow np.
procesorow, zadan, pracownikow itp.

— okreslanie permutacji lub kombinacji pewnego
zbioru obiektéw — problemy kombinatoryczne

e wybor decyzji sposrod wielu wariantow

e modelowanie funkcji kawalkami liniowych, np.
uwzglednianie kosztow stalych

Metody rozwiazywania problemow dyskretnych

algorytmy specjalizowane

programowanie sieciowe

metody przegladu:
— podziahu i oszacowan (branch & bound)
— branch & cut, branch & price i inne odmiany

— programowanie w logice ograniczen

metody odcieé

programowanie dynamiczne

metody heurystyczne specjalizowane

metaheurystyki:
— algorytmy genetyczne (ewolucyjne)
— przeszukiwanie ,,tabu search”
— symulowane wyzarzanie (wychladzanie)

— algorytmy randomizowane, np. GRASP
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Metody sztucznej inteligencji

Od wielu lat istnieje duze zainteresowanie metodami sztucznej

inteligencji: sieciami neuronowymi, algorytmami ewolucyjnymi.
Symuluja one wystepujace w przyrodzie ,,naturalne” procesy
prowadzace (pomimo licznych zaktécen) do bardzo korzystnych
strategii. Jednak elementy niejednoznacznosci (hiedeterminizmu)
wystepujg w tych algorytmach jedynie w procesie wyznaczania
najlepszych rozwigzan (przegladaniu przestrzeni rozwigzan).

Przyczyny braku doktadnej wartosci (niepewnosc¢)
parametréw:

1. losowos¢ (np. czas potrzebny na sortowanie listow),

2. unikalnos$¢ zadania (okreslajagc parametr dodajemy:
,0koto”, ,,ponad”, ,nie wiecej niz”).

W modelu mozna przyjaé¢, ze niepewne dane sg zmiennymi
losowymi lub liczbami rozmytymi.

15



Istniejace ,,narzedzia”

e solvery Zadan Programowania Mieszanego

— wymagaja zapisania problemu w postaci zadania
programowania liniowego z ewentualnymi warunkami
calkowitoliczbowoSci

e pakiety Programowania w Logice Ograniczen
— wymagaja zapisania problemu w stosownym je¢zyku,
zwykle dos¢ ,.elastycznym”

— dla uzyskania efektywnosci potrzebuja sformulowania
dobrych regul sterowania procesem przegladu

e programy specjalizowane dla danej klasy probleméw

— wymagaja zapisania danych wejsciowych w stosownym
formacie

e samodzielna implementacja algorytmow (zaczerpnietych
z literatury, opracowanych badz dostosowanych przez
siebie)
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