ALGORYTM DYNASEARCH DLA JEDNOMASZYNOWEGO PROBLEMU SZE-
REGOWANIA ZADAN

1. Wprowadzenie

W rozpatrywanym jednomaszynowym problemie szeregowania zadan z liniami kry-
tycznymi (w skrocie SWCT) kazde zadanie nalezy wykonaé, bez przerywania, na jednej ma-
szynie. Uszeregowanie (rozwiazanie) jest dopuszczalne, jezeli wykonywanie kazdego zadanie
konczy si¢ przed jego linia krytyczna (jest terminowe). Nalezy wyznaczy¢ (jezeli istnieje) ta-
ka dopuszczalna kolejnos¢ wykonywania zadan, ktéra minimalizuje sume¢ wazonych czasow
zakonczenia wykonywania zadan. Problem ten zostal sformulowany przez Smith’a w pracy
[9] 1jest w literaturze oznaczany przez 1|d, |ZWiCI- . Nalezy on do klasy probleméw silnie NP-
trudnych [4].

Obecnie istnieje wiele algorytmow dokladne rozwiazywania tego problemu opartych
na metodzie podziatu i ograniczen: Bensal [1], Potts 1 Van Wassenhowe [7], Posner [6] oraz
Yupeng Pan [5]. Algorytm Posner’a pozwala na rozwiazywanie przyktadow, w ktorych liczba
zadan nie przekracza 40 oraz w szczeg6lnych przypadkach, z liczba zadan 50 1 60 (zobacz
[5]). Najlepszy obecnie algorytm (bazujacy na idei metody Posner’a [6]) jest zamieszczony
w pracy [5]. Dzigki zastosowaniu pewnych witasnosci eliminacyjnych, zredukowano w nim
znacznie liczbe wierzchotkow drzewa rozwiazan. Pozwolito to na rozwiazywanie przyktadow
o jeszcze wigkszej liczbie zadan. Jednak stosowanie algorytméw doktadnych, do rozwiazy-
wania przyktadow praktycznych o znacznych rozmiarach, jest niemozliwe ze wzgledu na
gwaltowny wzrost czasu obliczen.

Obecnie, do rozwiazywania NP-trudnych problemoéw optymalizacji kombinatorycznej
stosuje si¢ glownie ,,inteligentne” algorytmy przyblizone. Najpopularniejsze z nich, to meta-
heurystyki: poszukiwania z zabronieniami (tabu serach) symulowanego wyzarzania oraz algo-
rytmu genetycznego. Dla wielu problemoéw, wyznaczane przez te algorytmy rozwiazania sa
z praktycznego punktu widzenia w pelni zadawalajace (r6znia si¢ od najlepszych rozwiazan
o mniej niz 1%). Sa przy tym szybkie 1 stabilne. Algorytmy tabu search 1 symulowanego wy-
zarzania naleza do grupy metod poszukiwan lokalnych (local search), ktérych dziatanie spro-
wadza si¢ do bezposredniego przegladania pewnego obszaru zbioru rozwiazan dopuszczal-
nych. Mechanizm ten polega na generowaniu, z biezacego rozwiazania, podzbioru rozwiagzan
(otoczenia) z ktorego jest wybierany najlepszy element. W nastegpnej iteracji jest on kolejnym
rozwigzaniem bazowym. Postgpowanie to jest zazwyczaj kontynuowane az do osiagnigcia

minimum lokalnego. W wielu problemach szeregowania zadan rozwigzaniami dopuszczal-



nymi sa n elementowe permutacje. Otoczenie, w klasycznych algorytmach poszukiwan lo-
kalnych, jest generowane przez przeksztalcenie (ruch) rozwigzania bazowego polegajace na:
i) przestawieniu (insert) pewnego elementu w permutacji na inng pozycje,
ii) zamiang (swap) dowolnej pary elementow.
Tak wyznaczone otoczenia zawieraja odpowiednio n(n—1)/2 oraz (n—1)*elementow.
Otoczenie — jego wielkos¢, sposob generowania 1 przegladania ma zasadniczy wplyw na zlo-
zonos¢ obliczeniowa, czas dziatania oraz jako$¢ wyznaczanych przez algorytm rozwigzan.
W pracy [3] (Congram, Potas i Van Wassenhowe) zdefiniowano otoczenie, zawierajace wy-
ktadnicza wzgledem n liczbe elementow, 2" —1. Kazdy element jest generowany przez wy-
konanie serii niezaleznych ruchow typu zamien. Przedstawiono takze algorytm (zwany algo-
rytmem dynasearch), oparty na metodzie programowania dynamicznego, wyznaczajacy ele-
ment optymalny z tego otoczenia w czasie O(n’) i wymagajacy O(n)pamieci.

W niniejszej pracy przedstawiamy algorytm, oparty na metodzie poszukiwania zstgpu-
jacego (descending search), rozwiazywania problemu szeregowania SWCT, w konstrukcji
ktorego wykorzystano metode dynasearch. Do wyznaczania rozwiazan startowych stosujemy
algorytm konstrukcyjny opisany w Rozdziale 4. Poniewaz, dla rozwazanego problemu nie
istnieja rozwiazania referencyjne dlatego, porownujemy otrzymane wyniki (dla losowo gene-
rowanych przykladow) z géornymi ograniczeniami wartosci funkcji celu oraz wynikami row-
nolegtego algorytmu genetycznego zamieszczonymi w pracy Bozejko, Wodecki [2]. Sposob
generowania danych testowych zostal zaczerpnigty z pracy [7]. Przyktady oraz najlepsze

otrzymane rozwiazania zamieszczamy takze na naszej stronie internetowej [10].

2. Sformulowanie problemu

W rozpatrywanym jednomaszynowym problemie szeregowania, kazde z n zadan nale-
zy, bez przerywania, wykona¢ na jednej maszynie. Dla zadania 7, niech p, bedzie czasem wy-
konywania, d, - Zqdanym terminem zakonczenia (linia krytyczna), a w, - wagq funkcji kosz-

tow (celu). W dowolnym uszeregowaniu zadanie jest terminowe, jezeli konczy si¢ przed linia
krytyczna. Uszeregowanie jest natomiast dopuszczalne, jezeli wszystkie zadania sa termino-

we. W rozwazanym problemie nalezy wyznaczy¢ rozwiazanie dopuszczalne, ktére minimali-
zuje sum¢ wazonych czasow zakonczenie wykonywania zadan, t]. ZLIWI-CI-, gdzie C, jest

czasem zakonczenia zadania i.



Niech N ={l,2,...,n} bedzie zbiorem zadah. Przez @, oznaczamy zbioér wszystkich

permutacji elementow zbioru N. Permutacja 7 € @, jest dopuszczalna (terminowa), jezeli

VieN, d
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jest czasem zakonczenia wykonywania zadania 7 (i) w permutacji (uszeregowaniu) 7.

Problem SWCT polega na wyznaczeniu elementu optymalnego 7~ takiego, ze
F(r")=min{F(7): meIl},

gdzie Il c @, jest zbiorem rozwiagzan dopuszczalnych (terminowych), a funkcja celu

F(r)= z; Wein ¥ Crys mell.

Uszeregowanie (permutacja) zadan 7 = (7 (1),7(2),...,7(n)) jest zgodne z liniami kry-

<d . <

tycznymi, w skrocie jest EDD (Earliest Due Date), jezeli d, <d,, <,...,<d, .

Lemat 1. Jezeli dla instancji problemu SWCT uszeregowanie zadan EDD jest terminowe, to
zbior rozwigzan dopuszczalnych 17 # J, a w przeciwnym przypadku 17 = .

Dowod. Lemat mozna tatwo udowodni¢, stosujac metodg¢ nie wprost. ]

3. Metoda dynasearch.

Podstawowym elementem algorytméw lokalnej optymalizacji jest otoczenie. Wielkos$¢
otoczenia, sposob jego generowania oraz przegladania ma decydujacy wplyw na czas obli-
czen, zbiezno$¢ oraz wartosci wyznaczanych przez algorytm rozwigzan. W tradycyjnych al-
gorytmach otoczenie jest generowane przez pojedyncze transformacje (ruchy).

Niech koraz [ (0 < k,l < n) bedzie para pozycji w permutacji 7z € I1 , gdzie
r=r1),7(2),..,x(k-1),n(k),x(k+1),...,.7(l -1,z (), ([ +1),..., 7 (n)).
Ruch 7' typu zamien (swap) generuje permutacje 7, (r;(7)=7) zamieniajac pozycjami
zadanie (/) z w(k). Wowczas, jezeli k <[ (gdy k >1 jest podobnie), to permutacja
nf =), 7Q2), ..., w(k=1), (1), w(k+1),...,x(I = 1), 2 (k), (I +1), ..., m(n)).

Ztozono$¢ obliczeniowa wykonania ruchu 7 wynosi O(1). Oznaczmy przez M (r)
zbidr wszystkich takich ruchéw. Otoczenie generowane z permutacji 7, przez te ruchy ma
n(n—1)/2 elementdw.

Korzystajac z definicji 1 oznaczen zamieszczonych w pracy [3], wprowadzamy otocze-

nie generowane przez serie ruchow typu zamien.



Ruchy r!, " € M (rr) nazywamy niezaleznymi, jezeli
max{i, j} <min{k,/} lub min{i, j} > max{k,/}.

Otoczenie zwane ,,swap dynasearch” DM () permutacji 7 € I1 generowane przez ruchy ty-
pu zamien, zawiera wszystkie permutacje powstale z 7 przez wykonanie serii parami nieza-
leznych ruchow ze zbioru M (z). Mozna latwo pokazac, ze |DM (ﬂ)|= 2" —1. Obecnie,
przedstawimy opis algorytmu opartego na metodzie programowania dynamicznego, umozli-
wiajacego przegladanie tego otoczenia (wyznaczanie elementu minimalnego) w czasie wie-
lomianowym (algorytmem o wielomianowej ztozonosci obliczeniowe;j).

Do wyznaczenia serii ruchow niezaleznych generujacych z permutacji 7 najlepszy
element otocznia DM (rr), stosujemy algorytm oparty na metodzie programowania dyna-

micznego. W algorytmie tym uszeregowanie jest konstruowane od poczatku (od pierwszej
pozycji permutacji). Kolejny element dofacza si¢ na koniec biezacej podpermutacji a nastgp-
nie, w razie potrzeby (dla zmniejszenia wartosci funkcji celu), zamienia si¢ go z innym.

Rozpatrujemy permutacje 7 € I7 . Permutacja czgsciowa [ zadan ze zbioru N nalezy do
zbioru podpermutacji (j,7) dla j=0,1,...,n, jezeli moze by¢ otrzymana z podpermutacji
(r(1),7(2),...,7(j)) przez wykonanie serii niezaleznych ruchow ze zbioru M (z). Aby wigc
wyznaczy¢ permutacje o najmniejszej wartosci funkcji celu z otoczenia swap dynasearch
DM (), nalezy rozpatrywac¢ jedynie permutacje, ktore naleza do zbioru (n, 7).

Przez 7, oznaczamy permutacj¢ zadan ze zbioru {7 (1),7(2),...,7(j)}, ktora ma minimalng
wartos¢ funkcji celu sposrod wszystkich permutacji ze zbioru (j,7), t).

F(r;)=min{F(B): pe(j.7);.
Permutacj¢ 77, mozna otrzymac z pewnej permutacji 7z, (0<i< j), ktéra ma minimalna war-
tos$¢ funkcji celu z wszystkich permutacji w pewnym zbiorze (i,7). Jesli i = j—1, to zadanie
w(j) umieszczamy na koficu r,. Natomiast, gdy 0<i< j—1 wowczas dodatkowo zamie-
niamy miejscami 7 (i+1) 1 (/). Oba te przypadki mozna zapisa¢ nastgpujaco:
1. Jezeli i = j—1, wowczas zadanie 7(j) dofaczamy do 7, ,. Permutacja

m;=(n,,,7m(j)) oraz F(rm,)=F(m, )+ w,,C

J-1 ()T w()”

2. Niech 0<i< j—1. Zadanie 7(j) po dotaczeniu jest zamieniane z 7 (i +1), wigc

71'], :(ﬂi,ﬂ(j),ﬂ(j+2),...,ﬂ(j—l),ﬂ(i+1)),

a warto$¢ funkcji celu



-1
F(ﬂ:j) =F(m)+ Wi (Czr(i) + pzr(j)) + z Wzr(k)(czr(k) + D5 _pﬂ(i+1)) + Wzr(i+l)C7r(j) .

k=i+2

Stad, wartos¢ F'(7;) mozna obliczy¢ z nastgpujacej zaleznosci rekurencyjne;:

F(r, )+w,;C

7(J) " x(j)?

F(ﬂj) — min ogllj‘r}z{F(ﬂi) Wi (sz(i) + p;z(j)) +

Jj-1
2 Wi (Caiey F Priy = Prien) F Weon Cagin >

k=i+2

dla j=2,3,...,n z warunkami poczatkowymi F'(7,) =0 oraz F(7,)=w,,P,q-
Optymalng warto$¢ funkcji celu F'(7,) oraz odpowiadajaca jej permutacje mozna wyznaczy¢
stosujac metode ,,wstecz”. Algorytm, ktory to realizuje (oparty na metodzie programowania

dynamicznego) ma ztozonosci obliczeniowej O(n’) i wymaga O(n) pamigci.

4. Algorytmy rozwiazywania problemu SWCT

W rozdziale tym przedstawimy dwa algorytmy przyblizone dla rozwiazywania rozpa-
trywanego problemu szeregowania zadan z liniami krytycznymi na jednej maszynie. Pierwszy
z nich jest algorytmem konstrukcyjnym, a drugi jest oparty na idei poszukiwania zstgpujacego
z wykorzystaniem otoczenia swap dynasearch.

Algorytm konstrukcyjny WBH:

Step 1: Posortowa¢ zadania wedtug niemalejacych wartosci linii krytycznych d;;

Step 2: Ustali¢ dwa pierwsze zadania w takiej kolejnosci, aby uszeregowanie byto
dopuszczalne, a warto$¢ funkcji celu (dla tych zadan) minimalna;
Step 3: For /=3 to n do

wstawiC k-te zadanie na jedna z pozycji 1,2, ...,k tak, aby k elementowa
podpermutacja byta dopuszczalna, a warto$¢ funkcji celu minimalna.
Zlozono$¢ obliczeniowa algorytmu wynosi O(n°).
Ponizej przedstawimy ogdlny schemat dziatania algorytmu poszukiwan zstgpujacych

z zastosowaniem otoczenia typu swap dynasearch.

Obliczenia rozpoczynamy od pewnego dopuszczalnego rozwiazania startowego 7"

wyznaczonego losowo lub przez dowolny algorytm konstrukcyjny. W k-tej iteracji algorytmy,

(k=1)

w otoczeniu swap dynasearch DM (7*™") biezacego rozwiazania 7", szukamy permutacji

o minimalnej wartos$ci funkcji celu. Stosujac programowanie dynamiczne obliczamy kolejno



wartosci F(z{"™") dla j=1,2,..,n a nastgpnie, metoda wstecz, wyznaczamy permutacje

7" Jezeli F(n'")< F(z*™"), wowczas ') jest biezacym rozwigzaniem w nastepnej ite-

racji algorytmy, a w przeciwnym przypadku - algorytm konczy dziatanie. Permutacja 7"

jest wyznaczonym przez algorytm minimum lokalnym.

Algorytm poszukiwania zstepujqcego PS_ DYN:

Niech 7° bedzie dowolna (dopuszczalna) permutacja startowa, a 7~ najlepszym do

tej pory wyznaczonym rozwigzaniem.

Step 1: 77« 7°; 77"
Step 2: Stosujac metode programowania dynamicznego wyznaczy¢ permutacjg
o najmniejszej wartosci funkcji celu z otoczenia swap dynasearch, tj.
permutacje S taka, ze
F(B)=min{F(5): 6 e DM (1)},
Step 3:if F(B)< F(r) then 7 < f and goto Step 2
else 7" <7 and EXIT.

W celu poprawienia jakosci otrzymywanych rozwiazan zaimplementowali§my takze
algorytm w wersji multi-start, tzn. algorytm poszukiwania zst¢pujacego uruchamiany wielo-
krotnie z rozwigzan otrzymywanych przez losowe zaburzenie (perturbacjg) biezacego mini-
mum lokalnego (algorytmu PS DYN). Ten zabieg pozwolil na wigksza dywersyfikacje po-
szukiwan w przestrzeni rozwiazan dopuszczalnych. Wprowadzili§my takze stata Max it=100
ograniczajaca liczbe takich imulti-startéw algorytmu. Stad, jego zlozono$¢ obliczeniowa

(z doktadno$cia do tej stalej) wynosi O (Max _it-n’).

5. Wyniki obliczeniowe

Przedstawione algorytmy testowano na wielu losowych przyktadach. Dla kazdego za-
dania i, czas wykonywania p; jest realizacja zmiennej losowej o rozktadzie jednostajnym na
przedziale [1, 100], a waga funkcji kosztow w; — na przedziale [1, 10]. Niech P=3%"" p. War-
tosct linii krytycznych sa zalezne od P oraz dwoch parametrow L 1 R, gdzie L przyjmuje war-
tosci od 0.2 do 1.0 co 0.1, a R warto$ci od 0.2 do 1.6 co 0.2. Warto$¢ d, jest generowana lo-
sowo z przedziatu [P(L—R/2,P(L+ R/2]. Dla kazdej pary parametréw R i L (takich par jest
40) bylo generowanych 10 przyktadow. W sumie, dla kazdego n (n=20, 40, 60, 80, 100, 120),

wygenerowano 400 przyktadow. Nie kazdy z tych przyktadéw mial rozwiazanie dopuszczal-



ne. Sprawdzano to, korzystajac z Lematu 1. Liczba przykladow, sposrod 400 wygenerowa-
nych, ktore miaty niepusty zbidér rozwiazan dopuszczalnych jest przedstawiona w drugim
wierszu Tablicy 1, oznaczonym przez nfi.

W pierwszej kolejnosci porownujemy algorytmy konstrukcyjne EDD 1 WBH z dolny-
mi ograniczeniami wartos$ci funkcji celu. Algorytm ich obliczania (polegajacy na rozwiazaniu

zadania Przydziatu Pracy) jest opisany w pracy [2].

Tablica 1
Wyniki algorytmoéw konstrukcyjnych EDD 1 WBH
n=20 n=40 n=60 n=80 n=100 n=120
nfi 229 245 249 251 250 251
1
5avg é‘n21ax 5avg é‘max 5avg é‘max 5avg é‘max 5avg é‘max 5avg é‘max

EDD | 36.2 | 49.6 | 43.5 | 55.1 | 49.7 | 61.7 | 48.6 | 68.6 | 53.7 | 72.4 | 56.9 | 93.7

WBH | 184 | 26.6 | 21.4 | 32.7 | 25.8 | 35.4 | 27.1 | 39.7 | 26.2 | 33.6 | 31.4 | 41.8

srednie wzgledne procentowe odchylenie od dolnego ograniczenia.
*maksymalne wzgledne procentowe odchylenie od dolnego ograniczenia.

Algorytm konstrukcyjny WBH ma w stosunku do dolnych ograniczen $rednio o ponad 50%
mniejszy blad wzgledny niz algorytm EDD.

W Tablicy 2 przedstawiamy wyniki obliczeniowe algorytmu PS DYN(m), gdzie
m jest liczba uruchomien algorytmu zstgpujacego po wykonaniu perturbacji (tj. algorytmu
z mechanizmem multi-startu). Dla porOwnania, zamieszczamy takze wyniki dziatania rowno-
leglego algorytmu genetycznego PGA(k) z pracy [2], gdzie k jest liczba procesorow na kto-
rych wykonywano obliczenia. Algorytm PS DYN(100) w sumie wykonywal podobna liczbe

iteracji jak algorytmy genetyczne.

Tablica 2
Srednia procentowa poprawa wzgledem algorytmu WBH
n 20 40 60 80 100 120
PRDPAM -4.796 -5.685 -5.700 -6.901 -10.103 9.816
PRDPA®) -6.110 -7.902 -8.474 -9.025 -11.595 -9.608
PRDPS-PIND 10,858 -16,908 -18,548 -17,515 -15,339 11,459
PRDPS-PYNI00 |11 281 -17,289 -18,667 -17,631 -15,362 -11,491




Niech F"" bedzie wartoécia rozwiazania wyznaczonego przez algorytm WBH, a F© warto-
$cig rozwigzania wyznaczonego przez algorytm Qe {PS DYN(1), PS DYN(100), PGA(1),
PGA(8)}. Dla kazdego przykladu liczono $rednia wzgledna procentowa poprawe wartosci
rozwiazana F""" wzgledem warto$ci rozwiazania F*°, tj. liczono
PRD® =((F""" —F®)/ F*)-100%.

Algorytm PS DYN zostal zaimplementowany 1 przetestowany na komputerze klasy PC
z procesorem Celeron 450MHz. Maksymalny czas obliczen algorytmu PS PGA(m) dla poje-
dynczego przyktadu najwigkszego rozmiar nie przekraczat kilku sekund.

Na podstawie otrzymanych wynikOw mozna stwierdzi¢, ze juz jednoprzebiegowy al-
gorytm poszukiwania zstepujacego PS PGA(1) daje o wiele lepsze wyniki niz oba algorytmy
genetyczne. Dodanie mechanizmu multi-startu pozwolito te wyniki jeszcze nieznacznie po-

prawic.

6. Podsumowanie

W pracy przedstawiono zagadnienie szeregowania zadan z liniami krytycznymi na
jednej maszynie. Do jego rozwiazywania skonstruowano algorytm oparty na metodzie poszu-
kiwan lokalnych z otoczeniem generowanym przez seri¢ klasycznych ruchow typu ,,zamien”
(swap). Do przegladania tego otoczenia, ktore ma wykladnicza liczbg elementdéw, zastosowa-
no programowanie dynamiczne. Umozliwia ona wyznaczenie najlepszego rozwiazania w cza-
sie wielomianowym. Dodatkowo, wprowadzono tzw. multi-start. Przeprowadzono ekspery-
menty obliczeniowe na danych generowanych losowo, a otrzymane rozwigzania porownano
z wynikami innych algorytmow. Zastosowanie technik poszukiwania z zabronieniami, nawro-
tow (backtrack-jump) 1 innych bardziej ztozonych elementéw wspodlczesnych metaheurystyk

pozwoli z pewnoscia wykorzysta¢ metode dynasearch w jeszcze wigkszym stopniu.
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