Grafy eulerowskie

Nazwa ,eulerowski” pochodzi stad, iz Euler w 1736 r. rozwiazat , problem
mostow krélewieckich™. Pytano, czy mozna przejsé dokladnie raz przez
kazdy z siedmiu mostow (rys. po lewej) tak, aby powrécié do punktu
wyjscia. Zauwazmy, ze problem jest rﬁumowaznsglsmierdzeniu, czy graf
pokazany na rys. po prawej stronie jest eulerowski.




Cykl Eulera — cykl zawierajacy kazdg krawedz dokladnie raz.

Tw. Eulera (1736)
Graf G ma cykl Eulera, iff G jest spojny, ’V‘ >1 i stopien kazdego
wierzchotka jest liczbg parzysta.

Idea algorytmu Hong Tuy (wyznaczania cyklu Eulera).

Uogolnienie — Problem chinskiego listonosza (1962).

Problem chinskiego listonosza

Dana jest sie¢ ulic oraz poczta. Aby listonosz dostarczyl korespondencje
musi przejs¢ wzdluz kazdej ulicy co najmniej raz i powroci¢ do punktu
wyjscia. Formulujac problem w jezyku grafow, pytamy o najkrotsza
zamknigeta marszrute w grafie G utworzonym na podstawie sieci ulic, w
ktorym wagi krawedzi odpowiadaja dlugosciom ulic.

Znany jest efektywny algorytm rozwiazujacy ten problem, lecz my
rozwazymy dwa przypadki:

Przypadek 1: graf G jest eulerowski. Wowczas kazdy cykl Eulera jest
optymalnym rozwigzaniem, ktére mozna znalez¢ korzystajac np. z
algorytmu Fleury’ego.



Problem chinskiego listonosza

Przypadek 2: graf G jest poleulerowski. Znajdujemy sciezke Eulera
laczaca dwa wierzcholki nieparzystego stopnia u i v. Nastepnie szukamy
najkrotszej drogi z ¥ do v. Laczac obie drogi otrzymujemy rozwigzanie.

Przyklad

1) Droga Eulera:
b—a—f—b—oc—
d—e—cf—e

2) Najkrétsza droga ze do b
e =f —a—b

3) ,.Trasa listonosza™:
b—a——b—c—
d—e—¢ —f e —f—a—b ! 6 e

Dla grafow krawedziowych albo sieci problem jest wielomianowy
(graf mieszany — NP-trudny).



Grafy hamiltonowskie

Def. Cyk! (droga) Hamiltona jest to cykl (droga), w ktérym kazdy
wierzcholek grafu wystepuje dokladnie raz. Graf jest hamiltonowski
(polthamiltonowski), o ile posiada cykl (droge) Hamiltona.

P

ani péthamiltonowski

Przyklad

Uwaga Problem polegajacy na stwierdzeniu czy dany graf (7 jest
hamiltonowski jest NP-zupelny. Oznacza to, Ze nie sa znane efektywne
(dziatajace w czasie wielomianowym) algorytmy rozwigzujace ten
problem. Nie jest réwniez znane twierdzenie podajace warunki
konieczne i dostateczne na to, aby G byl hamiltonowski.

Geneza
W roku 1859 Hamilton opracowat gre logiczng, ktora skiadata sie z

drewnianego regularnego dwunastoscianu, w ktérym punkty narozne
(wierzchotki) opisano nazwami stawnych miast. Celem gry byto znalezienie
trasy przebiegajacej wzdtuz krawedzi figury w taki sposdb, aby
przebiegala przez kazde z miast dokladnie jeden raz i konczyta sie w

miejscu startu - czyli tworzyta cykl.



Tw. Diraca (1952)
Jezeli graf G ma N> 3 wierzcholkow oraz (‘v’v eV )(deg (V) > gj, to

G ma cykl Hamiltona.

Tw. Ore (1960)
Jezeli graf G ma N > 3 wierzcholkéw oraz

(vuyv eV)(deg(u)+ deg(v)= n), to G ma cykl Hamiltona.



Problem komiwojazera

Dany jest zbior miast. Komiwojazer chce odwiedzi¢ wszystkie miasta
(kazde dokladnie raz) i powrdci¢ do punktu wyjscia. Problem polega na
znalezieniu najkrétszej trasy o tej wlasnosei.

Zdefiniujemy powviszy problem w
jezvku teorii grafow. Niech bedzie
dany graf pelny ;. Zakladamy, ze z
karda krawedzia e;jest skojarzona jej
waga (dhugosc) oznaczana dalej przez
w,;. Rozwiazaniem problemu
komiwojazera jest taki cvkl
Hamiltona, ktérego suma wag
krawedzi jest minimalna.

Przykiad




Uwagi

» problem komiwojazera jest NP-trudny, co oznacza, Ze nie sg
znane algorytmy o wiclomianowe] zloZzonosci obliczeniowej
rozwigzujace ten problem (przypuszczalnie takie nie istnieja)

* w praktyce jestesmy zmuszeni poslugiwac sig wielomianowymi
algorytmami przyblizonymi, tzn. takimi, ktére szybko znajduja
rozwigzanie, ktore jest w przyblizeniu rowne optymalnemu

Przykiad Jednym z mozliwych algorytméw dokladnych jest sprawdzenie
wszystkich mozliwych cykli Hamiltona i wybranie najkrétszego. W ada takiego
podejscia jest to, ze liczba cykli jest zbyt duza, gdyz dla n-wierzchotkowego
grafu wynosi (n!)/2. Stad, jeshi dysponujemy komputerem sprawdzajacym
milion permutacji na sekunde, to:

en=10 = ilos¢cykli=(10!'y2= 1814400 = czasobliczen=1.85s
en=20 = ilosé¢cykli=(20!y2= 10" —> czas obliczen = 40 tys. lat

Historia problemu komiwojazera

George Dantzig, Ray Fulkerson 1 Selmer Johnson (1954)
zaprezentowali optymalne rozwiazanie problemu
komiwojazera dla 49 amerykanskich miast.



Rozwigzanie obejmujace 13549 miast amerykanskich, vzyskane
w 1998 roku.

Problem
Dane:
Sie¢ G.=(V,E;c), gdzie G=(V,E) — graf pelny kraw¢dziowy,
c:E - R" - macierz odlegto$ci.
Wynik:
Cykl (droga) komiwojazera.
Uwaga:

G jest grafem pelnym (jezeli nie, to dodajemy brakujace krawedzie i obcigzamy

waga M=nmax{c;}+1.

Zalozenie:
Macierz Cspeilnia warunek trojkata.

Twierdzenie.

Jezeli macierz odleglosci spelnia warunek trojkata, to optymalne
rozwiazanie problemu komiwojazera jest cyklem Hamiltona (zawiera
kazdy wierzcholek dokladnie raz).

Uwaga:
Jezeli C nie spelnia warunku trojkata, wowczas:
a) Cij zastepujemy przez
C; = dlugos¢ najkrétszej drogi z i do j.
b) rozwigzujemy problem komiwojazera z macierza C*.
¢) zast¢epujemy krawedzie wyznaczonego cyklu przez najkrotsze drogi.



Problem komiwojazera jako zadanie programowania liniowego

1, komiwojazer jedzie zi do j,
Niech x. = jazer jedzie zido j
10w pp.
Zminimalizowac:

sz:xijcij,

przy ograniczeniach:
D xi=1j=12,..n,

inj=1,i=1,2,...,n.
j

Powyzszy problem jest zadaniem przydziatu pracy (PP - wielomianowym).

Ograniczenia nalezy uzupehic:

vQaV, ) D x; 21

ieQ jev\Q
Uwagi:

1. Ograniczenia dotyczg wszystkich podzbiorow (2™, stad NP-trudnosé.

2. Ograniczenia eliminujg przypadek.

IERVAN

3. Zbior rozwigzan PP zawiera rozwigzania komiwojazera, wigc
optymalne rozwigzanie PP jest dolnym ograniczeniem optymalne;j

drogi komiwojazera.



Algorytmy przyblizone (konstrukcyjne)

1. Startujg z pojedynczej krawedzi (wierzchotka i w kazdej iteracji

powiekszajg rozwigzanie czesciowe, az do osiggniecia cyklu
Hamiltona.

2. Poprawiaja rozwigzanie przez wymiang¢ pewnego podzbioru krawedzi.

3. Wyznaczaja podgraf cze¢$ciowy (nie bedacy rozwigzaniem
dopuszczalnym) i transformuja go w cykl Hamiltona.

Algorytm wiaczania

Szkic algorytmu:
» wybierz dowolny wierzcholek v, grafu jako poczatkowy wierzcholek
cyklu
» zaldzmy, Ze zostal wyznaczony fragment cyklu zawierajacy wierzcholki
VgV W 0elu rozszerzenia takiego czesciowego rozwigzania na (k+1)-
elementowy fragment cyklu wykonywane sa dwa kroki:
- krok wyboru: wybierz wierzcholek v sposrod wierzchotkow nie
nalezacych do cyklu
- krok wlqczania: okresl miejsce w dotychczas utworzonym
fragmencie cyklu, w ktore nalezy wstawic wierzcholek v

Kryteria wyboru

Przykladowe kryteria stosowane podczas kroku wyboru to:

» wybor losowego wierzcholka sposrod wierzcholkow nie
wlaczonych jeszcze do cyklu

» wierzcholek lezacy najblizej dotychczas zdefiniowanego fragmentu
cyklu

* dla kazdego wierzcholka wyznaczy¢ koszt jego wlaczenia do cyklu
w najbardziej korzystnym dla niego miejscu 1 wybra¢ wierzcholek
o minimalnym koszcie

» wybor wierzcholka znajdujacego sig najdalej od cyklu

Uwagi:
» brak teoretycznych analiz poréwnujacych powyzsze podejscia
* testy komputerowe wskazuja, ze wlaczanie najdalszego wierzchotka
okazuje sig by¢ techniks najskuteczniejsza w praktyce
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Wybor ,,najblizszego” (,,najdalszego”) wierzchotka (sasiada) od biezacego rozwiazania

biezace
. oy
rozwiazanie A
Vi
Wlaczanie
7
/
/
b

—

Algorytmy najblizszego (najdalszego sasiada) maja oszacowanie rowne 2, a zlozonos¢
O(nz). Lepsze wyniki (eksperymentalne) otrzymano dla ,,najdalszego” sgsiada.

min{ca,V +C,, — ca,b}
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Poprawianie rozwigzania przez wymiane krawedzi
(okrojona wersja algorytmu optymalnego Lina-Kernighana)

» Zalézmy, ze mamy pewien cykl komiwojazera C dla grafu G zlozony z
krawedzi e,....e,
« wybieramy dwie krawedzie e, e;, ktore nie sq sasiednie
* oznaczmy e={u,Vv} oraz f{,:{ w,x}
» cykl C przeksztalcamy w cykl C° w taki sposdb, ze
C=(C{e, e )o{{mw], {vx}}],
gdzie wierzcholki u w nalezg do réznych skladowych podgrafu C\{e, ¢;}

przed (ceeeneenn WUV, 8eeeeanens b,w,X, )
po (ceeeerenns u,w,b......... a,Vv,X, )

Algorytm 2-opt

» przy oznaczeniach z poprzedniego slajdu moZzemy napisac, ze koszt
nowego cyklu C’ wynosi
w(C)=w(C) - w({uv}D — w({wx]) + w({uw}) + w({v,x})
zatem, jesli w({w,v})+w({wx})>w({{uw}) +w({vx}), to nowe
rozwiazanie jest lepsze od dotychczasowego
* w celu wyznaczenia cyklu C” algorytm szuka takiej pary krawedzi
¢, €;, aby maksymalnie obnizy¢ koszt nowego biezace go rozwiazania
jeshi zmniejszenie wagi cyklu C nie jest mozliwe, to C jest
rozwiazaniem 2-optymalnym 1 algorytm konczy dzialanie
* powyzsza procedura przeksztalcania biezacego cyklu C jest
powtarzana dopoki mozliwa jest redukeja wagi cyklu dzigki opisanej
wczesnie] wymianie krawedzi

Liczba krawedzi do wymiany n(n-3)/2

12



Algorytm 3-opt

* algorytm 3-optymalny jest uogdlnieniem algorytmu 2-optymalnego

* w danej iteracjl usuwane s3 trzy krawedzie x,v,z z cyklu C

* nastgpnie do cyklu dodawane sg trzy krawedzie ¢, e,, e; w taki sposob,
aby graf C'=(C\{x,y,z})U{e,, e €3} tworzyl cykl

* istnieje wiele mozliwosci wyboru krawedzi e, e,, e,

» algorytm zmiany biezacego cyklu mozna opisac nastgpujaco:

i 1= oo
dla kazdej mozliwej trojki krawedzi x, v,z nalezacej do C:
dla wszystkich €, e, e; t.z. (O\[x,v.z} 0o {e}. €4 &3} tworzy cykl:
jesh wi(C —{x,y.z}){e. €. 65}) < d to
d = w((O\(x.y,2 Ul ey, €3, e3));
jesh w(C) > d to utworz nowy biezacy cykl C; (*)

 algorytm konczy dzialanie, gdy warunek (*) jest falszywy
» jesli w-k (*) jest spelniony, to podane kroki sa powtarzane dla nowego cyklu

Zlozonos¢ O(n%). Algorytm 3-opt jest ,,lepszy” od 2-opt 0 1-3%.
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Algorytm r-opt

» w kazdej iteracji usuwamy r lukéw (ich zbior oznaczmy przez A) z
biezacego cyklu C

* do zbioru drég C — A dodajemy r lukow (zbior dodanych lukow
oznaczmy przez B

» w kazdej iteracji badamy wszystkie dopuszczalne zbiory A1 B i
wybleramy takie rozwiazanie, ze w{((C\A ) B) jest minimalne

» przez dopuszczalne zbiory rozumiemy takie, ze ((\A YU B jest cyklem

Uwaga Rozwiqzanie r-opt jest rowniez rogwiqzaniem (r — 1)-optymainym.

Efektywnos¢

* liczba mozliwych wyborow krawedzi A wynosi OQ(rl/(rl(n—r)}))
» zbior (\A mozZna uzupelnic do cyklu na o2 r-1nh sposobow
» zlozonos¢ calego algorytmu wynosi zatem

O(p(m2" (r- 1}![':])
Uwagi:
» w praktyce algorytm 3-opt okazuje si¢ duzo lepszy niz 2-opt, jednak
algorytm 4-opt nie jest znaczaco lepszy niz 3-opt
» wynik koncowy zalezy od wyboru cyklu poczatkowego — nie jest
prawda, ze lepszy cykl poczatkowy prowadzi do znalezienia lepszego
rozwigzania, jednak testy komputerowe wskazuja, ze warto wybierac jako
punkt startowy dla algorytmu cykl o mozliwie malej wadze

Algorytmy: 4,5,....-OPT nie s3 ,,znaczaco” lepsze od 3-OPT.

Uwaga. Jesli cykl Hamiltona nie jest optymalny, to rézni si¢ od optymalnego pewng
liczba krawedzi. Wystarczy znalez¢ ten zbiér (2") i dokonaé wymiany.

Algorytm Lina-Kernighana (optymalny):
Wykonac¢ algorytmy 2,3,...,n-optymalny.
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Algorytmy przeksztatcajgce podgraf czesciowy w cykl

Hamiltona.

Idea

Algorytm w pierwszej fazie wyznacza minimalne drzewo rozpinajgce
grafu. Nastepnie, wierzchotki stopnia nieparzystego w drzewie sa
taczone krawedziami w pary tak, aby waga grafu indukowanego przez
drzewo rozpinajace 1 krawedzie taczace wierzchotki stopnia
nieparzystego w tym drzewie byla mozliwie najmnicjsza. Wszystkie
wierzchotki tak wyznaczonego grafu maja stopien parzysty. wiec
istniecje w nim cykl Eulera. W ostatnim kroku algorytmu cykl ten jest
wyznaczany 1 przeksztalcany w cykl Hamiltona, ktory jest

jednoczesnie cyklem wynikowym.
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1.
Algorytm 1.
Krok 1: wyznaczy¢ minimalne drzewo spinajace T w grafie G

Krok 2: Uzupehi¢ drzewo T do podgrafu Eulera S. Mozna to
zrobi¢ na dwa sposoby:
Wariant 1: Powieli¢ krawedzie drzewa;
Wariant 2: Wyznaczy¢ minimalne skojarzenie pomiedzy

wierzchotkami nieparzystego stopnia drzewa T.

Krok 3: Wyznaczy¢ cykl Eulera C w grafie S.
Krok 4: Przeksztalci¢ cykl Eulera C w cykl Hamiltona H.

Wyjasnienie — Krok 4: Przeksztalcenie cyklu Eulera w cykl Hamiltona

Przegladamy (zaczynajac od pierwszego wierzcholka cykl Eulera. Niech v; bedzie
pierwszym powtarzajacym si¢ w cyklu wierzcholkiem.

A 4
A 4

v

Vi+1

W miejsce (Vi.1,v) 1 (Vi,Vi+1) wstawiamy (vi.1,Vi+1) — linia przerywana.

Funkcja odleglo$ci spelnia warunek trojkata, wi¢c po modyfikacji dlugos¢ cyklu

sie nie zwigkszy.
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Ztozonos¢
Algorytm 1.
Krok 1: wyznaczy¢ minimalne drzewo spinajace T w grafie G
(alg. chciwosci O(minm), Dijkstry O(n°));

Krok 2: Uzupehi¢ drzewo T do podgrafu Eulera S. Mozna to
zrobi¢ na dwa sposoby:
Wariant 1: Powieli¢ krawedzie drzewa;  O(n?)
Wariant 2: Wyznaczy¢ minimalne skojarzenie pomiedzy

wierzchotkami nieparzystego stopnia drzewa T.

(algorytm Christophidesa O(n®))
Krok 3: Wyznaczy¢ cykl Eulera C w grafie S. (Hong Tuy O(n%))

Krok 4: Przeksztalci¢ cykl Eulera C w cykl Hamiltona H.
o(n’)

Podsumowanie:
Wariant 1: O(n%);
Wariant 2: O(n);
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Oszacowanie
C* - optymalna droga komiwojazera;
c(A) — suma wag krawedzi nalezacych do A.

Krok 1: wyznaczy¢ minimalne drzewo spinajace T w grafie G
c(T)<c(C*) {po odrzuceniu dowolnej krawedzi z C* otrzymujemy jedno z drzew}

Krok 2: Uzupeki¢ drzewo T do podgrafu Eulera S. Mozna to
zrobi¢ na dwa sposoby:
Wariant 1: Powieli¢ krawedzie drzewa;
c(S1)=L2¢c(C*)

Wariant 2: Wyznaczy¢ minimalne skojarzenie pomiedzy
wierzchotkami nieparzystego stopnia drzewa T.
C(S,)<3/2¢(C*)

Krok 3: Wyznaczy¢ cykl Eulera C w grafie S.

{dlugos¢ si¢ nie zwieksza}

Krok 4: Przeksztalci¢ cykl Eulera C w cykl Hamiltona H.

{z warunku trojkata, dlugos¢ sie¢ nie zwigksza}

Wariant 1: ¢(H,)<2¢c(C*)
Wariant 1. ¢(H»)<3/2¢(C*)

Lemat (Wariant 2).

(Waga minimalnego skojarzenia pomi¢dzy wierzcholkami nieparzystego stopnia
w drzewie T)<1/2c(C*).
D-d.

N — graf pelny na wierzcholkach nieparzystego stopnia w T (ma parzysta liczbe
wierzcholkow.

1. dlugos¢ drogi kom. K (w N), ¢(K) <c(C*) (latwo pokaza¢ z war. tréjkata).

2. K ma parzysta liczbe wierzcholkéw i krawedzi. Biorac, co 2-ga krawedz z K,
otrzymamy dwa pelne skojarzenia wierzchotkow z N. Przynajmniej jedno z nich ma
wage < C(K)/2, a wiec i od ¢(C*)/2. Wobec tego, minimalne skojarzenie ma wage <c(C*)/2.

Warto zaznaczy¢, ze do dzi$ (2011r) nie jest znany algorytm o mniejszym wspotczynniku
aproksymacji i stworzenie takiego algorytmu jest jednym z najwazniejszych problemow
otwartych w dziedzinie algorytméw aproksymacyjnych. W 2010r. udato si¢ uzyskac lepsze
algorytmy (aktualny rekord to 13/9=1,(4)) dla szczegdlnego przypadku, gdy W jest metryka
najkrotszych $ciezek w nieskierowanym grafie bez wag.
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mietek
Stempel


DFS — procedura przegladania w glab grafu (odwiedzane wierzcholki umieszczane sq na
stosie), drzewo DFS.

1. Algorytm 2 — przyblizony.

Algorytm A(G);
begin
wyznaczy¢ minimalne drzewo spinajace grafu (procedura DFS);
jezeli vi,Vy,...,vn, 53 kolejno odwiedzanymi wierzchotkami (w DFS),
to utworz cykl Hamiltona: C=(v1,Vz,...,Vn, V1);
end.

Przyklad

1) Zalozmy, ze znaleziono nastgpujace
drzewo spinajace pewnego grafu
petnego &

2) kolejnos¢ odwiedzania
wierzcholkow przez DFS

3) wyznaczamy cyvkl Hamiltona

Oszacowanie — proste!
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PROBABILISTYCZNY ALGORYTM PRZYBLIZONY
Zatozenia:
e duza liczba miast,
e miasta sg potozone wewnatrz prostokgta X

ALGORYTM:
Krok 1: Podzieli¢ X na prostokaty zawierajgce podobng liczbe miast (rozktad!);
Krok 2: Wyznaczy¢ optymalng (przyblizong) droge komiwojazera dla kazdego
prostokata;
Krok 3: Potgczy¢ rozwigzania z prostokgtow w jeden cykl komiwojazera (mozna to
zrobi¢ na wiele sposobow (np. losowo)

Uogdlnienia:
1. rozne grafy,
2. wielu komiwojazerdw,
3. problemy trasowania pojazdow.
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