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Cykl Eulera – cykl zawierający każdą krawędź dokładnie raz. 
 

Tw. Eulera (1736) 

Graf G ma cykl Eulera, iff G jest spójny, 1V   i stopień każdego 

wierzchołka jest liczbą parzystą. 

 

Idea algorytmu Hong Tuy (wyznaczania cyklu Eulera). 

 

Uogólnienie – Problem chińskiego listonosza (1962). 
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Dla grafów krawędziowych albo sieci problem jest wielomianowy 

(graf mieszany – NP-trudny). 



 4 

  

 
Geneza 

W roku 1859 Hamilton opracował grę logiczną, która składała się z 

drewnianego regularnego dwunastościanu, w którym punkty narożne 

(wierzchołki) opisano nazwami sławnych miast. Celem gry było znalezienie 

trasy przebiegającej wzdłuż krawędzi figury w taki sposób, aby 

przebiegała przez każde z miast dokładnie jeden raz i kończyła się w 

miejscu startu - czyli tworzyła cykl. 
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Tw. Diraca (1952) 

Jeżeli graf G ma 3n   wierzchołków oraz    
2

deg
n

v V v
 

   
 

, to 

G ma cykl Hamiltona. 

 

Tw. Ore (1960) 

Jeżeli graf G ma 3n   wierzchołków oraz 

      , deg degu v V u v n    , to G ma cykl Hamiltona. 
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Problem 

 Dane: 

  Sieć Gc=(V,E;c), gdzie  G=(V,E) – graf pełny krawędziowy, 

:c E R
  - macierz odległości. 

 Wynik: 

  Cykl (droga) komiwojażera. 

 

Uwaga: 

 G jest grafem pełnym (jeżeli nie, to dodajemy brakujące krawędzie i obciążamy 

wagą M=nmax{cij}+1. 

 
Założenie: 

  Macierz C spełnia warunek trójkąta. 

 

Twierdzenie.  

Jeżeli macierz odległości spełnia warunek trójkąta, to optymalne 

rozwiązanie problemu komiwojażera jest cyklem Hamiltona (zawiera 

każdy wierzchołek dokładnie raz). 
 

Uwaga: 

 Jeżeli C nie spełnia warunku trójkąta, wówczas: 

a) cij zastępujemy przez 
*

ij
c  długość najkrótszej drogi z i do j. 

  b) rozwiązujemy problem komiwojażera z macierzą C*. 

  c) zastępujemy krawędzie wyznaczonego cyklu przez najkrótsze drogi. 
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Problem komiwojażera jako zadanie programowania liniowego 

 

Niech 
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Powyższy problem jest zadaniem przydziału pracy (PP - wielomianowym). 

Ograniczenia należy uzupełnić: 

1
\

, .
ij

i Q j V Q

Q V x
 

     

Uwagi: 

1. Ograniczenia dotyczą wszystkich podzbiorów (2
|V|

), stąd NP-trudność. 

2. Ograniczenia eliminują przypadek. 

 
3. Zbiór rozwiązań PP zawiera rozwiązania komiwojażera, więc 

optymalne rozwiązanie PP jest dolnym ograniczeniem optymalnej 

drogi komiwojażera. 
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Algorytmy przybliżone (konstrukcyjne) 

1. Startują z pojedynczej krawędzi (wierzchołka i w każdej iteracji 

powiększają rozwiązanie częściowe, aż do osiągnięcia cyklu 

Hamiltona.  

2. Poprawiają rozwiązanie przez wymianę pewnego podzbioru krawędzi. 

3. Wyznaczają podgraf częściowy (nie będący rozwiązaniem 

dopuszczalnym) i transformują go w cykl Hamiltona. 
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Wybór „najbliższego” („najdalszego”) wierzchołka (sąsiada) od bieżącego rozwiązania 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Włączanie 

 

 

 

 

 

, , ,min{ }a v b v a bc c c   

 

 

 

 

 

 

Algorytmy najbliższego (najdalszego sąsiada) mają oszacowanie równe 2, a złożoność 

O(n
2
). Lepsze wyniki (eksperymentalne) otrzymano dla „najdalszego” sąsiada. 

 

 

v 

b 

a 

v1 

bieżące  
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Poprawianie rozwiązania przez wymianę krawędzi 
(okrojona wersja algorytmu optymalnego Lina-Kernighana) 

 

 

przed  (………,u,v,a………b,w,x,…………..) 

po   (……….u,w,b……...a,v,x,…………..) 
 

 

 
 

Liczba krawędzi do wymiany n(n-3)/2 
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Złożoność O(n

3
). Algorytm 3-opt jest „lepszy” od 2-opt o 1-3%.  
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Algorytmy: 4,5,….-OPT nie są „znacząco” lepsze od 3-OPT. 

 

Uwaga. Jeśli cykl Hamiltona nie jest optymalny, to różni się od optymalnego pewną  

  liczbą krawędzi. Wystarczy znaleźć ten zbiór (2
n
) i dokonać wymiany. 

 

Algorytm Lina-Kernighana (optymalny):  

Wykonać algorytmy 2,3,…,n-optymalny. 
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Algorytmy przekształcające podgraf częściowy w cykl 
Hamiltona. 

 

 



 16 

 

1.  
Algorytm 1. 

 Krok 1: wyznaczyć minimalne drzewo spinające T w grafie G 
 

 Krok 2: Uzupełnić drzewo T do podgrafu Eulera S. Można to  

      zrobić na dwa sposoby: 

Wariant 1: Powielić krawędzie drzewa; 

Wariant 2: Wyznaczyć minimalne skojarzenie pomiędzy  

  wierzchołkami nieparzystego stopnia drzewa T. 
 

 Krok 3: Wyznaczyć cykl Eulera C w grafie S. 
 

 Krok 4: Przekształcić cykl Eulera C w cykl Hamiltona H. 
 

Wyjaśnienie – Krok 4: Przekształcenie cyklu Eulera w cykl Hamiltona 

 

Przeglądamy (zaczynając od pierwszego wierzchołka cykl Eulera. Niech vi będzie 

pierwszym powtarzającym się w cyklu wierzchołkiem.  

 
W miejsce (vl-1,vl) i (vi,vl+1) wstawiamy (vl-1,vl+1) – linia przerywana. 
 

Funkcja odległości spełnia warunek trójkąta, więc po modyfikacji długość cyklu 

się nie zwiększy. 

 

vl+1 

vl-1 

vi 

vl 
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Złożoność 
Algorytm 1. 

 Krok 1: wyznaczyć minimalne drzewo spinające T w grafie G 

       (alg. chciwości O(mlnm), Dijkstry O(n
2
)); 

 

 Krok 2: Uzupełnić drzewo T do podgrafu Eulera S. Można to  

      zrobić na dwa sposoby: 

Wariant 1: Powielić krawędzie drzewa;      O(n
2
)  

Wariant 2: Wyznaczyć minimalne skojarzenie pomiędzy  

wierzchołkami nieparzystego stopnia drzewa T. 

(algorytm Christophidesa O(n
3
)) 

 

 Krok 3: Wyznaczyć cykl Eulera C w grafie S.   (Hong Tuy O(n
2
)) 

 

 Krok 4: Przekształcić cykl Eulera C w cykl Hamiltona H. 

    O(n
2
) 

 

Podsumowanie: 

 Wariant 1: O(n
2
); 

 Wariant 2: O(n
3
); 
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Oszacowanie 
C* - optymalna droga komiwojażera; 
c(A) – suma wag krawędzi należących do A. 
 

 Krok 1: wyznaczyć minimalne drzewo spinające T w grafie G 

c(T)c(C*)         {po odrzuceniu dowolnej krawędzi z C* otrzymujemy jedno z drzew} 

 

 Krok 2: Uzupełnić drzewo T do podgrafu Eulera S. Można to  

      zrobić na dwa sposoby: 

Wariant 1: Powielić krawędzie drzewa;  

c(S1)2c(C*) 

 

Wariant 2: Wyznaczyć minimalne skojarzenie pomiędzy  

wierzchołkami nieparzystego stopnia drzewa T. 

c(S2)3/2c(C*) 
 

Krok 3: Wyznaczyć cykl Eulera C w grafie S.   
{długość się nie zwiększa} 

 

 Krok 4: Przekształcić cykl Eulera C w cykl Hamiltona H. 
{z warunku trójkąta, długość się nie zwiększa} 

 

Wariant 1: c(H1)2c(C*) 

Wariant 1: c(H2)3/2c(C*) 

 

Lemat (Wariant 2). 
 (Waga minimalnego skojarzenia pomiędzy wierzchołkami nieparzystego stopnia 

w drzewie T)1/2c(C*).  

D-d.  
 N – graf pełny na wierzchołkach nieparzystego stopnia w T (ma parzystą liczbę 

wierzchołków. 

 1. długość drogi kom. K (w N),  c(K) c(C*) (łatwo pokazać z war. trójkąta). 

 2. K ma parzystą liczbę wierzchołków i krawędzi. Biorąc, co 2-gą krawędź z K, 

otrzymamy dwa pełne skojarzenia wierzchołków z N. Przynajmniej jedno z nich ma 

wagę  c(K)/2, a więc i od c(C*)/2. Wobec tego, minimalne skojarzenie ma wagę c(C*)/2. 

 

mietek
Stempel



 19 

DFS – procedura przeglądania w głąb grafu (odwiedzane wierzchołki umieszczane są na 

stosie), drzewo DFS. 

 

 1. Algorytm 2 – przybliżony. 
 

Algorytm A(G); 

begin 

 wyznaczyć minimalne drzewo spinające grafu (procedura DFS); 

 jeżeli v1,v2,…,vn, są kolejno odwiedzanymi wierzchołkami (w DFS), 

 to utwórz cykl Hamiltona: C=(v1,v2,…,vn, v1); 

end. 

 

 

 
 

Oszacowanie – proste! 
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PROBABILISTYCZNY ALGORYTM PRZYBLIŻONY 

Założenia: 

 duża liczba miast, 
 miasta są położone wewnątrz prostokąta X 

 

ALGORYTM: 

 Krok 1: Podzielić X na prostokąty zawierające podobną liczbę miast (rozkład!); 

 Krok 2: Wyznaczyć optymalną (przybliżoną) drogę komiwojażera dla każdego  

    prostokąta; 

 Krok 3: Połączyć rozwiązania z prostokątów w jeden cykl komiwojażera (można to  

     zrobić na wiele sposobów (np. losowo) 

 

Uogólnienia: 
1. różne grafy, 
2. wielu komiwojażerów, 
3. problemy trasowania pojazdów. 

 
 

 

 

 


