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1 System K
1.1 Skladnia

Na poczatku przypomnimy sobie jak wyglada jedna z podstawowych logik mo-
dalnych, czyli system K. Gramatyka formul jest nastepujaca:
pu=v|d1—= P2 | 29| P1 A2 | O,

gdzie przez v oznaczamy formuly atomowe z pewnego przeliczalnego zbioru.
Alternatywe oraz drugi operator modalny wprowadzamy dla uproszczenia jako
lukier syntaktyczny:

P1V g2 = 2(m1 A —¢2)
O¢ = -0-¢

W dalszej czedci notatek operatory modalne zdefiniowane w gramatyce bedziemy
nazywa¢ podstawowymi a dualne do nich (wprowadzone jako lukier syntaktycz-
ny) bedziemy nazywaé operatorami wtérnymi.

Do standardowych praw rachunku zdan dodajemy aksjomat K:

O — q) — Op — Og. (1)

Powyzszy system nazywamy systemem K.

1.2 Semantyka

Formulom systemu K nadamy semantyke wielu $wiatéw Kripkego. Niech W
bedzie niepustym zbiorem a R relacja binarna nad W. Krotke (W, R) nazywa-
my ramka Kripkego. Jezeli (W, R) jest ramka, to tréjke (W, R,IF) nazywamy
modelem Kripkego, gdzie I spelnia nastepujace wlasnosci dla kazdego w € W:

o wlF ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy w J—¢,
o wlF ¢ — ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy w J¢1 lub w Ik ¢o,

o wlk ¢1 A po wtedy i tylko wtedy, gdy w IF ¢1 1 w I+ ¢o,



e w I O¢ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego u € W z faktu (w,u) € R
wynika, ze u I ¢.

Zauwazmy, ze jezeli okreslimy relacje I tylko dla formut atomowych, to istnieje
jednoznaczne rozszerzenie tej relacji do takiej, ktora spelnia powyzsze warunki.
Kilka podstawowych poje¢ dotyczacych prawdziwosci formut:

e formula ¢ jest prawdziwa w danym modelu, jezeli dla kazdego w € W
mamy w IF ¢,

o formula ¢ jest spelniona w danym modelu, jezeli istnieje takie w € W, ze
zachodzi w I+ ¢,

e formula ¢ jest spelnialna, jezeli istnieje model w ktérym jest ona prawdzi-
wa; jezeli formutla nie jest spelnialna, to jest sprzeczna,

e formula ¢ jest tautologiq, jezeli jest prawdziwa w kazdym modelu.

1.3 Rozszerzenia

Podstawows, logike modalng mozemy rozszerza¢ dodajac kolejne aksjomaty lub
nakladajac pewne ograniczenia na model. Kilka przykladowych rozszerzen:

e T: ¢ — ¢, semantycznie: relacja R jest zwrotna,
o K4: ¢ — OO¢, semantycznie: relacja R jest przechodnia,
e S4: jednoczesnie T i K4,

e S5: jednoczesnie T i Q¢ — O¢, semantycznie: relacja R jest relacja réw-
nowaznosci.

Najprostsza logike multimodalng uzyskamy przez umieszczenie w systemie
K nie jednego, a dwbéch podstawowych operatoréw modalnych.

2 Logika temporalna

Logike temporalng wprowadzit w latach pigédziesiatych Arthur Prior. W swoim
systemie logicznym wyréznit dwie podstawowe modalnodci:

o GP — zawsze bedzie tak, ze P,

e HP — zawsze bylo tak, ze P.
oraz dwie wtérne:

e PP — kiedy$ byto tak, ze P,

o FP — kiedy$ bedzie tak, ze P.



Operatory F i G oraz P i H sa parami operatoréw dualnych. Dualnosci te
mozemy sprobowaé wyrazi¢ w jezyku naturalnym aby uzasadnié je ,zdrowym
rozsadkiem”. Nastepujaca dualnosé:

FP=-G-P

mozemy zapisaé jako ,jezeli P ma kiedy$ zajs¢, to nie jest prawda, ze zawsze
bedzie tak, ze P nie zachodzi”. Podobne tlumaczenie ma druga para operatoréw
modalnych.

Minimalna logika temporalna sklada sie z nastepujacych praw:

e P — HFP — co jest, zawsze bylo wiadomo, ze bedzie”,
e P — GPP — ,co jest, zawsze bedzie, ze bylo”,
e Instancje aksjomatu (1) dla operatoréw H i G.

Z filozoficznego punktu widzenia ciekawym zagadnieniem jest wybranie od-
powiednich aksjomatéw. Pierwszy aksjomat z powyzszej listy mozna traktowaé
jako wyrazenie determinizmu $wiata, ktéry opisujemy. Inne przyktadowe aksjo-
maty wraz z opisem w jezyku naturalnym:

e GP — FP — ,co zawsze bedzie, wydarzy sie”,
e FP — FFP — | jezeli bedzie P, to bedzie tak, ze bedzie P”.

3 Przyklad zastosowania - systemy wspoibiezne

3.1 Etykietowane systemy przejs$é

Tréjke (S, A, —) nazywamy etykietowanym systemem przejsé. Zbior S nazywa-
my zbiorem stanéw, zbiér A nazywamy zbiorem etykiet a — jest podzbiorem
S x A x S. Fakt (a,a,b) €— zapisujemy jako a > b.

Etykietowane systemy przejs¢ rozwaza sie miedzy innymi w teorii proceséow
wspélbieznych. Zbior S jest wtedy zbiorem mozliwych stanéw opisywanego sys-
temu, A jest zbiorem obserwowalnych akcji (czesto zaklada sie, ze istnieje cicha
akcja 7 € A) a relacja — opisuje jak moze ewoluowaé opisywany system.

Moéwimy, ze etykietowany system przej$¢ ma wlasnosé skonczonego obrazu
jezeli dla kazdego stanu a € S i akcji a € A zbiér takich b € S, ze a = b jest
skonczony.

3.2 RoéwnowaznoS$é procesow

W jaki sposéb stwierdzi¢, ze dwa procesy sa réwnowazne? Uznanym sposobem
jest sprawdzenie, czy etykietowane systemy przejsé odpowiadajace procesom sa
ze soba w relacji silnej bisymulacji.

Po definicje silnej bisymulacji odsytam do Wikipedii'. Zapis a <+ b oznacza,
ze a i b sa ze sobg w relacji silnej bisymulacji.

Ihttps://en.wikipedia.org/wiki/Bisimulation


https://en.wikipedia.org/wiki/Bisimulation

4 Logika Hennessy’ego-Millnera

Odpowiednio dlugo wpatrujac sie w definicje etykietowanego systemu przejéé
oraz ramki Kripkego dojdziemy do wniosku, ze jezeli A jest zbiorem jednoele-
mentowym, to sa to te same struktury. Rozszerzajac definicje ramki i modelu
Kripkego do wielu modalnoéci uzyskamy pelna odpowiedniosé.

Stwérzmy nastepujaca logike modalng: dla kazdej akcji @ € A dodajmy
operator modalny [a]. Taka logike nazywamy logika Hennessy’ego-Millnera.

Logika ta ma wazny zwiazek z réwnowaznoscia procesow. Wyraza to naste-
pujace twierdzenie:

Twierdzenie (Hennessy’ego-Millnera).
Ustalmy etykietowany system przejsé (S, A, —) i niech a,b € S. Wtedy:

1. Jezeli a < b, to dla kaZdej formuly ¢, a I+ ¢ wtedy i tylko witedy, gdy
bl o.

2. Jezeli etykietowany system przejs¢ ma wlasno$é skonczonego obrazu, to
z faktu, zZe dla kazdej formuly ¢, a IF ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy b I+ ¢
wynika, Ze a <> b.

Spelialno$é¢ formul w logice Hennessy’ego-Millnera jest rozstrzygalna, po-
niewaz logika ta ma wlasno$¢ matego modelu (tzn. jezeli formula jest spelnialna,
to istnieje model co najwyzej wykltadniczo duzy w stosunku do rozmiaru formutly
w ktérym ta formula jest prawdziwa).

4.1 Rozszerzenie semantyki Kripkego

Aby nadaé¢ semantyke logice Hennessy’ego-Millnera rozszerzymy semantyke wie-
lu $wiatéw Kripkego na wiele modalnosci. Niech M bedzie zbiorem podstawo-
wych operator6w modalnych (w przypadku opisywanej logiki mamy M = {[o] :
a € A}). Zmianie ulega jedynie ostatnia wlasno$¢ nakladana na relacje I-. Musi
by¢ tak, ze dla kazdego w € W oraz 1J € M mamy:

e w |k O¢ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego u € W z faktu (w,0,u) € R
wynika, ze u IF ¢.

5 Modalny rachunek p

Logika Hennessy’ego-Millnera jest za staba by wyrazié wlasnosci postepu (po
skoniczonej liczbie krokéw stanie sie «) oraz bezpieczenistwa (nigdy nie stanie
sie ). Powodem tego jest prosta obserwacja: formuta w logice modalnej moze
moéwié o etykietowanym systemie przej$¢ / ramce Kripkego tylko w lokalnym
otoczeniu biezacego stanu. Od biezacego stanu mozemy odsunaé sie tylko na
tyle krokéw, ile wynosi gleboko$¢ zagniezdzenia operatoréw modalnych.

Aby sprostaé¢ temu wyzwaniu mozemy do logiki Hennessy’ego-Millnera dodac¢
operator punktu statego. Rozszerzamy sktadnie formutl:



pu=...| X |pXo
Operator najwiekszego punktu stalego v wprowadzamy jako lukier syntaktycz-
ny:

vX.¢p=-wvX.—¢p

Semantyke rachunku g mozna znalezé w sieci (patrz bibliografia na kori-
cu dokumentu). Ponizej kilka przykladéw wlasnosci wyrazalnych w modalnym
rachunku p:

e vX.¢A[a]X - po kazdym ciagu a-przejsé spelnione jest ¢ (wlasnosé bez-
pieczenstwa),

e uX.¢V {(a)X - istnieje skoriczony ciag a-przejsé¢ do stanu w ktérym za-
chodzi ¢ (wlasno$é postepu).

Modalny rachunek g ma wtasnosé malego modelu, zatem spelnialnosé jest
rozstrzygalna (co ciekawe, nadal w EXPTIME).

6 Logika dynamiczna

Odsylam do bardzo dobrych notatek warszawiakéw: http://wazniak.mimuw.
edu.pl/index.php?title=Logika_dla_informatyk’C3%B3w/Zdaniowa_logika_
dynamiczna.
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