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1 Motywacja i historia

Logika modalna rozszerza logike klasyczna o modalnoéci takie jak ¢ jest mozliwe,
¢ jest konieczne, zawsze ¢, itp. i jak wiele innych logik, narodzita sie w filozofii.
Pierwsze proby nadania znaczenia mozliwosci 1 konieczno$ci mozna odnalezé
u Arystotelesa, a podobne rozwazania u innych pézZniejszych filozoféw.

W czasach nowozytnych modalnsci analizowal Hugh MacColl w latach 1880
- 1906. Prébowatl on uchwycié réznice miedzy implikacja materialna A — B
rownowazna —A V B, a implikacja Scista A 3 B rozumiana jako ,z A wynika
B”. Zauwazyt on, ze obie implikacje maja rézne zaprzeczenia: zaprzeczenie =AV
B oznacza A A\ —B, natomiast zaprzeczenie A 3 B oznacza ,z A nie wynika
B”, czyli jedynie mozliwo$é tego, ze A A =B. MacColl wprowadzil operator
niemozliwosci 1), oraz operator pewnoéci €. Implikacje Scista mozna wyrazié jako
(A A=B)" lub réwnowaznie (—A V B)=.

Podobne rozwazania prowadzil Clarence Irving Lewis, jednak on w odréznie-
niu od poprzednikéw wprowadzil formalny system dowodzenia. Najpierw sfor-
malizowal on implikacje $cista (system S1), a nastepnie kilka logik modalnych
zawierajacych operator mozliwosci (systemy S2-S5). W tych pdzniejszych sys-
temach implikacja Scista A 3 B byla zdefiniowana jako =Q(A A —B).

W latach 1931—32 Godel odkrylt zwigzek miedzy logika modalna a intuicjoni-
styczna, co pozwolilo na przeniesienie znanych faktéw pomiedzy tymi logikami.
Podobny zwiazek bedzie wyprowadzony w sekcji 4.

Wiecej na temat historii i rozwoju logiki modalnej mozna znalezé u Gold-
blatta [1].

2 Semantyka Kripkego

Ustalmy pewien zbiér zmiennych zdaniowych PROP. Elementy tego zbioru be-
dziemy oznaczaé literami p, ¢, r. Formuly logiki modalnej defniujemy gramatyka

0, = p| T L|=p|loA|eVi|p—1|Op|Op.

Formute ¢y czytamy jako ,mozliwe, ze ¢”, lub ¢ jest mozliwe”, natomiast
formule Oy czytamy jako o jest konieczne”.

Modelem Kripkego nazwiemy tréjke 9 = (W, R, V) gdzie W jest zbio-
rem (nazywanym dziedzing lub zbiorem $wiatéw), R C W x W jest relacja



binarna, oraz V: PROP — P(WW) nazywane warto$ciowaniem jest funkcja,
co kazdej zmiennej zdaniowej p € PROP przypisuje podzbiér $wiatéw V(p)
w ktérym zmienna p jest prawdziwa. Graf (W, R) zlozony z pierwszych dwéch
sktadowych modelu 9t nazywany jest rama, lub szkieletem.

Pojecie ,,p jest spelniona (prawdziwa) w modelu 9t = (W, R, V) w $wiecie
w € W” zapisywane jako M, w = ¢ definiujemy indukcyjnie w nastepujacy
Sposob:

MwEp wtw w e V(p)
MwET zZawsze
MwE L nigdy
MwE - wtw Mw E e
MwpEeAYy wtw M w = ¢ oraz M,w =
MwpEeVYy wtw M wpE ¢ lub M w =9
MwEe—=1v wtw D wpplub Mw =P
MwE Op wtw 9M,v = ¢ dla pewnego v € W, takiego, ze wRv
MwkEOp wtw M, v | ¢ dla kazdego v € W, takiego, ze wRwv.

Ponadto powiemy, ze formula ¢ jest wszedzie spelniona lub wszedzie praw-
dziwa w modelu 9t (co zapiszemy jako M | ¢) jesli M, w = ¢ dla kazdego
w € W. Jezeli dla kazdego modelu 9 zachodzi M | ¢, to formula ¢ jest

poprawna (= ).

2.1 Ograniczenia na ramy i rézne logiki modalne

Zauwazmy, ze z powyzszej defnicji wynika, ze formuta
O(e — ¢) — Op — Oy

jest prawdziwa. Logika z takim aksjomatem to logika K. Rozwaza sie réwniez
logiki bez powyzszego aksjomatu, ale wymagajg one ogélniejszej semantyki niz
semantyka Kripkego (np. semantyka sasiedztwa). Inne logiki mozemy otrzymaé
nakltadajac pewne ograniczenia na ramy, ktére mozna wyrazi¢ dodatkowymi ak-
sjomatami. Np. ograniczenie si¢ do ram zwrotnych mozna wyrazi¢ aksjomatem
O¢ — ¢ (lub réwnowaznie ¢ — Op), bo jesli Oy jest spetnione w $wiecie w, to
 jest spelnione w kazdym sasiadujacym Swiecie, wiec w szczegdlnodci w Swie-
cie w (bo rama jest zwrotna). Natomiast jesli rama nie jest zwrotna, to latwo
wskazaé¢ wartoSciowanie i $wiat w, takie ze Up A —p.

Ponizsza tabela przedstawia rozszerzenia logiki K i pokazuje jakie rozszerze-
nia odpowiadaja jakim ramom.



logika  dodatkowe aksjomaty ograniczenie na ramy
K brak brak
T Up — ¢ R zwrotne
K4 O — O0p R przechodnie
S4 T+ K4 R jest praporzadkiem
KB ¢ —0O0¢ R symetryczne
B T+ KB R zwrotne i symetryczne
S5 T+ K4+ KB R jest relacja réwnowaznosci
D Op — O lub OT R szeregowe (zawsze jest nastepnik)
KD4 D+ K4 R szeregowe 1 przechodnie
GL O¢ — ¢) — Op+ K4 | R dobrze ufundowane

2.2 Logika modalna jako fragment logiki pierwszego rzedu

Model Kripkego 9 = (W, R,V) mozna traktowaé jako strukture relacyjna
o dziedzinie W i interpretacji, ktéra symbolowi relacyjnemu R przypisuje re-
lacje R, a dla kazdego p € PROP symbolowi P, przypisuje unarna relacje V(p).
Formute logiki modalnej ¢ mozna przettumaczy¢ na formule logiki pierwszego
rzedu ST, (¢) z jedng wolng zmienng x, w standardowy sposdb:

STz(p) = By
sT.(L) = L
sT.(T) = T

STy (mp) = —STu(e)

STL(p AY) = STu(p) ASTL(¥)
STL(p V) = STu(p)VST(Y)
STz(p = ¢¥) = STu(p) — ST(Y)
ST,(0¢) = Fy.Ray ASTy ()
ST, (O¢) = Vy.Rxy — sTy(v)

Twierdzenie 1. Niech ¢ bedzie formulg logiki modalnej, M bedzie modelem,
a w niech bedzie Swiatem w M. Wowczas M, w | ¢ wtedy i tylko wtedy gdy
M = T2 (p)[r — w].

Logiki modalne stanowia bogaty fragment logiki pierwszego rzedu, w ktérym
mozna wyrazié¢ dosé¢ duzo (np. logiki deskryptywne $wietnie nadaja sie do repre-
zentowania baz wiedzy), jednak ztozono$é obliczeniowa probleméw decyzyjnych
dla logik modalnych jest stosunkowo mata. Np. spelnialnos¢ w prezentowanej
logice jest PSPACE-zupelna, natomiast spelnialnosé w logice pierwszego rzedu
jest nierozstrzygalna. Fakt ten czyni logiki modalne niezwykle uzytecznymi.



3 Elementy teorii dowodu

Zdefiniujemy rachunki sekwentéw dla logik modalnych K, T, K4 oraz S4, roz-
szerzajac znany nam rachunek sekwentéw dla logiki klasycznej o dodatkowe
reguly, ktére pozwalaja przechodzi¢ pomiedzy Swiatami:

I obS  THho, 5
T[,0pFY TFOpX

Pierwsza reguta méwi: ,jesli wiemy, ze O, to przejdzmy do Swiata w ktérym
o i kontynuujmy dowdd”, natomiast druga reguta moéwi: ,,jesli mamy pokazac,
ze Oy, to pokazmy, ze ¢ w kazdym mozliwym $wiecie”.

Operacje I'f oraz ¥.° zmieniaja zalozenia i cele przy przechodzeniu pomiedzy
Swiatami i zdefiniowane sa osobno dla logik nie zawierajacych aksjomatu 4:

I = {p|Opel}
2 = {p|0pex}

i dla logik zawierajacych aksjomat 4 (ramy przechodnie):

¥ = {p,0p|Opel}
2 = {p0p] Op e}

Dodatkowo dla logik zawierajacych aksjomat T (ramy zwrotne) dodajemy re-
guty:
| RNCRCDY 'k X
IOpk X L'k Op, X

Dla powyzszych rachunkéw zachodza twierdzenia o poprawnosci i zupelno-
Sci. Stad wniosek, ze spelnialno$é tych logik jest rozstrzygalna, bo rachunek
sekwentéow mozna odczytaé¢ jako algorytm tableaux: niedeterministycznie wy-
bieraj i stosuj reguly dopuki daje to co$ nowego.

Wiegcej na temat teorii dowodu dla logiki modalnej mozna znalezé w rozdzia-
le 2 podrecznika [2].

4 Semantyka topologiczna i zwigzek z logika in-
tuicjonistyczng
4.1 Podstawowe pojecia z topologii

Niech X bedzie zbiorem, a 7 C P(X) rodzing zbioréw spelniajaca nastepujace
warunki:

(i) 9, X eT,
(i) VA, Be T ANBeT,
(iii) VAC T.JA e T.



Woéwezas pare (X, T) nazwiemy przestrzenia topologiczna, za$ samo 7 na-
zwiemy topologia przestrzeni X . Elementy topologi 7 bedziemy nazywacé zbio-
rami otwartymi, a ich dopelnienia zbiorami domknietymi.

Zbiory

intA = | {BCX|BCABeT}
A = ({BCX|ACBX\BeT}

nazywamy odpowiednio wnetrzem i domknieciem zbioru A. Wnetrze jest
najwiekszym zbiorem otwartym zawartym w A, natomiast domkniecie jest naj-
mniejszym zbiorem domknietym zawierajacym A.

Przyklad 1. Niech d bedzie metryka (funkcja odleglodci) w przestrzeni R™.
Kula otwartg o srodku z i promieniu r nazwiemy zbiér

B.(z) ={y e R" | d(x,y) < r}.

Niech B = {B,(z) | x € R™,r > 0} bedzie zbiorem wszystkich kul otwartych R"™
oraz niech 7 = {|J A | A C B}. Wéwezas (R™, T) jest przestrzenia topologiczna.
Topologia 7 jest zgodna z naszym intuicynym rozumieniem zbioréw otwartych
w R™, tzn. zbiér A jest otwarty, jesli dla kazdy x € A zawiera si¢ w A wraz
z pewnym otoczeniem (istnieje r > 0 takie, ze B,(z) C A).

4.2 Algebry Heytinga i semantyka logiki intuicjonistycz-
nej

Algebra Heytinga nazwiemy krotke H = (H,U,M,=,0, 1) spelniajaca naste-
pujace warunki:

(i) (H,C,U,1,0,1) jest krata,
(ii) a = b jest najwiekszym elementem zbioru {z € H | aMx C b},

gdzie a C b definiujemy jako a LI b = b.

4.2.1 Semantyka algebraiczna

Niech H = (H,U,M,=,0,1) bedzie algebra Heytinga, a V: PROP — H warto-
$ciowaniem. Niech

[plv = V(p)
[L]v = 0
e Adlv = [elv ¥y
levylvy = [elv Uy
[o = 4lv = [elv = WIv
[Felv = l¢lv = 0.

Whprowadzmy oznaczenia:



o H,V =1 ¢ jésli [o]v =1,
o H =y pijesli H,V 5 ¢ dla kazdego wartodciowania V|
o 1 ¢ jesli H =5 ¢ dla kazdej algebry Heytinga H.

4.2.2 Semantyka topologiczna

Lemat 2. Niech (X,T) bedzie przestrzenig topologiczng. Wdowczas
(T,U,N,=, 0, X) gdzie A= B =int((X \ A) U B) jest algebrg Heytinga.

Algebry Heytinga o ktérych mowa w powyzszym lemacie bedziemy nazywadé
topologicznymi algebrami Heytinga.

Twierdzenie 3. KaZda algebra Heytinga jest izomorficzna z pewng podalgebrg
pewnej topologicznej algebry Heytinga.

Whniosek 4. =, ¢ wtedy i tylko wtedy gdy H =1 ¢ dla kazdej topologicznej
algebry Heytinga.
4.3 Topologiczna semantyka lokgiki modalnej

Niech (X, T) bedzie przestrzenia topologiczna, a V: PROP — P(X) wartoscio-
waniem. Niech

[plv = V(p)
[Llv = @
Mlv = X
[~elv = X\ [elv
[enylv = [elv n[¥lv
[evyly = [elv U¥lv
lp—4lv = (X\[elv)U[¥lv
[Oelv = cllelv
[Oely = int[e]v.

Jedli dla kazdej przestrzeni topologicznej (X,7) i dla kazdego warto$ciowania
V zachodzi [¢]y = X to powiemy, ze formula ¢ jest poprawna w semantyce
topologicznej, co zapiszemy jako |= .

Powyzsza semantyka jest w istocie semantyka logiki S4, o czym méwi naste-
pujace twierdzenie.

Twierdzenie 5. ¢ jest poprawne w semantyce Kripkego dla logiki S4 wtedy
i tylko wtedy gdy = .

Szkic dowodu. < Kazda rama (W, R) modelu Kripkego bedaca praporzadkiem
moze by¢é rozpatrywana jako przestrzen topologiczna (W, T), gdzie T jest
zbiorem podzbioréw dziedziny zamknietych na branie R-nastepnika. Dla
takiej topologii [¢/]v jest zbiorem $wiatéw w dla ktérych (W, R, V), w =
.



= Wystarczy sprawdzié, ze aksjomaty logiki S4 sa spelnione w semantyce to-
pologicznej.
O

Patrzac na definicje semantyki topologicznej widzimy, ze spojniki logiki mo-
dalnej odpowiadaja jeden do jednego operacjom na zbiorach w przestrzeni to-
pologicznej. Pamietajac jak wygladaly topologiczne algebry Heytinga, mozna
przettumaczyé formuly logiki intuicjonistycznej na formutly logiki modalne;j:

p* = Op
1* = 1
(pAY)* = " AY*
(pVY)* = ¢* vy
(p—v)* = DOlp* —y°)
(—¢)* O—¢p*

Twierdzenie 6. Dla kazdej formuly ¢ logiki intuicjonistycznej Er ¢ wiedy
i tylko wtedy gdy = ¢°.
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