Seminarium: logiki nieklasyczne, 28.11.2013r., Logika liniowa. Na podstawie artykutu Phi-
lipa Wadlera ”Is there a use for linear logic?” (University of Glasgow, March 1991).

1 Motywacja dla wprowadzenia liniowego systemu ty-
powania

Popatrzmy na reguty przypisywania termom typéw w rachunku lambda w logice intuicjo-
nistycznej.

Az :U,y: V. BFw: W

ld r:UkFxz: U Exchange Ay: V,e: U BFw: W
) AFwv:V ) Az U, y:UFwv:V
Ve o ontractic ; 1
Weakening A2 UFv v Contraction A2 UFvii v

T,y

Aiz:UkFuov: V At (U—=V) BFu:U
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A (Az.v): (U= V) A, BE(tu):V
Ifll—u:U Bruv:V Efll—lf:(UxV) B,xz:U,y:VikEw: W
A BE (o) (Ux V) T A, BF (case t of {(z,y) —» w}): W
| AFw: U AFv: V
= (inlu): (U4 V) AbE (inrv): (U4 V)
+EA|—?f:(U—|—V) B.e:UFru: W B.y:VEFuv: W

A, Bt (case t of {inlz — u; inry — v}): W

Pierwsze cztery reguty (Id, Exchange, Weakening, Contraction) to reguty strukturalne, odno-
szace sie do pojedynczych zmiennych. Reszta odnosi sie do pozostatych terméw. Jasne jest,
ze wymazujac w powyzszych regutach wszystkie zmienne, termy oraz traktujac — jako im-
plikacje, x jako koniunkcje, a + jak alternatywe, otrzymamy reguty logiki intuicjonistycznej.
To przeksztalcenie jest znane jako izomorfizm Curry’ego-Howarda. Popatrzmy, jak zmienig
sie reguty strukturalne:



A, U, V,BFrW

g ATV erw
AW AU UFW
K7 ) 3 3
Weak == Cov' =W

Reguta Weakening méwi, ze jakas warto$¢ moze zosta¢ pominieta, natomiast Contraction,
ze mozna jej uzy¢ dwukrotnie. Chcieliby$my to ograniczyc¢.

2 Wprowadzenie sp6jnika modalnego ”!”
Zastrzegamy, ze reguty kontrakcji i ostabiania moga by¢ uzyte tylko dla zmiennych typu
(IU). Te typy bedziemy nazywaé nieliniowymi, natomiast pozostate liniowymi (liniowy sys-

tem typowania obejmuje typy zar6wno liniowe, jak i nieliniowe). Intuicja jest taka, ze wartosci
typu nieliniowego mogg by¢ dzielone, natomiast liniowego nie.

Ograniczamy si¢ do spéjnikéw logiki liniowej: &, ®, !, —o.
Gramatyka dla liniowych typéw to:

T,U,C = X | (V)| (U - V)| (U V)| (U aV).

Reguly liniowego systemu typowania sa podobne do wczesniejszych, poza czterema odno-

szacymi sie do ”!”. Zobaczmy:
. Az Uy: V. BFrw: W
1d r:Ubkx: U Exchange Ay: Viz: U, Brw: W
. (MlAVFwv: V L Az UFv:V
D 1
Promotion (?fl] T “ V) Dereliction fl_. o (TU] [
. . AFwv: VWV . Az (00, y: 0w V
Weakening Az (0o Vv Contraction A (o v

T,



Az Ubkw:V ARt (U= V) BrFu:U

-l AF{(Az.v): (U =< V) —o-k A BFE(tu):V
. AFwu: U Bro:V ARt (Us V) B.oz:U,y:VFkFuw: W
k:,'—[ T 'x:.'-]l'
A BF(u,v): (Ua V) A Bt (case t of {(z,y) = w}): W
- AbFw: U AFw: V

AF(inlu): (U V) AFlinrv): (Ug V)

ARt (Uas V) B,.z:UFu: W B.y:VikEwv: W
A, BF (case t of {inlz — u; inry — v}p): W

®-E

Przez | A rozumiemy liste zatozen x; : (IUy), xo : (\Us), -,z : (1U,)
Reguta Promotion méwi, ze warto$¢ moze by¢ dzielona, jesli tylko jej zmienne wolne moja
by¢ dzielone.
Trzy pozostate reguly odnoszace sie do ”!"moéwia o uzywaniu wartosci typu (!U): moze by¢
uzyta doktadnie raz (Dereliction), wiele razy (Contraction), w ogble nie by¢ uzyta (Weake-
ning).
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3 Wiele typow dla jednego termu

Okazuje sig¢, ze termowi moze by¢ przypisany wiecej niz jeden typ. Chcieliby$Smy, aby
byto tak. jak w sytermie intuicjonistycznym, ze kazdy term ma jeden najogolniejszy typ,
z ktérego przez odpowiednie podstawienie mozna wyprowadzi¢ pozostate. Nie mozna tego
zrobi¢ zwyczajnie, bo jak popatrzymy na identyczno$é, to ma ona dwa typy: Ax.x : X —o X
oraz Ar.x !X —o X. Wida¢, ze zadnego z nich nie mozna uzysta¢ z deugiego przez pewne
podstawienie. Sprobujmy zmieni¢ definicje najogdlniejszego typu.

3.1 Podtypy

Definicja 3.1. U jest podtypem V (U < V), wtedy gdy term typu U bedzie mial réwniez
typ V.

Uwaga: Ze wzgledu na argument funkcji nie jest to monotoniczne, tzn. jesli U < U’ oraz
V<VitolU VU -V,

Pytanie, ktére powinno sie nam nasunaé, to czy powinnismy przyja¢ U < (1U) czy (IU) < U?
Jesli popatrzymy na regute Promotion, to jesli mamy v : V' to réwniez v !V, co sugerowatoby
przyjecie U < (IU).Natomiast po przeanalizowaniu reguty Dereliction i reguty (—o I) to jesli
Az.v: U —o V to réwniez ma typ Ax.v : (IU) —o V| co ze wzgledu na powyzsza uwage sugeruje



wzigcie (IU) < U.

Rozwazmy jednak nastepujacy przyktad: Af.\z.Ay.f(z,y). Ten term moze mieé¢, np. na-
stepujace typowania:

(X®Y)—oZ)—oX—-oY —oZ
(X®Y) —oZ) —olX —olY —Z
(X ®Y)—oZ) —olX =Y —Z
((IX®Y) — Z) =X —olY — Z

A nie moze mie¢ np.:

(X®Y)—oZ)—oX—-oY —oZ

Teraz niezaleznie od tego, czy przyjmiemy U < (1U) czy (!U) < U, nie znajdziemy typu,
ktory jest 'wiekszy’ od wszystkich prawidtowych typowan, a nie jest wiekszy od nieprawidto-
wego. Zatem definiowanie najogélniejszego typu dla termu poprzez postypy nie jest do konca
dobrym pomystem.

4 Typy uzytkowe (Use types)

Uogdélnimy pojecie typu, by uwzgledniato nie tylko zmienne typowe, ale takze uzytkowe,
ktore beda wskazywadé kiedy warto$¢ zmiennej jest uzyta w sposob liniowy, a kiedy w sposob
nieliniowy. Dla zobrazowania popatrzmy na przyktad. Typ funkcji identycznosciowej zapi-
szemy jako "X —o X gdzie m to zmienna uzytkowa. W zaleznosci od tego, czy przyjmiemy
m = 0 czy m = 1, otrzymamy odpowiednio dwa przypadki typowan naszej funkcji: X — X
oraz !X — X.

4.1 Uzytek, kontekst i lista uzytkow
Popatrzmy na to bardziej formalnie:
Definicja 4.1. Use (uzytek) jest zmienng uzytkowa, 0 (oznaczajac liniowo$¢) lub 1 (oznacza-
jac nieliniowos¢):
i,j,k=m|0|1
Jak wida¢ typ (!U) uogdlnia sie do typu (1*U).
Definicja 4.2. Typ uzytkowy (use type) ma jedna z form:

T,UV =X |("U)|(U—-WV)|[(U V)| (UaV).
Definicja 4.3. Kontekst to zbiér nieréwnosci miedzy uzytkami:
O,D,E = Z.l >j17i2 = j27"'ain >]n

Podstawienie za kazda zmienna uzytkowa 1 lub 0 bedzie albo spetniaé¢ kontekst albo nie.
Nieréwnodci postaci ¢ > 0 lub j < 1 sg spelnione zawsze, wiec mogg zosta¢ pominiete w
zbiorze kontekstow. Oczywiscie nieréwnos¢ ¢ > 1 moze by¢ spetniona tylko wtedy, gdzy ¢ = 1,
natomiast nieréwnos¢ 57 < 0 tylko gdy 5 = 0. Méwimy, ze kontekst jest niespetnialny, jesli
jego przechodnie domkniecie zawiera nierownosc 0 < 1.



4.1 Uzytek, kontekst i lista uzytkéw

Definicja 4.4. Use list (lista uzytkow) to zbiér takich par:

I, J =210, X Uy
(x; parami rézne).

Jesli A jest zbiorem zalozen, a I lista uzytkéw to zapis !/ A oznacza zbiér zalozen: z; :
g, -+, x, 1"U,, natomiast zapis I > j oznacza kontekst i, = j, -+, i, = J.

Osad (type judgement) przyjmuje postaé: A ¢ : T[C] i méwimy, ze przy zatozeniach A,
term t ma typ T w kontekscie C.
Popatrzmy, jak zmienia si¢ reguty typowania:

Az:U,y: V,BFw: W|[C]
Ay:V,e: U BFw: W|[C]

Id Exchange

z:Ukz:UJ]

(MA) Fv: V[C] Derelictior Az Ukwv: VI[C]
A Fv: (V). I>g] o i Fv: V[

Promotion

AFwv: V[C] o A (MU) (MO R VO]
Weakening Az (T F o VIC] Contraction A2 (U F v V0]

Ayz: Ukv: VI[C] AFt: (U — V) [C] BtFu:U|D]

—o-E

—o-1

A (Az.v): (U = V) [C] A BF(tu):V|[C, D]
fg:If’ll—'.'_a::!'f['t?] BrFuwv: VD]
A, BF(u,v): (U V)|[C, D]
o At (U V) [C] B,z:U,y:VFEw: W][D]
i A, BF (case t of {(z,y) = w}): W [C, D]
oI ArFu: U|[C] ArFwv: V[C]
AR (inlu) (U V) [O] AbE (inrv): (Uea V) [C]
o AFt:(Ua V) [C] B.x:Utwu:WI[D] B,y:Vituv:WIE]

A B F(case t of {inlz — u; inry — v}): W|[C, D, E|

Przede wszystkim wszedzie dodajemy konteksty. Ponadto w regule Promotion, pojawia
si¢ w zbiorze kontekstu J > j, co zapewnia nam, ze mamy typ z ! tylko wtedy, gdy kazdy typ



4.2 Najbardziej ogdlny typ

w zatozeniach odpowiada typowi nieliniowemu.

4.2 Najbardziej ogélny typ

Powiedzmy teraz, co doktadnie oznacza, ze term ma najbardziej ogony typ. Na poczatku
zdefiniujmy podstawienie.

Definicja 4.5. Podstawieniem nazwiemy funkcje, ktora przeksztalca typ zmiennej w typ
uzytkowy i zmienne uzytkowe w uzytki.

Podstawienie dziata na zalozeniach, typach i kontekstach w zwykty sposob: Majac term t
i dwa osady dla niego:
Abt:T|Cl, A'tt:T(C"

méwimy, ze drugi jest instancja pierwszego, jesli istnieje podstawienie S, takie ze: SA = A’,
ST =T’ oraz SC jest podzbiorem przechodniego domkniecia zbioru C".

Definicja 4.6. Typowanie jest gtéwne dla termu t, jesli kazde inne typowanie, jest jego
instancja.

Teoria zupelnosci mowi, ze kazdy typowalny term ma gtéwne typowanie. Jet to zazwyczaj
dowodzone przez podanie algorytmu rekonstrukecji typu, ktéry zawodzi, jesli term nie jest
typowalny albo zwraca ten typ gléwny. Podamy taki algorytm, jednak nie dla uzytkowego
systemu typowania, a systemu standardowego.

5 Wprowadzenie standardowego systemu typowania

5.1 Translacja Girarda

Liniowy system precyzuje pojecie typu, jednak nie typowalnosci. Wiemy, ze kazdy osad w
systemie intuicjonistycznym moze by¢ przeksztatcony na odpowiadajacy mu osad w systemie
liniowym i na odwrét. W jedng strone jest to proste. W systemie liniowym wystarczy opusci¢
wszystkie wystepowania spojnika modalnego, zamieni¢ —o na implikacje, @ na +, a ® na X.
W drugg strone mozemy uzy¢ Translacji Girarda:

X=X
(U—-V)=(U° —V°
(U x V) =(lU°) & (IV°)
(W standardowej translacji powinno by¢ zamiast ® spdjnik &, ale my go nie uzywamy)
U+ V) =(U% (V)
Translacja dziala na osadzie nastepujaco:
(1 :Upyeooyxy U o V) =y WOY, -y MWUS 0 VO

W skrécie: (A v : V) = (1A° F v : V?). Kazda zmienna ma typ nieliniowy, ale term sam
w sobie nie ma. Jesli osad A F v : V wywodzi sie z systemu intuicjonistycznego, to odpo-
wiadajacy mu osad !A° - v : V° mozna wyprowadzi¢ z systemu liniowego, wystarczy tylko



5.2 Typy standardowe (standard types)

zastosowac translacje do kazdej reguty wyprowadzenia.

Ciekawa rzecz dzieje si¢ w regule Id i eliminacji implikacji. Popatrzmy:
(x:Uka:U)°=z:UFax:U°

To jest potaczenie reguty Id i Dereliction.

Id

x: Uz U
Der

VU U°.

Natomiast reguta eliminacj implikacji przeksztalca sie w kombnacje regut: Promotion i
wprowadzenia liniowego wnioskowania:

Prc 'B° Fw: U"
A ¢ (\U° = Ve) B 1U°
1A°, 1B° I (tu): V°.

—o-E

To kodowanie nie minimalizuje liczby modalnych sp6jnikéow, np. funkcja identycznosciowa
Az.r ma typ intuicjonistyczny X — X i to koduje sie na !X — X, a wiemy, ze term ten ma
rowniez typ X —o X, ktory nie zawiera zadnego spojnika modalnego. Mimo, ze to kodowanie
nie minimalizuje nam liczby spéjnikéw modalnych, to gwarantuje, ze typowalny term posiada
typowanie, ktore nie zawiera ”!”w pewnych miejscach. (Gléwnie popatrzmy na funkcje: nie
moze mie¢ ona wartodci typu nieliniowego). To motywuje do zdfiniowania standardowych
liniowych typow.

5.2 Typy standardowe (standard types)
Definicja 5.1. Standard types
T,U,V =X |('U — V)| ("UVV)| (FUaVV)

Osad ma forme YA+t : T[C], gdzie T i wszystkie typy w A sa standardowe.

Wyprowadzenie standardowego typowania moze 'po drodze’ zawiera¢ jakies typowania,
ktore nie sa stadardowe. W szczegélnosci uzycie Dereliction Rule lub Promotion Rule bedzie
dawalo hipoteze lub konkluzje nie w standardowej formie. Dlatego te reguty zostaty pomi-
niete dla tego systemu typowania i w pewnym sensie wbhudowane w reguty Id i eliminacji

wnioskowania.
o VA, 2 : V"0, y: PV, VB w: W [C]
1d z:'"Ubkx: U] Exchange VA, y: "V, 2. "U, VB w: W [C]
: VAR v : V [C] : VA, 2 : MU, y: "U kv : V [C]
Ve o Tontractic ; ]
Weakening VA, 2 :"UFw: VI[C] Contraction VA, 2 VU Fwpi V[C]



VA, 2 :'U v V [C]
VAR (Az.v): ('U — V) [C]

—o-1

VARt (U - V) [C] VBrFu:U[D)
VA, VBF (tu): V[C. D, J =i

—o-E

VAR w: U |[C] Bt uwv: V(D]
VA VB E (u,v): ("U@VV)[C, D, I>1i,J >

®-1

ARt ('U @ V) [C)] VB, z: U, y: ¥V w: W (D]

&k WA, VB & (case t of {(z,y) > w}): W [C, D]

VAR uw: U [C) B+ wv: V [D]
HAF (inlw) : ("U @ VV) [C, I = 1] VB & (inrov) : (PU & VWV) [D, J = j]

B-1

VAR ¢: (U@ VVY[C] VB z:VUFu: WD VB, y:0U+v: W[E]

&-B VA, VB F (case t of {inl 2 — u; inry — v}): W [C, D, E]

6 Rekonstrukcja typu

Dla danego termu t, jedli istnieje typowanie dla t, to wywolanie L(t) zwroci trojke (LA, T, C),
taka, ze YA+t : T[C] jest gtéwnym standardowym typowaniem dla t (tzn. jeden, ktory jest
instancja wszystkich innych standardowych typowan dla t) i zawiedzie w przeciwnym przy-
padku. Algorytm rekonstrukeji dla typowania standardowego:

L(x) = let m,X be fresh
in (z:!"X;X;)

LAz.v) = let (MA, z:1'"U; V; C) = L(v)
in (M4; ("U - V); C)



L(tu) = let m,Y be fresh
(MA; T C) = L(t)
(""B; U; D) = L(u)
S = unify (T = (I"U —o Y),1’A = I’B)

n (19!114.: S‘IIB! th, 190; th': SJ :_:’ S'm)

L((u,v)) = let m,n be fresh
(MA; U; C) = L(u)
(""B; V; D) = L(v)
S = unify (I'A = "B)
in (S!VA, SIB; (I"™SU @ !"SV); SC, SD, SI > m, SJ > n)

L(case t of {(z,y) — w})
= let (M4 T; C)= L(t)
(WB, z:"U, y:9V; W; D)= L(w)
S = unify (T = ("'U @ VV), 'A = I"B)

X

n (ig”AJigIIB, SW, SC, igD)

L(inlu) = let m,n,Y be fresh
(MA; U; C) = L(u)
in (MA;'"mU@1PY; C, 1>m)

Liinrv) = let m,n,X be fresh
(I"B; V; D) = L(v)
in (IYB; ™X @& !"V: D, J > n)

L(case t of {inlx — u; inry — v})
= let (MA; T; C)= L(t)
(B, z:1"U; W; D) = L(u)
(\'B', y:VV; W' D) = L(v)
S =unify(T = ("U e "V), W= W',
VA =VB VA=VB'" J\J, J'\J)
in (S!'A,SVB,SVY'B'; SW; SC, SD, SD')



