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Prawda a dowéd

Prawda a dowdd

@ W rozwinieciu dziesietnym liczby 7 wystepuje siedem
sibdemek pod rzad.

@ Istnieja takie liczby niewymierne x i y, ze x¥ jest liczba
wymierna.
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Intuicjonistyczny rachunek zdan

Intuicjonistyczny rachunek zdan

Definition
Zatézmy, ze PV jest nieskonczonym zbiorem zmiennych
zdaniowych. Zbiér formut ® definiujemy jako najmniejszy zbidr
spetniajacy nastepujace warunki:

@ Kazda zmienna zdaniowa oraz stata | nalezg do ®;

o Jezeli p, 10 € ®, to (¢ — V), (p V), (p AY) € O.
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Dedukcja naturalna

Dedukcja naturalna

Aby sformalizowa¢ logike intuicjonistyczna definiujemy system
dowodzenia zwany dedukcja naturalng (Gentzen).

@ Sad w dedukcji naturalnej jest para, zapisana w postaci [ - ¢
(czyt. I dowodzi ¢), sktadajaca sie ze skonczonego zbioru
fromut I i formuty .

o Uzywamy nastepujacych skrétéw notacyjnych:

° 1,2 - 1 zamiast {1, P2}
o A zamiast U A

o ¢ zamiast 0 - ¢
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Dedukcja naturalna

Dedukcja naturalna

o Formalnym dowodem lub wyprowadzeniem I - ¢ jest
skonczone drzewo sadu, ktére spetnia nastepujace warunki:
o etykietg korzenia jest I - ¢
e wszystkie liscie s3 aksjomatami
o w kazdym z wierzchotkdéw wystepuje jedna z regut dedukgcji
naturalnej

o Jezeli - p, to méwimy ze @ jest twierdzeniem.
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Dedukcja naturalna

Reguty naturalnej dedukgji
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Dedukcja naturalna

Reguty naturalnej dedukgji
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Rachunek sekwentéw

Rachunek sekwentow

Innym systemem dowodzenia dla logiki intuicjonistycznej jest
rachunek sekwentéw (Gentzen 1935).

Definition

Sekwentem nazywamy pare ' = A (lub I = A), gdzie I' jest
skonczonym ciaggiem formut, a A zawiera co najwyzej jedna
formute.
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Rachunek sekwentéw

Reguty rachunku sekwentéw

° ko (Ax)

My oMFA
A (Cu)

° <pﬂr_|—AA (LW) [weakening]

° % (RW) [weakening]
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Rachunek sekwentéw

Reguty rachunku sekwentéw

Mo l'FA
r;’i’:ﬁm (LX) [exchange]

° rFﬁ;ﬁifx (LC) [contraction]
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Rachunek sekwentéw

Reguty rachunku sekwentéw
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Rachunek sekwentéw

Reguty rachunku sekwentéw

e  TYEA
I e—yYEA

(L—=)

e LFH(LL)
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Semantyka logiki klasycznej
Algebry Hey ‘2
Model Krip

Semantyka

Definition

Krata nazywamy czesciowy porzadek (A, <), jesli kazdy
dwuelementowy podzbiér {a, b} zbioru A ma kres gérny i kres
dolny w A. Kres goérny zbioru {a, b} bedziemy oznaczaé all b, a
kres dolny a M b, natomiast elemet najwiekszy i najmniejszy (jezeli
istnieja) kraty A odpowiednio 1 i 0.

tukasz Tomaszewski Logika intuicjonistyczna



Semantyka logiki klasycznej
Algebry Heyting'a
Model Kripke'a

Semantyka

Krata rozdzielcza i dopetnienie

e Krata A jest rozdzielcza (distributive) wtedy i tylko wtedy,
gdy w A spetnione s3 nastepujace réwnosci:
Q (aub)Nc=(anc)u(bMec);
Q@ (anb)Uc=(alc)n(bUc).
@ Zatézmy, ze krata A ma najwietszy element 1 i najmniejszy
element 0. Méwimy, ze b jest dopetnieniem (complement) a
wtedy i tylko wtedy, gdy allb=1ialb=0.
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Semantyka logiki klasycznej
Algebry Hey ‘2
Model Krip

Semantyka

Algebra Bool'a

Definition

Algebra Bool’a jest to krata rozdzielcza B posiadajaca najmniejszy
i najwiekszy element i taka, ze kazdy elemet a nalezacy do B ma
dopetnienie (oznaczane —a).

Algebra Bool'a jest czesto zapisywana w postaci
B =(B,U,Mn,—,0,1).

@ Zbiér zawierajacy dwa elementy: prawde i fatsz .

@ Dowolny zbiér potegowy.
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Semantyka logiki klasycznej
Algebry Heyting'a
Model Kripke'a

Semantyka

Wartosciowanie w algebrze Bool'a

Definition

Wartosciowaniem w algebrze Bool'a B = (B, L,11,—,0,1)
nazywamy odwzorowanie v ze zbioru PV w zbiér B. Warto$¢ (w
zbiorze B) formuty ¢ przy wartosciowaniu v definiujemy
indukcyjnie:

o [|pl]ly = v(p) dla p € PV

o [[L]]y=0

o [V elly = llellv UI¥llv

o [[o Adllv = [lelly M 1¥1]v

o [l — vllv = —llellv U]y

Zapisujemy B, v |= ¢ kiedy [|¢|]]ly =1 oraz BE p gdy B,v = ¢
dla kazdego v.
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Semantyka logiki klasycznej
Algebry Heyting'a
Model Kripke'a

Semantyka

Algebry Heyting'a

Definition

Element ¢ w kracie jest zwany relatywnym pseudo-dopetnieniem
(relative pseudo-complement) a w zaleznosci do b wtedy i tylko
wtedy, gdy c jest najwiekszym elementem takim, ze all ¢ < b.
Jezeli relatywne pseudo-domkniecie istnieje jest oznaczane a = b
oraz definiujemy —a nastepujaco: —a = a = 0.

Definition

Algebra Heyting'a jest to krata rozdzielcza H posiadajaca
najmniejszy i najwiekszy element i taka, ze dla kazdych a,b € H
istnieje relatywne pseudo-dopetnienie a = b.
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Semantyka logiki klasycznej
Algebry Heyting'a
Model Kripke'a

Semantyka

Przyktadowe algebry Heytinga'a

o Kazda algebra Bool'a, w ktérej a = b zdefiniujemy jako
—allb.

o Kazda skonczona krata rozdzielcza.

@ Algebra Lindenbaum’a L, ktéra definiujemy: Lr = &/,
gdzie ® oznacza zbiér wszystkich formut, a ¢ ~r ¢ wtedy i
tylko wtedy, gdy T — ¢ i [+ — . Relacje <r
definiujemy nastepujaco: [¢]~ <r [¢)]~ wtedy i tylko wtedy,
gdy ' — 1.
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Semantyka logiki klasycznej
Algebry Heyting'a
Model Kripke'a

Semantyka

Wartosciowanie w algebrze Heyting'a

Definition

Wartosciowaniem w algebrze Heyting'a H = (H,L,M,=, —,0,1)
nazywamy odwzorowanie v ze zbioru PV w zbiér H. Wartos¢ (w
zbiorze H) formuty ¢ przy wartosciowaniu v definiujemy

indukcyjnie:
o [|lpl]lv = v(p) dla pe PV
o [[Lf]l.=0

° [lpVally = [lelly Ll¥llv
° [lpAdlly = [lelly ¥l
° [lo = ¥llv = [lelly = [[¥llv
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Semantyka logiki klasycznej
Algebry Heyting'a
Model Kripke'a

Semantyka

Twierdzenie o zupetnosci

Nastepujace stwierdzenia sa réwnowazne:
o NFoyp

oMoy
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Sem?nt\

Algebry E

Model Krlpke a
Semantyka

Model Kripke'a

Definition

Model Kripke'a to tréjka postaci C = (C, <, |F), gdzie C jest
niepustym zbiorem, ktérego elementy nazywamy stanami (states),
< jest czesciowym porzadkiem na C, a |- jest relacja pomiedzy
elementami C i zmiennymi zdaniowymi. Relacja |- musi spetniad
nastepujacy warunek monotonicznosci: Jezeli ¢ < ¢’ i c |k p to
clFp
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Semantyka |

Algebry g'a

Model Kripke'a
Semantyka

Model Kripke'a

Jezeli C = (C, <, |F) jest modelem Kripke'a, to
@ c|F ¢ V1 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ |F ¢ lub ¢ |F ¢
o c |F A1 wtedy i tylko wtedy, gdy c |F ¢ i c |-
o ¢ |F ¢ — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢’ |- ¢ dla kazdego
¢’ > c, dla ktérego zachodzi ¢’ |- ¢

@ c |F L nie zachodzi

tukasz Tomaszewski Logika intuicjonistyczna



Semantyka logiki klasycznej
Algebry Heyting'a
Model Kripke'a

Semantyka

Przyktadowy model Kripke'a

Niech C = {c¢, ¢/, "}, gdzie c < ¢/, " oraz ¢/, " sa
nieporéwnywalne. Zachodzi réwniez ¢’ |- p i ¢” |F q oraz ¢ | p, q.
W tym modelu mamy c ¥ pV —p .
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Sem'ant\

Algebry g'a

Model Krlpke a
Semantyka

Twierdzenie o zupetnosci w modelu Kripke'a

Nastepujace stwierdzenia s3 réwnowazne:
ol ko

ol
ol|Fo
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Semantyka logiki klas:

Algebry Heyting'a

Model Kripke'a
Semantyka

|lzomorfizm Curry’ego-Howard'a

Definition
Q JezeliTHEFM:pwA,, torg(lNkewIPC(—).

Q Jezeli AF pw IPC(—),tol'=M: @ w A, dla pewnego M i
I, gdzie rg(l') = A.

rg(MN) ={r:(x,7)eTl}
IPC - intuicjonistyczny rachunek zdan (intuitionistic propositional
calculus)
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Semantyka

Bibliografia

@ Lectures on the Curry-Howard Isomorphism. Morten Heine
Sorensen, Pawet Urzyczyn.

@ www.filozof.uni.lodz.pl/prac/ai/Gentzen.pdf

@ http://plato.stanford.edu/entries/logic-intuitionistic/

tukasz Tomaszewski Logika intuicjonistyczna



	Prawda a dowód
	Intuicjonistyczny rachunek zdań
	Dedukcja naturalna
	Rachunek sekwentów
	Semantyka
	Semantyka logiki klasycznej
	Algebry Heyting'a
	Model Kripke'a


