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4 LUKASZ JEZ

1. WSTEP

Rozwazamy problem deterministycznego rozglaszania (broadcast) w sieciach ra-
diowych oraz jego zwiazek z pewnymi konstrukcjami kombinatorycznymi: rodzi-
nami selektywnymi, rodzinami silnie selektywnymi oraz selektorami. Dzieki tym
konstrukcjon mozna nie tylko uzyskaé efektywne protokotly rozgltaszania w sieciach
radiowych, ale takze ograniczenia dolne dla tego problemu.

Sieci radiowe réznego rodzaju, np. telefonia komoérkowa czy bezprzewodowy
Internet s juz intensywnie uzywane. Protokoly komunikacji w takich sieciach po-
winny zaklada¢ mozliwie mato o topologii sieci, gdyz ulega ona ciagglym zmianom.
Rozwazamy protokoly z minimalng wiedza konieczna do przeprowadzenia rozgta-
szania — kazdy wierzchotek sieci zna wytacznie swéj identyfikator.

Doktladnie jeden wezel sieci, zZrédlo, posiada wiadomosé poczgtkowg m, ktéra ma
nastepnie przekazaé¢ pozostatym wezlom w mozliwie krétkim czasie. Zadanie to
utrudnia interferencja — jesli do pewnego wezta nadaje jednoczes$nie kilka innych,
wzajemnie sie zagluszaja i wezel ten w rezultacie nie odbiera zadnego sygnatu.
Czasem zaklada sie mozliwosé detekcji kolizji: wtedy wezel potrafi stwierdzi¢, ze
kilka weztéw probowato jednoczesnie przekaza¢ mu pewne komunikaty. Zajmujemy
sie gléwnie modelem bez detekcji kolizji. Podamy jednak kilka wynikéw dla modelu
z detekcja kolizji, ktore ilustruja, jak pomaga ona w rozglaszaniu.

Wiekszo$¢ omawianych protokoléw charakteryzuje sie brakiem spontanicznej ko-
munikacyi, co znaczy, ze zaden wezet poza zZrédtem nie nadaje komunikatéw, dopoki
sam jakiego$ nie odbierze. Wezel, ktory nie otrzymal zadnego sygnatu i w konse-
kwencji nie moze nadawaé, to wezet uspiony. Gdy odbiera sygnal po raz pierwszy,
budz sie i jest od tej pory weztem aktywnym. Zrodlo jest wezlem aktywnym od
poczatku wykonywania protokotu.

Brak spontanicznej komunikacji to oczywiste ograniczenie — nie pozwala weztom
zbiera¢ informacji o swoim otoczeniu, ktére moglyby wykorzysta¢ do szybszego
przekazania wiadomos$ci poczatkowej, gdy ja wreszcie otrzymaja. Za to protokoly
bez spontanicznej komunikacji sa prostsze i moga by¢ uzyte réwniez w problemie
budzenia w sieci.

Problem budzenia jest zblizony do problemu rozglaszania. W problemie bu-
dzenia w sieci poczatkowo zrodlo jest aktywne a pozostale wezly uspione. Bez
spontanicznej komunikacji nalezy obudzi¢ wszystkie wezty. Podobnie jak w proble-
mie rozglaszania, kazdy z weztéw zna tylko swéj identyfikator. Nadal dochodzi do
interferencji, zas detekcja kolizji jest niedostepna (problem z detekcja kolizji trywia-
lizuje sie). Zwiazek powyzszych problemoéw jest oczywisty: protokoly rozglaszania
bez spontanicznej komunikacji stuzyé moga jako protokoty budzenia — wystarczy
zignorowaé¢ wiadomo$¢ poczatkowa i przekazywaé dowolny sygnatl.

Protokoly budzenia, dzieki prostocie znajduja liczne praktyczne zastosowania,
choéby w wykrywaniu pozaréw laséw: w lesie rozrzuca sie proste i tanie urzadzenia,
mogace odbiera¢ sygnaly radiowe oraz nadawac stabe sygnaly na krotkie odlegtosci.
Gdy urzadzenie wykryje wysoks temperature, budzi sie i rozpoczyna protokot. Jesli
urzadzenia sg rozrzucone odpowiednio gesto, przekazuja sygnal miedzy soba az
odbierze go znajdujacy sie na obrzezach lasu nadajnik o duzej mocy. Ten moze
przekaza¢ informacje o pozarze na duza odlegltosc.

2. MODELE

2.1. Model bez detekcji kolizji. Sie¢ radiowa reprezentujemy jako graf skiero-
wany G = (V, E,s). s € V oznacza 7rodlo, z ktérego osiagalny jest kazdy wierz-
chotek. Przyjmiemy, ze V = [n] = {1,2,...,n} dla pewnego (nieznanego) n. Jesli
nie bedzie to rodzi¢ niejasnosci, bedziemy utozsamiaé¢ wierzchotek z jego identyfi-
katorem. W szczegdlnosci zaktadamy, ze identyfikatory to liczby naturalne od 1 do
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n. Zadaniem jest opracowanie protokolu, umozliwiajacego przekazanie wiadomo-
$ci poczatkowej m, ktéra zna zrédlo s, do pozostatych wierzchotkéw. Wierzchotki
grafu czasem bedziemy nazywaé weztami, by podkreslié, ze chodzi o elementy sieci.

Graf G oraz jego parametry nie sa znane, tj. protokét musi dzialaé poprawnie dla
kazdego grafu. Wezly maja dostep do globalnego zegara odmierzajacego dyskretny
czas od 0. Odcinek czasu od t do t+ 1 nazywamy runda ¢t. Protoké! specyfikuje dla
kazdego wezta v i kazdej rundy ¢, czy w rundzie ¢ wezet v nastuchuje, czy nadaje
komunikat, réwniez specyfikowany przez protokoél. Akcja kazdego wezta v zalezy
wylacznie od

e jego identyfikatora v,

e chwili ¢,

e historii wezta v, tj. zapisu odebranych przez niego komunikatéw w rundach
od 0 do ¢,

przy czym na ogdt zaktadamy brak spontanicznej komunikacji. Oznacza to, ze wezel
o pustej historii nie nadaje komunikatoéw. Dla uproszczenia przyjmiemy, ze protokoét
rozpoczyna sie w rundzie 1, za to zroédlo otrzymuje wiadomosé m w rundzie 0.

Zakladamy, ze kazdy wezet w ciagu rundy zdazy obliczy¢, jaka akcje ma podjaé
oraz wykonaé ja. Jesli w rundzie ¢ wezel v nastuchuje, odbiera komunikat ¢ wtedy
i tylko wtedy, gdy c jest komunikatem nadawanym przez jedynego poprzednika v
nadajacego w rundzie ¢t. Zakladamy, ze sygnaly nadawane przez wezly sa na tyle
krotkie, ze mozna je przesta¢ w jednej rundzie. Nie zawsze jest to uzasadnione —
prezentujemy m.in. protokoly, w ktérych wezly nadaja swoje identyfikatory, lub
inne komunikaty zalezne od wielkosci sieci.

Latwo zauwazyé, ze przy braku spontanicznej komunikacji globalny zegar nie
jest potrzebny — wystarczy globalny metronom! Weztom wystarczy wspolne od-
mierznie rund, niekoniecznie muszg zna¢ numery tych rund. Wezet v musi poznaé
numer rundy dopiero gdy ma nadaé¢ jaki§ komunikat. Nim to nastapi, sam odbie-
rze jaki§ komunikat. W tym komunikacie moze by¢ zawarty numer rundy: Zrédto
rozpoczyna odliczanie od 1 i dokleja numer rundy do kazdego komunikatu, ktéry
wysylta. Wezel, ktory otrzyma komunikat z numerem rundy ¢, wie, ze otrzymal go
w rundzie t+1. Odtad moze sam liczy¢ rundy i doklejaé¢ ich numery do nadawanych
komunikatéw.

Najwcze$niejsza runde t, w ktorej wszystkie wezly znaja wiadomo$§é m nazy-
wamy czasem powiadomienia protokotu. 7 kolei czasem terminacji nazywacé be-
dziemy najwcze$niejsza runde, poczynajac od ktorej zaden z wezléw nie nadaje
komunikatéw. Implicite zaktadamy, ze wezel, ktéry w rundzie ¢ nie nadaje zadnego
komunikatu, nastuchuje. Czas terminacji zostal wprowadzony w [CMS01], jednak
wiekszo§¢ autoréw nie dbala o terminacje. Uzupelniamy twierdzenia dotyczace
czas6w powiadomienia réznych protokoléw o analize czaséw terminacji.

W pseudokodach protokotéw bedziemy zwykle okresla¢, ktore wezty nadaja jakie
komunikaty w danej rundzie. Prawdziwy kod powinien by¢ pisany dla wezla, tj.
specyfikowa¢ dla niego, jaka akcje ma wykonaé¢. W zwiazku z tym zaznaczamy,
ze stlowo kluczowe foreach rozumiemy jako réwnolegte wykonanie operacji przez
wszystkie wezly z danego zbioru a nie wykonywanie tychze operacji sekwencyjnie
przez kolejne wezty.

2.1.1. Schemat podwajania. Dla prostoty opisywane protokoly beda korzystaly z
wartosci n = |V|, mimo ze nie jest ona znana. Oczywiscie poprawny protokol dla
n weztéw, bedzie dobry dla dowolnego m < n. Dlatego implicite stosujemy na-
stepujacy schemat podwajania: wykonujemy kolejno protokét dla n = 20,2122 ...
Dowolny ciag rosnacy jest dobry, ale ten gwarantuje, ze zachowujemy asympto-
tyczng wielko$¢ czasu powiadomienia. Niech wynosi on T (n) dla sieci o n weztach.
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RyYSUNEK 1. Cykl C4 z wyrdéznionym zrodiem.

Wtedy po wykonaniu protokotu dla 2% takiego, ze 2F~1 < n < 2%, wszystkie wezly
beda znaly m. Oczywiscie 28 < 2n. Jesli wiec T (n) jest wypukly funkcja n, to
czas powiadomienia wynosi T/ (n) = Z?:o T (27) =0 (T (2¥)) = O(T (n)).

Pokazemy, ze czas powiadomienia kazdego protokotu poprawnego dla dowolnego
grafu musi wynosié¢ 2 (nlogn). Jest to wypukla funkcja n, czyli czas powiadomienia
zachowuje swa asymptotyczng wielko§¢é. Podobnie bedzie w szybszych protokotach
dla grafow szczegolnych oraz wtedy, gdy czas powiadomienia wyrazimy jako funkcje
wiekszej liczby zmiennych, np. d — maksymalnego stopnia wejsciowego grafu i D
— maksymalnej odlegtosci wierzchotka od zrédila. O ewentualnych odstepstwach
od tej reguty bedziemy wyraznie mowic.

Zauwazmy, ze uzyskany w ten sposéb protokét nie posiada gwarancji na czas
terminacji: nawet gdy wszystkie wezly poznaly juz m, bedziemy za pewien czas
probowaé wiekszego n. Wobec tego protokol w ogole nie terminuje. O terminacje
i jej czas bedziemy dodatkowo dbali.

2.1.2. Czemu identyfikatory weztow sq konieczne. Pokazemy teraz, ze unikalne iden-
tyfikatory weztow sg konieczne, by przeprowadzi¢ deterministyczny broadcast. Wy-
kazemy to nawet dla szczegblnego przypadku graféw nieskierowanych. Zajmujemy
sie protokotami deterministycznymi. Brak dostepu do bitéw losowych sprawia, ze
pewne (rozne od zrodia) ,symetryczne” wezly zawsze zachowuja sie w ten sam spo-
sob. Mozna, ich uzy¢ jako ,blokady”, nie przepuszczajacej sygnaltéow z jednej czesci
grafu do drugiej — beda albo jednoczes$nie nastuchiwaé, albo nadawaé (te same
sygnaly!), wzajemnie sie zagluszajac. Najprostszym tego typu przykladem jest
graf Cy, tj. cykl o czterech wierzchotkach, widoczny na Rysunku 1. Ponumerujmy
jego wierzcholtki, zaczynajac od zrodla, tj. Zzrodlem jest vy, zas dalej w ustalonym
kierunku mamy wvo,vs i v4, sasiadujacy z v;. Para wierzchotkéw o identycznych
zbiorach sasiadéw sa vy i v4. Odcinaja one vy od zrédla, przez co vy nie moze po-
zna¢ m. Warto zauwazy¢, ze podany warunek powodujacy identyczne zachowanie
wezlow jest silny — w istocie wystarczy, by ich zbiory sasiadéw zachowywaly sie
identycznie, niekoniecznie musza by¢ identyczne.

2.2. Model z detekcja kolizji. Rozwazany, choé rzadziej, jest rowniez model, w
ktorym wezel v prébujacy odebrac¢ sygnal w rundzie ¢, w ktérej nadaje co najmniej
dwoch jego poprzednikow, odbiera specjalny sygnal p. Oznacza on, ze doszlo do
interferencji, tj. v dowiaduje sie, ze co najmniej dwa wezty probowaly przekaza¢ mu
pewne komunikaty. Jest to jedyna informacja, jaka uzyskuje v: nie poznaje liczby
nadajacych poprzednikéw, identyfikatora zadnego z nich, ani zadnego z nadawanych
komunikatéw. Dla powyzszego modelu z detekcja kolizji podajemy dwa przyktady
z [CGGPRO0], ktore ilustruja site detekeji kolizji.

W obu przyktadach protokoty rozrézniaja tylko, czy dany wezel odebrat cokol-
wiek, tj. u lub pewien komunikat ¢, czy nie odebrat nic. Z tego piszemy, ze wezet
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nadaje p, gdy role odgrywa jedynie fakt, ze wezel nadaje a nie jest wazny sam
komunikat. Jest to wygodna konwencja, bo wezel v odbiera w rundzie ¢ sygnat p
o ile tylko w rundzie t nadawaje co najmniej jeden poprzednik v. Po przyjeciu tej
konwencji tatwo stwierdzié¢, ze problem budzenia w sieci radiowej przy dostepnej
detekcji kolizji sie trywializuje — istnieje oczywisty protokét budzacy wszystkie
wezly i terminujacy w czasie D.

Pewien klopot stanowi zdefiniowanie braku spontanicznej komunikacji w modelu
z detekcja kolizji. Przyjrzyjmy sie bowiem protokotom bez spontanicznej komuni-
kacji i bez detekcji kolizji. Doklejmy m (z odpowiednim znacznikami) do kazdego
komunikatu, ktéry go nie zawiera. Teraz kazdy obudzony wezel zna m i w defini-
¢ji mozemy przyjaé rownowaznie, ze nadawaé¢ moga jedynie wezty, ktore odebraty
m. Za to gdy dopuszczamy detekcje kolizji, wezel moze odebra¢ dwa rézne typy
sygnaléw: komunikat nadany przez poprzednika (o ktorym mozemy zalozyé, ze
zawiera m), lub sygnal intereferencji u, niosacy duzo mniej informacji. Nie jest
jasne, kiedy uznaé¢ wezel za obudzony: po otrzymaniu m czy juz po ustyszeniu
w. Tym bardziej, ze, jak pokazemy, wezlty moga ,odczytaé” m ze swojej historii,
bedacej sekwencja ciszy i sygnaléw p w kolejnych rundach — a wiec sekwencja bez
spelmowartosciowych” komunikatdw.

2.2.1. Grafy silnie spdjne. Pokazemy, ze jesli sie¢ jest grafem silnie spojnym, to w
czasie O (n) wezty sieci moga poznaé n z doktadnoscia do statego czynnika. Scislej,
sa w stanie znalez¢ k naturalne takie, ze 28~ < n < 2F. Potem wystarczy wykonac¢
protokoél rozglaszania dla n’ = 2*. Przypominamy, ze stosowany w modelu bez
detekcji kolizji schemat podwajania nie pozwala wprost na przerwanie wykonania
protokotu rozgtaszania. Stosujac technike opisana ponizej, dostajemy protokoél,
ktéry ma te samag gwarancje na czas terminacji co na czas powiadomienia.

Protok6! BOUND stuzy do wyznaczenia n’ jak wyzej i sklada sie z kolejnych faz
numerowanych od 0, gdzie faza k sklada sie z 2¥ + 1 rund numerowanych od 1.
Wyjatkiem jest faza 0, majaca tylko jedna runde. Po k-tej fazie wezel v bedziemy
nazywaé aktywnym, jesli w tej fazie nadatl u. W jedynej rundzie fazy 0 wszystkie
wezly nadaja u. W pierwszej rundzie fazy k, u nadaja wszystkie aktywne wezlty
o identyfikatorach wigkszych od 2¥. W rundzie i (i > 1) fazy k sygnat u nadaja
wszystkie wezly, ktére po raz pierwszy w fazie k odebraty g w rundzie i — 1. Kazdy
wezel wyznacza n/ = 2%, gdzie k jest numerem fazy, po ktérej wezel ten sie zdez-
aktywowal.

Protokét BOUND spetnia nastepujacy niezmiennik:

Niezmiennik 1. Po kazdej z faz, albo wszystkie wezty sq aktywne, albo wszystkie
sq nieaktywne.

Dowdd. Indukcja wzgledem liczby faz oraz liczby rund w kazdej z faz. Opiszemy ja
w skrocie. W fazie k o weztach z identyfikatorami ze zbioru [2’“} powiemy, ze maja
niskie identyfikatory a o pozostalych, ze maja wysokie identyfikatory

W pierwszej rundzie fazy k, gdzie n > 2%, tj. k < [logn], niektére wierzchotki
o niskich identyfikatorach odbieraja sygnal p nadany przez wezty o wysokich iden-
tyfikatorach, bo G jest silnie spojny. W nastepnej rundzie same beda nadawaé, a
ich sygnatl dotrze do kolejnych weztéw. Nie liczac pierwszej rundy, rund jest tyle co
weztow o niskich identyfikatorach. Czyli wystarczajaco duzo, by kazdy wezel o ni-
skim identyfikatorze odebral oraz nadal sygnal p. Zatem wszystkie wezly pozostaja
aktywne.

Za to w fazie [logn] zaden wezel nie nadaje, wiec po zakoriczeniu tejze fazy
wszystkie wezly sie dezaktywuja. O

Z niezmiennika wprost wynika ponizsze twierdzenie:
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Dane niejawne: G(V, E), silnie spojny
Dane jawne: s
Wynik: n': &5 <n <n/

foreach v do /* faza 0 x/
v nadaje p;
for k=1,2,... do /* kolejne fazy x/
foreach v > 2" do /* runda 1 fazy k */
v nadaje u;
for i =2,3,...,2¥ + 1 do /* kolejne rundy fazy k x/

foreach v do
if runda i —1 byla pierwszq rundg fazy k, w ktérej v odebrat p then
v nadaje p;
foreach v do
if v nie nadat p w tej fazie then
v stwierdza, ze n’ = 2% i przerywa protokot
Protokél 1: Protokol BounD

Twierdzenie 1. Protokét BOUND terminuje w czasie O (n) dla dowolnego grafu
silnie spdjnego o n wierzchotkach oraz wyznacza n' takie, ze %l <n<n. Co
wiecej, n' znane jest kazdemu weztowi sieci i wszystkie wezty poznajg je w tym

samym momencie.

2.2.2. Znaczgea cisza: kodowanie wiadomosci w szumie. Przypu$émy, ze wezet v
wie, ze w danej rundzie pewien podzbiér poprzednikéw v chce przestaé¢ do niego
bit b, wszystkie ten sam. Zamiast si¢ zaglusza¢, mogg wspolpracowaé! Jesli b = 0,
nie nadaja nic, jesli zas§ b = 1, nadaja pu. v umie odtworzy¢ wartos¢ b: b = 0
wtedy i tylko wtedy, gdy nie odebral nic. To spostrzezenie jest podstawa Protokotu
ENCODED-BROADCAST, w ktérym przekazywane sg kolejne bity m = by, bs, ..., b,.
Wystarczy zadbaé o to, by wezly wiedzialy, kiedy m jest do nich w ten sposéb
przesylane, bo w przeciwnym razie zle interpretowalyby cisze.

Protokét sklada sie z kolejnych faz. W pierwszej s nadaje m. Kolejne fazy
maja po 2r + 4 rund. W fazie k (k > 1), aktywne sa wezly, ktore odebraly
po raz pierwszy w fazie k — 1. Zachowany bedzie nastepujacy niezmiennik: wezty
aktywne znaja m. W kazdej z faz nadaja wylacznie aktywne wezty. W pierwszych
i ostatnich dwoch rundach, aktywne wezly nadaja pu. W rundach 2i 4+ 1,2i 4 2,
postepuja zaleznie od wartosci b;: jesli b; = 0, to w obu nie nadaja, za§ gdy b; = 1, w
pierwszej z nich nie nadaja, za§ w drugiej nadaja p. Nastepnicy weztéw aktywnych
rozpoznaja poczatek i koniec transmisji jako podwéjne pu, za$ z transmisji pomiedzy
nimi odtwarzaja m (ignorujac sygnaly nieparzyste, a parzyste traktujac jak to
opisano wezesniej). Kazdy wezel zaraz po tym, jak pozna m, przekazuje je dalej, a
nastepnie sie dezaktywuje — oznacza to, ze w czasie O (Jm|D) nie tylko wszystkie
wezly poznaja m, ale takze protokédt terminuje. Zaznaczmy, ze przy rozsadnym
zalozeniu, ze w jednej rundzie przesta¢ tylko stala liczbe bitéw, wynik ten jest
optymalny, choé¢ niepraktyczny.

Protokét ENCODED-BROADCAST posiada dwie ciekawe wlasnosci:

(1) nie korzysta z identyfikatorow weztow,
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(2) akcje wezlow zaleza od m.
Pierwsza oznacza, ze w modelu z detekcja kolizji identyfikatory nie sg potrzebne do
przeprowadzenia rozglaszania. Druga, podobnie z reszta jak pierwsza, jest rzadko
spotykana.

Dane niejawne: G(V, E)
Dane jawne: s, m = biby...b,

/* faza 1 */
s nadaje m;

for i =1,2,... do /* kolejne fazy */

foreach v, ktory poznat m w fazie i —1 do /* przekazanie

zakodowanego m w ciagu 2r + 4 rund */
/* 2 rundy na oznaczenie poczatku transmisji */
v nadaje u;
v nadaje u;
for j =1,2,...,7do /* 2r rund na zakodowanie r bitdw m x/

switch b; do

case (
v nie nadaje;
v nie nadaje;

case I
v nie nadaje;
v nadaje u;

/* 2 rundy na oznaczenie kofica transmisji */

v nadaje y;
v nadaje p;
Protokél 2: Protokoél ENCODED-BROADCAST

Twierdzenie 2. Protokét ENCODED-BROADCAST przeprowadza rozgtaszanie i ter-
minuje w czasie O (|m|D) dla dowolnego grafu o n wierzchotkach. Co wiecej, twier-
dzenie pozostaje w mocy nawet jesli wezly sieci nie posiadajq identyfikatoréw.

3. PROSTY PROTOKOL I JEGO ROZWINIECIA

3.1. Protok6l ROUND-ROBIN. Przedstawiamy bardzo prosty protokél, o nazwie
RoOUND-ROBIN. Sklada sie on z pewnej liczby identycznych faz. Rozna jest tylko
faza pierwsza: 7roédlo nadaje w niej m. Kazda kolejna faza sktada sie z n rund.
W rundzie ¢ wezel i nadaje wiadomos$¢ m, o ile tylko wczesniej ja otrzymat. W
oczywisty sposob unikamy kolizji. Po zakonczeniu fazy k, m znaja wszystkie wezty
w odleglosci co najwyzej k od zrédla. Zatem do powiadomienia wszystkich weztow
wystarczy D faz, o ile znane jest n. Niestety, gdy n nie jest znane, nie wiemy ile faz
potrzeba i dla hipotetycznej liczby weztéw n musimy wykonaé n — 1 faz. Nie tylko
moze by¢ D = n — 1, ale dodatkowo wezly na Sciezce (w tym wypadku graf jest
skierowang, $ciezka dlugosci n — 1) moga by¢ w takiej kolejnosci, ze w jednej fazie m
poznaje tylko jeden nowy wezel. Dlatego w schemacie podwajania (i pseudokodzie)
liczba faz wynosi n — 1, a stad czas powiadomienia — O (n2) a nie O (nD).
Zauwazmy jeszcze, ze kazdy wezet po tym, gdy nadal wiadomosé, moze sie zdez-
aktywowaé, gdyz wie, ze zostal ustyszany. Dotyczy to zaréwno wywotania dla
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okreslonego n, jak i schematu podwajania. Modyfikacja ta zapewnia dodatkowo, ze
protokoé!t terminuje, a jego czas terminacji wynosi, tak samo jak czas powiadomienia,
O (n2) Pseudokod prezentujemy dla tak zmodyfikowanej wersji protokotu.

Mozna zezwoli¢ wezlowi v, ktory otrzymal (po raz pierwszy) m w fazie k w
rundzie wczesniejszej niz k, by nadal m i zdezaktywowal sie jeszcze w rundzie
k. Jest to usprawnienie, ktére moze przyspieszy¢ protokét, lecz nie musi — ma
doktadnie te sama gwarancje na czas powiadomienia i terminacji. W pseudokodzie
nie uwzgledniamy tej heurystyki, by zwiekszy¢ czytelnosé.

Dane niejawne: G(V, E)
Dane jawne: n, s, m

/* faza 1 */

s nadaje m;

for k=2,....,n—1do /* kolejne fazy */
for v=1,2,...,n do /* kolejne rundy fazy k */

if wezet v otrzymat m po raz pierwszy w fazie i — 1 then
v nadaje m;

Protokél 3: Protokol ROuND-ROBIN

Twierdzenie 3. Protokét ROUND-ROBIN przeprowadza rozgtaszanie i terminuje
w czasie O (n2) dla dowolnego grafu o n wierzchotkach.

3.2. Pewien szczegdlny przypadek. Nietatwo wymysle¢ jak poprawié¢ Protokot
RoOUND-ROBIN lub podejsé inaczej do problemu rozgtaszania. Rozwazymy szcze-
gélny przypadek, ktory naprowadzi nas na wtasciwy trop. W Protokole ROUND-
ROBIN kazda faza, dzieki odpowiednio dobranym rundom, gwarantuje, ze wiado-
mo$¢ poznaje co najmniej jeden nowy wezet. Poniewaz nie ma lepszej gwarancji na
liczbe tych weztow, wykonujemy n — 1 faz. Nie wida¢, jak poprawi¢ gwarancje i w
konsekwencji zmniejszy¢ liczbe faz. Moze uda sie za to zmniejszy¢ liczbe rund w
fazie?

Przypus$émy, ze wezly sieci maja stopienn wejSciowy ograniczony przez d — in-
tuicyjnie niski stopien wejsciowy to mniej potencjalnych kolizji. O kazdej z faz
ROUND-ROBIN mozna myS§leé¢, ze gwarantuje weztowi v, ktéry poznal m w fazie k,
ze przekaze m dalej w fazie k41, gdyz nadaje bez kolizji. Spéjrzmy z drugiej strony
— rozwazmy wezel v, ktéry nie zna m, ale taki, ze m w poprzedniej fazie poznat
co najmniej jeden jego poprzednik. Wezet v nazwiemy niepowiadomionym weztem
granicznym a jego znajacego m poprzednika powiadomionym weztem granicznym.
Gwarantujemy, ze w fazie k + 1 co najmniej jeden (a nawet ze kazdy) ze znajacych
m poprzednikéow v, nada m bez kolizji.

Widaé juz, ze gdy wiemy, ze V,cvdegin (v) < d, wspomniany warunek moze
by¢ latwiejszy do spelnienia — a w konsekwencji mozna zmniejszy¢ liczbe rund w
fazie. Ponizej prezentujemy przyktadowe rozwigzanie dla d = 11 d = 2 oraz Uogol-
niony Protok6t ROUND-ROBIN, w ktérym kolejne rundy kazdej z faz wyznaczone
sa przez pewna rodzine podzbioréw zbioru [n]. Znalezienie rodzin o matej mocy i
uzytecznych wlasnosciach oraz ich umiejetne wykorzystanie bedzie naszym dalszym
celem.

W trywialnym przypadku d = 1 wystarczy jedna runda, w ktérej nadaja wszyst-
kie wezly znajace m, gdyz nie moga sie zagluszy¢. Dla d = 2 jest nieco trudnie;j.
Zalozmy dla uproszczenia, ze n = 2™ — 1. Wtedy wystarczy 2m = dlog (n + 1)
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Dane niejawne: G(V, E)

Dane jawne: n, s, m

Dane pomocnicze: F = {Fl, ... ,F|}—|}

/* faza 1 */
s nadaje m;

for k=2,3,...,n—1do /* kolejne fazy x/
for i=1,2,...,|F| do /* kolejne rundy fazy k x/

foreach v € F; do
if wezet v otrzymat m po raz pierwszy w fazie k — 1 then
v nadaje m;
Protokél 4: Uogodlniony Protokét ROUND-ROBIN

rund — w rundzie 2i — 1 nadaja wezly znajace m, ktorych i-ty bit identyfikatora
wynosi 0, a w rundzie 2i — te ktére znaja m a i-ty bit ich identyfikatora wynosi 1.
Rozwazmy niepowiadomiony v graniczny, ktéry ma dwoch przodkéw znajacych m
(gdy ma tylko jednego, analiza jest trywialna): u oraz u'. Poniewaz u # v’, istniej
bit, ktéry je ro6zni. Dla ustalenia uwagi niech to bedzie bit i-ty. W takim razie
jeden sposréd u, v’ przekazuje m do v w rundzie 2i — 1, a drugi w rundzie 2i.

Jak wida¢, maksymalny stopienn wej$ciowy ma wplyw na liczbe potrzebnych rund
w fazie. Ma rowniez wplyw na to, ktére wezty powinny jednocze$nie nadawaé: w
Protokole ROUND-ROBIN w kazdej rundzie nadaje tylko jeden wezel, w przyktadzie
dla d = 1 — wszystkie znajace m, za$ dla d = 2 tylko niektoére z nich. Wystarczy, by
w kazdej rundzie nadawal taki podzbiér weztéw znajacych m, by rodzina wszystkich
tych podzbioréw dla kolejnych faz gwarantowala, ze pewien niepowiadomiony wezet
graniczny pozna m. W naturalny sposob otrzymujemy definicje rodziny selektywnej.

Nim podamy definicje, zaznaczmy, ze réwniez w Uogblnionym Protokole ROUND-
ROBIN wezel moze niekiedy wykonaé¢ swoja faze transmisji i zdezaktywowacé sie w
tej samej fazie, w ktorej (po raz pierwszy) otrzymal m. Ponownie wystarczy, by
nie ,ominagl swojej kolejki”, tj. jesli otrzymal m w rundzie i, by nie nalezal do
zadnego ze zbiorow F}; dla j < i. Dla czytelno$ci nie uwzgledniamy tej heurystyki
w pseudokodzie.

3.3. Rodziny selektywne, silnie selektywne oraz selektory.

Definicja 1. Rodzing (n, k)-selektywng nazywamy rodzine F podzbioréw zbioru [n]
takg, ze

Vxcin), | x|<kIser] X NS =1.

O zbiorze S powiemy, ze wybiera X.

Potézmy U = V', k = d oraz niech zbiory nalezace do rodziny F beda zbiorami
wezlow nadajacych w kolejnych rundach kazdej fazy (pod warunkiem, zZe znaja
m). Definicja ta gwarantuje zadana wlasnosé¢ rodzin dla Uogolnionego Protokotu
ROUND-ROBIN: az do ukoriczenia rozglaszania w kazdej fazie pewien niepowiado-
miony wezel graniczny poznaje m.

W rzeczywistosci m poznaja wszystkie niepowiadomione wezly graniczne, ale nie
wiemy ile ich jest. Poniewaz moc rodziny (n, k)-selektywnej F jest liczba rund w
fazie dla graféw o maksymalnym stopniu wej$ciowym nie wiekzym niz k, chcemy
uzyskaé¢ rodziny (n, k)-selektywne o minimalnej mocy. Gdy nie zakladamy nic o
stopniu wejsciowym wezlow, interesuja nas rodziny (n,n — 1)-selektywne. Choé
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pokazemy, ze dla k = d = O (n) nie mozna uzyska¢ |F| = o(n), sprytniejsze
zastosowanie rodzin selektywnych i tak pozwoli uzyskaé lepsze rezultaty.

7 powyzszych powodéw godne zainteresowania sa zardéwno gorne, jak i dolne
ograniczenia na rozmiar rodzin selektywnych. Pokazemy pdézniej, jak z dolnych
ograniczen na ich rozmiar wywiesé dolne ograniczenia na czas powiadomienia pro-
tokolow rozglaszania. Tymczasem wprowadzmy jeszcze dwie struktury o zblizonych
wtlasnosciach.

Definicja 2. Rodzing silnie (n, k)-selektywnag nazywamy rodzine F podzbioréw zbioru
[n] takq, ze
Vxcn),|x|<kVeexIser X NS = {x} ,

tj. rodzina silnie selektywna rézni sie od rodziny selektywnej tym, ze mozna
wskazaé konkretny element zbioru X, ktéry bedzie jedynym elementem przekroju
X z pewnym zbiorem z rodziny F.

Definicja 3. (n, k)-selektorem nazywamy rodzine F podzbioréw zbioru [n] takq, ze
VXY Clnl, XNy =0,5 <|X|<k,|v|<kIser|X NS =1AY NS =0.
O zbiorze S powiemy, zZe wybiera X i omija Y.

Selektor jest konstrukecja podobna do dwoch poprzednich, choé jego wlasnosci sg
nieco inne. Po pierwsze, moc zbioréw X ograniczamy takze z doltu, po drugie, co
wazniejsze, istnie¢ ma zbior S, ktoéry ma dokladnie jeden wspoélny element z X, ale
tez nie ma wspoélnych elementéw z pewnym zbiorem Y. Ponizej prezentujemy dwa
fakty, wynikajace wprost z powyzszych definicji.

Fakt 1. Kazda rodzina silnie (n, k)-selektywna F, jest rodzing (n, k)-selektywng.

Fakt 2. Niech S;, dlai = 0,1,...,[logk] bedzie (n,Qi) -selektorem. Wtedy F =
U, 1S, jest rodzing (n, k)-selektywng.

Oba fakty wykorzystuja tylko cze$¢ wlasnosci rodzin silnie selektywnych i selek-
toréow. Z powodu stabszych wlasnosci rodzin selektywnych, nie wida¢, jak dzieki
nim uzyska¢ rodziny silnie selekywne lub selektory.

Rodziny selektywne zostaly wprowadzone w [CGGPRO0], jednej z pierwszych
prac po$wieconych rozglaszaniu w sieciach radiowych. Dzieki rodzinom selektyw-
nym uzyskano tam pierwszy protokot o czasie powiadomienia o (n2), doktadnie

(@) (n%) Selektory zostaly wprowadzone w [CGRO0] i pozwolily uzyskaé jeden z

najlepszych znanych obecnie wynikéw. Przedstawiamy go w dalszej czesci pracy,
ale juz teraz zaznaczamy, ze czas powiadomienia protokotu z [CGROO0] zalezy od
rozmiaru selektoréw.

Nasza definicja selektora rozni si¢ nieznacznie od tej z [CGRO00] i [Ind02], miano-
wicie u nas moc zbioru X spelnia nieréwnosci g < |X| £ k, za$ we wspomnianych
pracach bylo to g < |X| <k

Czasami rodziny selektywne i selektory bedziemy zapisywac nie jako rodziny
podzbioréw [n] a jako ciagi tych podzbioréw. Bierze sie to z tego, ze bedziemy po-
trzebowaé, by byly one w okre§lonym porzadku, tak jak w Uogoélnionym Protokole
ROUND-ROBIN.

3.4. Niekonstruktywne ograniczenia gérne na rozmiary rodzin selektyw-
nych i selektoréw. Pokazemy teraz, ze istnieja rodziny (n,d)-selektywne, oraz
(n, d)-selektory rozmiaru O (dlogn). Mimo, ze z faktu istnienia (n,d)-selektorow
rozmiaru O (dlogn), na podstawie faktu 2 wynika istnienie rodzin (n, d)-selektywnych
tego samego rozmiaru, podamy oba dowody. Oba sa przyktadem zastosowania
metody probabilistycznej, nie daja wiec konstrukcji tych obiektéow. Twierdzenie
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dotyczace rodzin selektywnych pochodzi z [CMSO01], zas dotyczace selektorow z
[CGRO0]. Na koniec podamy odrobine silniejsze ograniczenie gorne dla rodzin se-
lektywnych, pochodzace z [CMS03].

Twierdzenie 4. Dla kazdych n,k € N, 2 < k < n istnieje rodzina (n,d)-selektywna
F taka, ze |F| = O (klogn).

Dowdd. Wylosujmy elementy rodziny F. Przypominamy, ze kazdy z nich jest pod-
zbiorem [n]. Wylosujemy m takich zbioréw, gdzie warto$¢ m ustalimy podzniej,
w nastepujacy sposéb: F = {F;}.~,. Dlai = 1,2,...,moraz j = 1,2,...,n,
Pr[j € F;] = 1/k, gdzie losowania sa niezalezne. Oszacujemy teraz prawdopodo-
bienstwo, ze F nie jest rodzing (n, k)-selektywna, czyli ze istnieje zbior W C [n],
|W| = h <k taki, ze zaden zbior F' € F nie wybiera W.

Pr[BAD] = Pr[F nie jest rodzing (n, k) -selektywna] <

k m k
Pr[Bap] < Znh <1 — 42) < Znhe—ffkm )

Pol6zmy teraz m = 4kGlogn, gdzie 0 > 2. Wtedy

k k k
1 1 1
v ,—Bhlogn __ h—hg _ _
Pr[Bap] <) n'e => n <> A1 = pp—2 = e
h=1 h=1 h=1
Utworzona w ten sposob rodzina F spelia |F| = O (klogn) oraz z duzym
prawdopodobieristwem jest rodzing (n, k)-selektywna. O

Twierdzenie 5. Dla kazdych n,k € N, 2 < k < n istnieje (n, k)-selektor S taki,
ze |S| = O (klogn).

Dowdd. Losujemy m elementéw selektora S podobnie jak poprzednio, ale z nieco

innym rozktadem prawdopodobienstwa: S = {S;}.",. Dla i = 1,2,...,m oraz
j=12...,n, Pr[j € S;] = 1/k+1, gdzie losowania sa niezalezne. Ustalmy
i € [m] oraz rozlaczne zbiory X i Y takie, ze ich moce z = |X| oraz y = |Y|

spelniaja nieréwnosci: k/2 < z < k oraz y < k. Wtedy

Pr[|S;iNX|=1A85NY =0] =
x—1 Yy
:x.#. I_L 1_# —
kE+1 k+1 k+1

T 1 \*" 1 1 \26+D
— I — >- (1o —— > -
k kE+1 =9 k1 = 32

Ostatnia nierownosé, jak poprzednio, wynika z monotonicznosci ciagu (1 — 1/k)
7Z niezaleznosci zbioréw S; dostajemy

k
Pr[S nie jest (n, k)-selektorem] <

k k m m m
n n\ (31 9 o (31 ar 31 _3 1
< — < — < — < = ——
< 2 (JJ) 2 (y> (32) =k (32) =" \R) =" n®W

z=k/2 y=0

jesli potozymy m = —L (4k + 3) log n. O

log %
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W pézniejszej pracy [CMS03] pokazano lepsze ograniczenie gorne na rozmiar
rodziny selektywnej. Wynik ten prezentujemy zaraz po dwéch prostych faktach, z
ktorych korzysta. Fakty te uzupelniamy o dowody, pominiete w [CMS03].

Fakt 3. Dian,k € N, k < n, zachodzi log (Z) =0 (k; log & + k)

Dowdd. Logarytmujac nieréwnosé
n\k n n-e\k
() =)= (%)
k k k

n n
log - <1
kng_Og(k

otrzymujemy
) < klog% +kloge .

d
Fakt 4. Dlan,h € N, takich, ze 2" < n, zachodzi Z?:o 2% log 5 = 0O (Qh log 5% + 2h).
Dowad.

h h h h
(1) ZTlog%:lognZT—ZiT: (2" —1)logn — 2’
=0 1=0 1=0 i=0

. b o . b
By otrzymac¢ wartos¢ ). i2', rozwazmy sume y . iz’

Y _ ! 2h 1Y
Zix’:ZixZ:ZZ‘- l —x(Zm) —x(Zx) —x(H> =
:x.(h—l—l)xh(x—l) (ach+1—1):x'h~z —(h+1)z" +1

(@ —1)° (z —1)°

Podstawiajac = = 2 otrzymujemy

Zﬁ 2(h2M —(h+1)2" + 1) =2" 2h — (h+ 1)) +2=2"T1 (h—1)+2.
Wstawiajac powyzszy wynik do (1), uzyskujemy
ZQzlog Qh“ )logn—2thl (h—1)—2=2""1(logn —h+1)+2—logn .

O

Twierdzenie 6. Dla kazdychn,k € N, 2 < k < n istnieje rodzina (n, k)-selektywna
F taka, ze |F| = O (klog % + k).

Dowdd. Zmodyfikujmy lekko Definicje 1 — powiemy, ze rodzina F jest selektywna
dla rodziny S, jesli dla kazdego S € S istnieje F' € F taki, ze |[SNF| = 1.

Niech §; dla i = 1,2,...,[logk] bedzie rodzing wszystkich podzbioréw [n] o
mocach z przedziatu (2°71,2¢]. Rozwazmy rodzine F; o mocy [; (ktore ustalimy
pozniej), ktorej kazdy zbior F' losujemy nastepujaco: dla kazdego = € [n] niezaleznie
okre§lamy, ze x € F z prawdopodobienistwem % Mamy wiec Vrer, Voem) Prlz €

Ustalmy zbiér S € §; i rozwazmy zbiér F' € F;. Wtedy

|S\ 1\ /51 |S] 1 | |
NF|= - Z2li-=) >
[|S | 1] 50 1 9 > 90 1 5i 1.

oo |
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gdzie srodkowa nieréwnos¢ ponownie wynika stad, ze ciag (1 — %) jest rosnacy.
Poniewaz zbiory z F; losujemy niezaleznie, prawdopodobienistwo, ze F; nie jest
rodzing selektywna dla S;, szacujemy przez

Pr[BAD] = Pr [F; nie jest rodzing selektywna dla S;] <

2! 1; 9t '
< Z Pr [F; nie wybiera S| < Z (Z) (1 _ ;) < Z <Z>elg .

SeS; d=2i—141

Wystarczy wybrac [; = 81In ((;:)2%), by dosta¢

2 ) 2 n 2 gl g
PrBanj< 3 (Z)e—s: > (%Lig oLzt

d=2i-141 d=2i-141 \2° d=2i-141

gdzie nier6wnosé¢ pomiedzy skracanymi symbolami Newtona wynika z nieréwnosci
d<2' <2

Powyzsza nieréwno$¢ pokazuje, ze z niezerowym prawdopodobienstwem wylo-
sujemy F; bedace rodzing selektywna dla S;. Teraz pozostaje zajaé sie jej roz-
miarem. 7Z Faktu 3 wynika, ze log (?) =0 (t log % + t), a stad bezposrednio, ze
I; < c2 (1og% + 1) dla pewnej statej ¢ > 0, czyli |F;| < 2 (log% + 1) dla tej
samej statej c. Wreszie, rodzina

[log k]
F=U &
i=1
jest rodzina (n, k)-selektywna, za$ jej rozmiar, na mocy Faktu 4, wynosi
Mog k] [og k] i " .
|F| < ; || < ; c2 (log?Jrl) = O(klog%Jrk) .

O

Warto zauwazy¢, ze w konstrukcji rodziny selektywnej w powyzszym dowodzie
osobno rozwazalismy zbiory X o mocach z przedziatow (2°,2°%1], tj. faktycznie
zajmowaliSmy sie zbiorami X jak w definicji selektora (Definicja 3). Ostatecznie
rodzine selektywna otrzymalis§my jako sume podobng do tej z Faktu 2. To pomyst
z selektoréw, by osobno traktowaé zbiory X o mocach z przedzialow (Qi,Qi“},
pozwolil nam poprawi¢ ograniczenie.

W [CMS03] w powyzszych faktach i twierdzeniu w ograniczeniach nie wystepowat
sktadnik k& (ew. 2"). Dodaliémy go, by uniknaé¢ niejasnosci dla k bliskiego n —
wtedy log 7 moze by¢ dowolnie bliskie 0. Oczywiscie najwazniejsze jest ograniczenie
gorne na rozmiar rodziny (n,k)-selektywnej. Dla dowolnego k taka rodzina jest
rodzina wszystkich n singletonow z [n], wiec k = © (n) nie jest najwazniejszym dla
nas przypadkiem.

Potencjalnie jest mozliwe, ze istnieja rodziny selektywne lub selektory o jeszcze
lepszych parametrach niz uzyskane. Z tego powodu interesuja nas ograniczenia
dolne na ich rozmiary. Podajemy je w dalszej czesci pracy. Okazuje sie, ze poka-
zane powyzej ograniczenia goérne na rozmiar rodzin selektywnych sa optymalne, za$
selektoréw prawie optymalne.

Pokazali$my, ze istnieja rodziny selektywne i selektory niewielkich rozmiaréw,
a nawet ze mozna je latwo wylosowaé¢ z duzym prawdopodobieristwem sukcesu.
Daje nam to wylacznie ograniczenie gorne na rozmiary tych obiektéw, bez mozli-
wosci zastosowania ich w deterministycznych protokotach rozgtaszania. Z drugiej
strony, nawet gdyby dopusci¢ mozliwosé¢ losowania rodzin selektywnych (selekto-
row), trudno byloby zapewnié, ze kazdy wezel wylosuje te samg rodzine (selektor).
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Dlatego wciaz interesuja nas konstrukcje explicite, o tych samych, lub niewiele
wiekszych rozmiarach.

Rodziny silnie selektywne wspominamy z dwoch powodéw: znajduja podobne
zastosowanie jak rodziny selektywne w ogélniejszym problemie multibroadcast a
dodatkowo ich konstrukcje znane sg od lat. W naturalny sposéb dostarczaly réow-
niez konstrukcji rodzin selektywnych, jednak o zbyt duzych rozmiarach. Celowo
pomijamy gdérne ograniczenia na rozmiar rodzin silnie selektywnych, bowiem dolne
ograniczenia na rozmiar rodzin silnie selektywnych sa duzo wieksze niz rozmiary
znanych obecnie konstrukeji selektorow. Wiecej na ten temat w dalszej czesci pracy.

4. NIETRYWIALNE GORNE OGRANICZENIA NA CZAS ROZGLASZANIA

W tym rozdziale zaprezentujemy dwa wyniki. Pierwszy z nich to protokét z
[CMSO01], ktory gwarantuje czas powiadomienia uzalezniony od trzech parametrow
grafu: n, D, d. Jego czas powiadomienia wynosi O (Dd log & log® n) Jakkolwiek
daje to czas w (n2) gdy D = Q(n), d = Q(n), to nie zawiera n jako czynnika
liniowego, przez co daje przyzwoite wyniki gdy d i D sa male.

Drugi protoko6t pochodzi z [CGRO0] i jest jednym z najszybszych protokotow —
jego czas powiadomienia wynosi O (n log2 n) Jak sie pozniej okaze, jest to bardzo
dobry wynik, niestety zalezy tylko od n, tj. dla wspomnianych matych D i d moze
nie by¢ konkurencyjny. Wynik ten zostal poprawiony pézniej w [KP03b] do silniej
zalezacego od parametrow grafu O (nlognlog D).

4.1. Protokél zalezny od n, D i d. W poprzednim rozdziale motywacja dla
wprowadzenia i badania rodzin selektywnych byta proba przyspieszenia Protokotu
ROUND-ROBIN dla graféw o ograniczonym stopniu wejsciowym wierzchotkéow. Te-
raz rozwiniemy ten pomyst w oparciu o [CMS01], poprawiajac drobne btedy', ktére
tam wystepowaly.

Chcemy opracowaé kolejne protokoly BROAD-A, BROAD-B i BROAD-C, ktoére
przeprowadza rozglaszanie dysponujac coraz mniejsza wiedza na temat grafu. BROAD-
A zaktada znajomosé n i d, BROAD-B tylko n, za§ BROAD-C nie zaklada o grafie
nic. Chcemy przy tym, by czas powiadomienia tych protokoléw istotnie zalezal od
tych trzech parametréw, w szczegélnosci by n nie wystepowalto w nim jako czynnik
liniowy.

4.1.1. Protokét zalezny od n i d. Protokol BROAD-A wtasciwie opracowaliSmy juz
wezesniej — to Uogodlniony Protokét ROUND-ROBIN, ktorego fazy wyznacza ro-
dzina (n,d)-selektywna. Jak poprzednio, kazdy wezel po wykonaniu pelnej fazy
transmisji dezaktywuje sie. Przypominamy, ze protokét sktada sie z kolejnych faz,
z ktorych kazda sklada sie z tylu rund, ile wynosi moc rodziny (n,d)-selektywne;
F = {Fl,Fg,...,F]].—‘}. Z twierdzenia 6 wynika, Zze mozemy zalozyé¢, ze |F| =
@ (dlog% +d). W rundzie j fazy ¢ nadaja te wezly, ktére nalezg do F; oraz
odebraly m (po raz pierwszy) w fazie ¢ — 1. Jak wida¢, kazdy wezel nadaje naj-
wyzej jednej fazie. Dla porzadku ponownie zamieszczamy pseudokod protokotu.
7 wczesniejszej dyskusji o Uogélnionym Protokole ROUND-ROBIN i rodzinach se-
lektywnych, otrzymujemy:

Twierdzenie 7. Protokét BROAD-A uruchomiony na dowolnym grafie o n wierz-
chotkach, maksymalnym stopniuv wejsciowym d i maksymalnej odlegtosci od Zridta
D przeprowadza rozgtaszanie i terminuje w czasie O (Dd (log% + 1))

1o bledach i ich korekcie wiecej na konicu podrozdziatu.
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Dane niejawne: G(V, E)
Dane jawne: n, d, s, m
Dane pomocnicze: rodzina (n,d)-selektywna F = {Fy, Fs,..., Fiz }

/* faza 1 */
s nadaje m;

for i =2,3,...,n do /* kolejne fazy */
for j=1,2,...,|F| do /* kolejne rundy fazy i */

foreach v € F}; do

if wezet v otrzymat m po raz pierwszy w fazie i — 1 then
v nadaje m

Protokél 5: Protokél! BROAD-A

4.1.2. Protokdt zalezny od n. Na bazie BROAD-A opracujemy BROAD-B. Ustalmy
n, bo z tej wielko$ci BROAD-B moze korzystaé. Zauwazmy, ze mamy podobna
sytuacje co w ROUND-ROBIN — jesli zastosowaé schemat podwajania ze wzgledu
na d dla BROAD-A, dla kazdej wartosci d musimy wykonaé n faz, bo nie znamy D.
Z Faktu 4 czas powiadomienia wynositby O (nd (log % +1)). Chcielismy uniknaé
liniowej zaleznosci od n, wiec musimy szuka¢ innego rozwigzania.

Zamiast wykonywaé protokoty BROAD—A(n, 2i) dlai=0,1,...,[logn] sekwen-
cyjnie, uruchomimy je réwnolegle, przeplatajac rundy kazdego z nich. Zaktadamy,
ze rownolegle wywotania protokotu BROAD-A dla roéznych d sy czeSciowo zalezne —
jesli wezel v pozna m w rundzie t protokotu BROAD-A (n,2%), to pozna m réwniez
w rundzie ¢t w kazdym z rownolegtych wywolan BROAD-A (n,27) dla wszystkich j.
Stuzy to jedynie redukcji czasu terminacji. Podobnie bedzie w protokole BROAD-C:
oprzemy go przeciez na protokole BROAD-B — tam réwniez wezly ,nie beda kryé
swojej wiedzy”.

Ostatecznie wiec Protok6l BROAD-B sklada sie z kolejnych faz numerowanych
od 1. Kazda faza sktada si¢ z [logn] rund, numerowanych od 1. W rundzie j
fazy i wezty wykonuja runde i Protokolu BROAD-A dla d = 27. Oczywiicie mozna
pierwsza faze uczyni¢ wspolng dla wszystkich rownolegtych wykonan BROAD-A, bo
w jej jedynej rundzie s nadaje m. Nie czynimy tego w pseudokodzie, by skrécié
zapis.

Dane niejawne: G(V, E)
Dane jawne: n, s, m

for i =1,2,... do /* kolejne fazy */
for j=1,2,...,[logn] do /* kolejne rundy fazy i; w rundzie j
zaktadany stopieh wejéciowy nie wigkszy niz 27 x/

wykonaj i-ta runde protokotu BROAD-A (n,27);
Protokét 6: Protokot BRoaD-B

Twierdzenie 8. Protokét BROAD-B uruchomiony na dowolnym grafie o n wierz-
chotkach, maksymalnym stopniu wejsSciowym d ¢+ maksymalnej odlegtosci od Zrodia
D przeprowadza rozgtaszanie w czasie O (Ddlogn (1og 7+ 1)) i terminuje w czasie
O (Ddlogn (log T+ 1) + nlogn).
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Dowdd. Namocy Twierdzenia 7 wykonanie BROAD-A (n, 2/°8 41 sprawia, ze wszyst-
kie wezly poznaja m. W Protokole BROAD-B zajmie to [logn] razy wiecej czasu,
bo symulujemy réownolegle wykonanie [logn] protokotow. Stad czas powiadomie-
nia BROAD-B wynosi O (Ddlogn (log I+ 1)) Roéwniez czas dezaktywacji wezta
po otrzymaniu m wydluza sie [logn] razy. W protokole BROAD—A(n7 27) wynosi
on O (2j log 57 + 2j), co dla maksymalnej wartosci j = [logn]| daje O (n). Stad
czas terminacji BROAD-B wynosi O (Ddlogn (log I+ 1) + nlog n) (]

4.1.3. Ostateczny protokst. BROAD-C mozna tatwo uzyskaé wykonujac kolejne fazy
takie, ze faza i sklada si¢ z i rund a runda j nalezy do protokolu BROAD-B(27).
Niestety, rownie latwo stwierdzi¢, ze wtedy czas powiadomienia i czas terminacji
BRroaD-C to odpowiednio te czasy dla BROAD-B podniesione do kwadratu! Poka-
zemy wydajniejszy sposob przeplatania protokotéw BROAD-B dla réznych n.

W tym celu zdefiniujmy rodzine funkcji

fo(2)=0, fo(z)=2"(k—-2) dlak=1,23,...

Protokot BRoOAD-C sklada sie z z kolejnych faz, numerowanych od 1. Faza k
sktada sie z k tur, numerowanych od 0. W turze [ fazy k wykonywane sa rundy

Foer ()41, fiit () +2, ..., fi (1) protokotu BROAD-B(zz’).

Dane niejawne: G(V, E)
Dane jawne: s, m

/* fo(z) =0, fr(z)=2F(k—-2) dla k=1,2,3,... */

for k=1,2,... do /* kolejne fazy x/

for | =0,1,...,k —1do /* kolejne tury fazy k */
for h=fr1()+1, fuer1 (D) +2, ..., fr(l) do /* kolejne rundy

tury [ fazy k */

wykonaj runde h protokotu BROAD-B (221);
Protokél 7: Protokét BRoaD-C

Nas interesuja oczywiscie rundy protokotu BROAD—B(22“°g' o "]), ktore wyko-

nywane sg w turach [loglogn] kolejnych faz. Tura [loglogn] po raz pierwszy
pojawia sie w fazie [loglogn] + 1. Z definicji funkcji fx (2) wynika, ze fi (k) = 0,
czyli Protokot BROAD-B dla kazdej wartosci n wykonujemy od jego pierwszej rundy.

Twierdzenie 9. Protokét BROAD-C uruchomiony na dowolnym grafie o n wierz-
chotkach, maksymalnym stopniu wejsciowym d i maksymalnej odlegtosci od Zridta
D przeprowadza rozgtaszanie w czasie O (Dd (log T+ 1) log® n) i terminuje w cza-
sie O (Dd (log T+ 1) log® n 4 nlog® n)

Dowdd. Przeprowadzimy analize dla czasu powiadomienia. Dla czasu terminacji
analiza jest analogiczna.

Rozglaszanie zostanie ukonczone wraz z konnicem wykonania BROAD-B (22“0g s ) .
Musimy oszacowag, kiedy zostanie wykonana ostatnia runda tego protokotu. Niech
jej numerem bedzie t.,, 4. Z Twierdzenia 8 wynika, ze tepqg = O (Dd logn (log I+ 1))
Zajmujemy sie gwarancja na czas powiadomienia a nie faktycznym czasem, wiec za-
lozymy, 7€ tenq = © (Ddlognlog (% 4 1)). Dolne ograniczenie tej wielkosci bedzie
wazne! Zauwazmy wiec, ze niezaleznie od wartosci d i D zachodzi tenq = © (log”n).



DETERMINISTYCZNY BROADCAST W SIECIACH RADIOWYCH 19

Teraz oszacujemy z gory keyq, numer fazy protokotu BROAD-C, w ktérej miesci
sie runda t.,,q. Gdy bedziemy juz dysponowaé ograniczeniem goérnym na keyq, tatwo
oszacujemy z gory liczbe rund w ke, 4 pierwszych fazach.

Oczywiscie kepnq jest najmniejsza taka liczba, ze

(1) kena > [loglogn], bo wezesniej BROAD-B (22ﬂog o M) nie jest wykonywane
(2) fr.., ([loglogn]) > tend, bo w turze [loglogn] fazy keng wykonywane sa
rundy BROAD—B(QQHog o M) az do f,,, ([loglogn]) wlacznie.

end

Podstawiajac k = [logtenq| oraz z = [loglogn]| w definicji fi (2) otrzymujemy
(2)  fhiogte,a] ([loglogn]) = 28 enal ([logt.,q] — [loglogn]) >
Z tend (|—10g tend—l - |—10g IOg ’I’L-‘) Z tend )
poniewaz tepg = €2 (log2 n) Oznacza to, ze zachodzi nieréwnosé

(3) kend < [logtend] < logtena + 1.

Teraz obliczymy, ile rund potrzeba na zakoriczenie ke, q-tej fazy. Z definicji faz
i tur wynika, ze potrzeba ich

kend k—1 kenda—1 kena
T=Y > D= ficr @)= D D ()= frmr () =
k=1 1=0 =0 k=Il+1
kend_l end 1

> (frewa () — Z Srena (1
=0

Podstawiajac z definicji wartos¢ f_, , (1) otrzymujemy

kena—1 kena—1

(4) Z Froa (1) = > 2Fen (kopg — 1) < 2¥nak2,
1=0
Podstawiajac w nieréwnosci (4) ograniczenie na ke,q z nieréwnosci (3), otrzy-
mujemy wreszcie

T <2 tepg (logtena + 1)2 =0 (tend log2 tmd) =0 (Dd (log% + 1) log3 n) .

Jak widaé, wystarczy przyjac za te,q czas terminacji Protokotu BROAD-B (22“0g sl ) ,
tj. tena = O (Dd logn (log% + 1) + nlog n), by identycznie wykazaé, ze protokot
BRrROAD-C zwieksza ten czas o czynnik log? n. O

W [CMS01] przedstawione byly bledne protokoty BROAD-B oraz BroAD-C.
Nie przeprowadzaly poprawnie rozglaszania, gdyz wezly dezaktywowaly sie zbyt
predko. Dodatkowo o protokole BROAD-B autorzy [CMS01] twierdzili, ze zar6wno
jego czas powiadomienia jak i terminacji wynosza O (Dd log n log %) Podobnie
miato by¢ w przypadku protokotu BROAD-C, ktory dodatkowo zalezal od parametru
a. Oba czasy mialy wynosi¢ O (Dd log & log' T n) dla dowolnej statej a > 0. Jed-

noczes$nie tura [ odpowiadaé¢ miata protokotowi BROAD-B (21) anie BRoAD-B (22l> .

W oszacowaniu czasu byl blad, ktérego poprawa wymagala nie tylko wspomnia-
nej zmiany dotyczacej tur, ale tez spelnienia nieréwnosci a > 2. Ostatecznie wiec
parametr « zniknal, gdyz optymalny wynik daje jego minimalna warto$é. Btedy
dostrzegl autor niniejszej pracy i poprawit protokét BROAD-B. Korekty protokotu
BroAD-C dokonali sami autorzy [CMS01]. Blad w szacowaniu czasu powiadomie-
nia dla Protokotu BROAD-C byl w nieréwnosci (2). By byla prawdziwa, potrzeba,
by [logtena| > [loglogn], co nie bylo prawda — dla malych d i D mogto byé
tena = O (log2 n)
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4.2. Szybki protokél rozglaszania. Przedstawimy teraz protokét DOBROAD-
cAsT z [CGRO0], ktory uzyskuje czas powiadomienia O (nlog®n), korzystajac z
(n, k)-selektoréw rozmiaru O (klogn). Twierdzenie 5 gwarantuje istnienie selekto-
row o takich rozmiarach, jednak nie daje konstrukcji. Dlatego dokonamy szacunku
odrobine ogolniejszego niz w [CGRO0], nie zaktadajac nic o rozmiarach selektorow.
Protokél DOBROADCAST, z czasem powiadomienia O (nlog”n) byl do niedawna
najszybszym znanym protokotem rozgtaszania. Na koncu podrozdziatu informu-
jemy o lepszym wyniku z [KP03b].

Dlaj=0,1,...,[logn], niech S/ = (Sg, S, anjq) bedzie (n, 27)-selektorem,
za$ m; jego rozmiarem. Protokét DOBROADCAST sktada si¢ z kolejnych faz, nume-
rowanych od 0, z ktérych kazda sklada sie z [logn]+1 rund, rowniez numerowanych
od 0. Zbior wezléw nadajacych (pod warunkiem, ze znaja m) w rundzie j fazy i to
S7 . Jak widaé, Protok6ét! DO-BROADCAST polega na réwnoleglym wykona-

i mod m;

niu protokotéw korzystajacych z (n, 27 )—selektoréw dla réznych j.

Dane niejawne: G(V, E)

Dane jawne: n, s, m

Dane pomocnicze: (n,2")-selektory S* = (S(’)“,Sf, cee ank_l), dla
0<k<[Jlogn]

for i =0,1,... do /* kolejne fazy */
for j=0,1,...,[logn] do /* kolejne rundy fazy 1 */

foreach v € S’ do

i mod mj;
if v zna m then
v nadaje m;

Protokél 8: Protokot Do-BROADCAST

Podczas analizy czasu powiadomienia bedziemy rozwazaé cztery klasy wezlow:
uspione, graniczne powiadomione, graniczne niepowiadomione i przetworzone. We-
zel uspiony to wezel nie znajacy m. Wezel graniczny powiadomiony to wezel zna-
jacy m, ktérego co najmniej jeden nastepnik nie zna m. Wezel graniczny niepo-
wiadomiony to uspiony weze, ktoérego co najmniej jeden poprzednik zna m. Wezet
przetworzony to wezel, ktoéry zna m i ktérego wszyscy nastepnicy rowniez je znaja.
Kazda zmiana stanu wezta z u$pionego na brzegowy powiadomiony, lub z brzego-
wego powiadomionego na przetworzony, wnosi 1 do postepu. Zauwazmy, ze obie te
zmiany moga nastapi¢ w jednej rundzie. Gdy postep wyniesie 2n — 1, wszystkie
wezly znaja m.

Pokazemy, ze dla dowolnej fazy i istnieje j takie, ze zamortyzowany postep w
kazdej z faz i,i+1,...,7 =i+ m; — 1 wynosi Q (%) Stad dostaniemy, ze czas

J
powiadomienia wynosi O (nlogn - max; 5#). W szczegolnosci dla (n, k)-selektoréw
rozmiaru O (nlog®n) mamy m; = O (27log®n), a wiec czas powiadomienia wynie-
sie O (nlog'™n).
Lemat 1. Dla dowolnej fazy i protokotu DO-BROADCAST istnieje j takie, ze za-
mortyzowany postep w kazdej z faz i,i+1,...,4' =i+ m; — 1 wynosi Q (%)
J

Dowdd. Niech B bedzie zbiorem powiadomionych wezléw granicznych tuz przed
rozpoczeciem fazy i, za$ b niech bedzie takie, ze 2! < |B| < 2°. Dla j =1,2,...
niech Y} bedzie zbiorem weztéw, ktore byty uépione przed rozpoczeciem fazy i a po
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raz pierwszy otrzymaly m w jednej z faz 4,7 4+ 1,...,7 +m; — 1. Rozwazmy dwa
przypadki:
(1) Istnieje j takie, ze |Y;| > 27. Wtedy po m; rundach postep wynosi co
najmniej 2/. Zamortyzowany postep wynosi wiec co najmniej 27 /m;.
(2) Dla kazdego j zachodzi |Y;| < 27. Pokazemy, ze wszystkie wezly z B beda
przetworzone po m; fazach. Rozwazmy niepowiadomiony wezel graniczny
v. Niech X, bedzie jego zbiorem poprzednikéw nalezacych do B. X, jest
niepusty. Wezmy j takie, ze 2/~1 < |X,| < 2. Poniewaz zachodzi tez
Y| < 27, 87 zawiera zbior SJ, ktory wybiera X, i omija Yj. Zbior ten
bedzie zbiorem nadawcéw w j-tej rundzie jednej z faz ¢, ¢+1,...,i+m; — 1.
v otrzyma m, poniewaz 4
(a) doktadnie jeden poprzednik wezta v z X, nada m w tej rundzie, bo S},
wybiera X, A
(b) zaden poprzednik wezta v z Y; nie bedzie nadawal, bo S} omija Y.
(c) wezty uspione tuz przed rozpoczeciem fazy i, spoza Y; pozostaja uspione
az do fazy i + m; — 1 wlacznie, z definicji Y;
Dla kazdego rozwazanego v zachodzi X, C B, wiec |X,| < |B| < 2°. Stad
dla kazdego v zachodzi j < b. Zatem w ciagu my faz postep wynosi co
najmniej |B| > 271, czyli zamortyzowany postep wynosi (—b)

2
my
O

Jako bezposredni wniosek dostajemy

Twierdzenie 10. Jesli w Protokole DO-BROADCAST wykonywanym na grafie o n
weztach uzyjemy (n, 23)—selektoro’w rozmiary m;, jego czas powiadomienia wyniesie

.27
O(n-maxJ mj).

Warto zauwazy¢, ze j w powyzszym twierdzeniu moze wynie$¢ najwyzej [logn].
Dla nas jednak najwazniejszy bedzie ponizszy wniosek.

Whniosek 1. Protokét DO-BROADCAST, gdy uiyé w nim (n,2j)—selektor6w T0Z-
miaruy O (271og®n) osigga czas powiadomienia O (n log!Te n).

Nieprzypadkowo w Twierdzeniu 10 i Wniosku 1 mowa jest jedynie o czasie po-
wiadomienia. Wydaje sie, ze trudno uzyska¢ terminacje Protokotu DO-BROADCAST
dotychczasowymi metodami — bo kiedy wezet moze przesta¢ nadawac¢? W analizie
rozwazaliSmy dwa przypadki, w zaleznosci od tego, czy istnial zbiér Y; o mocy co
najmniej 27. Jedli taki zbiér nie istnial, powiadomione wezty brzegowe (a to one
wlasnie powinny umie¢ stwierdzi¢, kiedy staja sie przetworzone) przekazywaly w
ciagu my, faz wiadomosé m do wszystkich swoich nastepnikow.

Wiemy co prawda, ze my, = O (nlogn), ale ktopoty sprawia przypadek, w ktorym
istnieje zbior Y; o duzej mocy. Wtedy wiemy tylko, w ciagu m; faz co najmniej 27
nowych weztéw odebrato m. Nie wiemy za to, ktore sa to wezty! W szczegoélnosci
nie ma gwarancji, ze beda to wszyscy sasiedzi obecnych weztéw brzegowych!

Zdawatoby sie, ze skoro czas powiadomienia wynosi O (n log2 n), wystarczy, by
kazdy z weztéw nadawal zgodnie z protokotem tylko przez © (n log? n) rund, dla
odpowiednio dobranych stalych ukrytych w notacji. Czas terminacji byltby tego
samego rzedu co czas powiadomienia. Niestety, tylko przy znanym n. Poniewaz
n nie jest znane, wezly nadawalyby sygnaly w nieskorniczonos§é wedtug schematu
podwajania. A jednak da sie zapewnié¢ terminacje Protokoltu DO-BROADCAST w
czasie rOwnym czasowi powiadomienia — innymi metodami!

Opiszemy je wkrotce. Teraz wspomnim tylko, ze w [KP03b] podano protokot,
ktorego czas powiadomienia zalezy réwniez od D. Wynosi on O (nlognlog D), a
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wiec protokot z [KP03b] jest szybszy niz DO-BROADCAST, o ile log D = o (logn).
Jednak protokot z [KP03b] bazuje na znajomosci n a pozbycie sie tej zaleznosci jest
nietrywialne. Czas powiadomienia dla nieznanego n powieksza sie o czynnik rzedu
loglogn i wynosi O (nlognloglognlog D).

4.3. Przeplatanie protokoléw i szybsza terminacja. Protokét ROUND-ROBIN,
jakkolwiek wolny, ma te zalete, ze kazdy z wezléw nadaje w nim sygnat doktad-
nie raz. Pokazemy jak wykorzystaé¢ ten protokél do uzyskania terminacji innych
protokotéw, lub poprawienia ich czaséw terminacji. Podkre§lmy, ze nie jest to
problem wydumany: nie potrafiliSmy dotychczas zapewni¢ terminacji protokotu
Do0-BROADCAST, za§ w protokotach BROAD-B i BROAD-C czas terminacji réznit
sie od czasu powiadomienia sktadnikiem, ktérego nie mozna zaniedbac.

Pomocny okazuje sie pomyst, ktéry pojawit sie wtasnie w tych protokotach, tj.
roéwnoleglte wywolania réznych protokotéw. Wystarczy przeplesé¢ dowolny protokot
z Protokotem ROUND-ROBIN, np. w rundach nieparzystych wykonywaé¢ ROUND-
ROBIN a w parzystych protokél, ktory chcemy poprawié. Jak poprzednio, wiedza
weztow w tych wywotaniach jest wspolna. Wspélna tez bedzie terminacja — przy-
pominamy, ze w omawianych protokotach wezel dezaktywuje sie, gdy jest pewien,
ze przekazal m do swoich nastepnikéw. Wystarczy, ze uda sie to jednemu z prze-
platanych protokotéw, by w obu wezel mogt sie zdezaktywowacd.

Faktycznie korzystamy z wlasnosci terminacji Protokolu RounD-ROBIN (dla
znanego n), ktora gwarantuje, ze kazdy wezel dezaktywuje sie w czasie O (n) od
otrzymania wiadomo$ci m. Oczywiscie jako terminatora mozna uzy¢ dowolnego
terminujacego protokotu, ale liniowa wzgledem n gwarancja ROUND-ROBIN jest
najlepsza z tych, jakie uzyskalismy.

Przez przeplecenie protokotu DO-BROADCAST z ROUND-ROBIN dostajemy wiec
protokol o czasie terminacji O (nlog”n+n) = O (nlog®n). Podobnie w przy-
padku Protokotu BROAD-B (w ktérym zakladamy znajomosé¢ n) dodatkowy sktad-
nik w czasie terminacji mozna zredukowa¢ z O (nlogn) do O (n). W protokole
BRroAD-C przeplatamy juz zmodyfikowane Protokoly BROAD-B — w wyniku do-
datkowy skladnik w czasie terminacji zmniejsza sie o czynnik logarytmiczny. Poni-
zej prezentujemy te fakty w postaci wnioskow.

Whiosek 2. Jesli w protokole DO-BROADCAST wykonywanym na grafie o n we-
Zach uzyjemy (n, 2j)—selektom’w rozmiaru m; 4 dodatkowo przepleciemy go z Proto-
kotem ROUND-ROBIN, czas powiadomienia i terminacji wyniesie O (n - Max; %)
Whniosek 3. Protokét DO-BROADCAST przepleciony z Protokotem ROUND-ROBIN,
gdy uzyjemy w nim (n, 2j) -selektorow rozmiaru O (2j log© n) mamy m; = O (2j log© n)
osigga czas powiadomienia i terminacji O (n log'*e n)

Whniosek 4. Protokét BROAD-B(n) przepleciony z Protokotem ROUND-ROBIN i
uruchomiony na dowolnym grafie o n wierzchotkach, maksymalnym stopniu wejscio-
wym d 1 maksymalnej odlegltosci dowolnego wierzchotka od Zrodta D przeprowadza
rozgtaszanie w czasie O (Dd log n log %) i terminuje w czasie O (Ddlognlog T+ n)

Whiosek 5. Protokét BROAD-C oparty o przeplecione protokoty BROAD-B ¢ ROUND-
ROBIN, wruchomiony na dowolnym grafie o n wierzchotkach, maksymalnym stop-
niu wejSciowym d i maksymalnej odlegtosci dowolnego wierzchotka od Zrodta D
przeprowadza rozgtaszanie w czasie O (Ddlog%log3 n) oraz terminuje w czasie

O (Dd log 5 log® n 4 nlog? n)
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5. DOLNE OGRANICZENTA NA ROZMIAR RODZIN SELEKTYWNYCH, RODZIN SILNIE
SELEKTYWNYCH I SELEKTOROW

Zaczniemy od podania, bez dowodu, ograniczenia na rozmiar rodzin silnie selek-
tywnych, pochodzacego z [CMS01].

Twierdzenie 11. Niech F bedzie rodzing silm'e (n, d)-selektywng. Wiedy
o Jesli2<d<+2n-1, to|F| > 161 - logn.
o Jesli d > \/2n, to |F| > n.

Jak wspomnieli§my wczesniej, jest to ograniczenie na tyle duze, ze z naszego
punktu widzenia nie warto zajmowac sie rodzinami silnie selektywnymi. Do na-
szych zastosowan wystarczaja rodziny selektywne i selektory, dla ktérych znane sa
konstrukcje o mniejszym rozmiarze.

Dazymy do wykazania, ze kazda rodzina (n, d)-selektywna jest rozmiaru (d log (%) )
Korzysta¢ bedziemy z wtasnosci innej struktury kombinatorycznej, mianowicie ro-
dzin (stabo) roztqcznych (intersection free families). Sa one dobrze znane i opisane
w [FF85].

Definicja 4. Dia | < k < n, rodzina G k-podzbioréw zbioru [n] jest l-roztgczna,
jesli
Vr1 raeg|F1 N Fa| #1

W skrocie [-roztaczna rodzine k-podzbioréw zbirou [n| nazywaé bedziemy ro-
dzina (n,k,l)-roztaczna. Z [FF85] pochodzi réwniez ponizsze twierdzenie, ktore
przytaczamy bez dowodu.

Twierdzenie 12. Niech G bedzie rodzing (n,k,l)-roztgczng, gdzie 2l +1 > k oraz
k — 1 jest potegq liczby pierwszej. Zachodzi wtedy

9] < (7)22;’{:3

Nas interesowa¢ beda rodziny (n, k, k/2)-roztaczne, z pewnymi warunkami na-
tozonymi na n i k. 7Z powyzszego twierdzenia wyprowadzimy dla nich prostsze
ograniczenie gérne na rozmiar.

Whiosek 6. Niech G bedzie rodzing (n, k, k/2)-roztgczng, gdzie k jest potegq liczby
2 oraz k < 2% Zachodzi wtedy

11k n

1 < —log —

oglgl < 45 log o

Dowdd. Para (k,l = k/2), gdzie k jest potega liczby 2 spelnia zalozenia Twierdzenia
12. Potozmy [ = k/2. Korzystaé z ponizszych prostych nieré6wnosci

(5) <) < (5
) (9-50)

0\ (3F/2 n 1 3h/2
(5 552) e (3152

k)2
k)2
1 /2 3 k k 3k k
Slog<2(zn> (;) 3_k/2>=210g2+210g3+2loge—2—1<
k 11k
flog +5k‘ < —log n

k - 12 k:7
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gdzie w ostatnim przejsciu korzystamy z tego, ze k < Iz, czyli 1 < élog z- O

Teraz mozemy sformutowaé¢ i udowodnié twierdzenie o minimalnym rozmiarze
rodziny (n, k)-selektywnej.

Twierdzenie 13. Niech F bedzie rodzing (n, k)-selektywng, i niechn > 2,2 <k <
a5 Wiedy

k n
> log 2
1= 5ploe 1

Dowdd. Niech k' bedzie potega liczby 2 taka, ze & < k' < k. Zdefiniujmy graf
G w nastepujacy sposob: zbiér wierzchotkéw G to zbior wszystkich k’-podzbiorow
zbioru [n], za§ krawedzie tacza wierzchotki majace doktadnie & 5 wspOlnych elemen-
tow. Niech x (G) oznacza liczbe chromatyczna grafu G, zas$ « (G) moc najwiekszego
zbioru niezaleznego w G. Wykazemy, ze

k
flog <logx (G) < |F]|.

p S
Do wykazania lewej nieréwnosci skorzystamy z trywialnego oszacowania x (G) >

%. Poniewaz wierzchotki dowolnego zbioru niezaleznego grafu G tworza rodzine

n, k', %)—niezaleinq, mozemy skorzysta¢ z Wniosku 6, by uzyskaé
11
log x (G) = log |V (G) | — logar (G) = log (Z,) -1 log%
n 11k n _ k' n k n
> k'log — — log lo > —log— .
R TR PR TR P TR
Przy dowodzie prawej nieréwnosci skorzystamy z réwnie trywialnej nieréwnosci

X (U§:1 Gi) < Hle x (G;), prawdziwej dla graféw o tym samym zbiorze wierz-
chotkéw. Niech F = {Fl,Fg,.. Flf\} Grafy G;, dla 1 < i < |F|, definiujemy
nastepujaco: V (G;) = V (G) oraz E (G;) = {{u,v} € E(G): |[F;N(u+v)| =1}
Kazda krawedz {u,v} € E(G) nalezy do co najmniej jednego ze zbioréw E (G;),
bo

(1) |Ju+v| =k <k oraz

(2) F jest rodzina (n, k)-selektywna.

W takim razie G = Uﬁ‘l G,. Ponadto grafy G; sa dwudzielne, bo jeden z
wierzchotkéw u, v potaczonych w G; krawedzig ma nieparzysta liczbe wspolnych
elementéw z F;, a drugi parzysta:
l=|(u+v)NF|=unF|+vNE|-2unvnNF|=junF|+|vNF;| mod?2.

Zachodzi wiec ponizszy ciagg nieréwnosci:

| 7] | 7| | 7]
logx (G) =logx | [ JGi | <log[[x(Gi) Zlogx ) < |7
i=1 i=

O

Ograniczenie goérne z Twierdzenia 6 i dolne z Twierdzenia 13 sa réwne z do-
kladnoscia do statych, czyli optymalny rozmiar rodziny (n, k)-selektywnej wynosi
O (klog %)

W [Ind02] zaznaczono, ze z Twierdzenia 13 i Faktu 2 mozna uzyska¢ dolne
ograniczenie ) (k log %) na rozmiar selektora. Twierdzenie 13 przytaczono blednie
jako dajace ograniczenie dolne 2 (klogn) na rozmiaru rodziny selektywnej zamiast
poprawnego €2 (klog #). Wéwezas znane bylo jedynie stabsze gorne ograniczenie
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O (klogn) z Twierdzenia 4 z [CMS01], a ograniczenie gorne O (klog %) z Twier-
dzenia 6 z [CMS03] udowodniono po67niej.

Niezaleznie od tej niescistosci, nie da sie latwo wysnué dolnych ograniczen na
rozmiar selektoréw dzieki takim ograniczeniom na rozmiar rodzin selektywnych.
Podstawa wnioskowania mial by¢ Fakt 2, méwiacy, ze suma odpowiednich selek-
torow jest rodzing selektywna. Jesli zalozy¢, ze istnieja (n, k)-selektory rozmiaru
) (k; log %), to z Faktéw 2 i 4 wynika istnienie rodzin (n, k)-selektywnych rozmiaru
o (klog %), co jest sprzeczne z Twierdzeniem 13.

Sprzeczno$¢ ta nie daje ograniczenia dolnego € (klog %) dla dowolnych n,k,
jak sugeroano w [Ind02]. Wynika z niej jedynie, ze dla nieskoriczenie wielu par
(n, k) rozmiar (n, k)-selektora wynosi 2 (k: log %) O k z tych par mozna dodatkowo
przyjac, ze sa potegami liczby 2.

W definicji 3 selektora mamy % < |X| < k, nie wynika wiec z niej monotonicznosé
ze wzgledu na k: (n, k)-selektor nie musi by¢ (n, k’)-selektorem dla k¥ < k. Co za
tym idzie, nie mozemy przenie$¢ uzyskanego dla pewnych szczegolnych par (n, k)
ograniczenia dolnego na wszystkie pary (n, k).

5.1. Dolne ograniczenia na czas rozglaszania. Zastosujemy teraz Twierdzenie
13, méwiace, ze dla rodziny (n, k)-selektywnej F, |F| = Q (klog %), by uzyskaé
dolne ograniczenie 2 (nlogn) na czas deterministycznego rozglaszania bez sponta-
nicznej komunikacji w sieciach radiowych. Jakkolwiek w prezentowanych twierdze-
niach pojawia sie dodatkowo parametry D i d, mozna tak je dobra¢, by uzyskaé
ograniczenie €2 (nlogn). Dowody polegaja na takim przypisaniu identyfikatorow
weztom odpowiedniego pelnego grafu warstwowego, ze przekazanie m z dowolnej
warstwy do kolejnej wymaga dtugiego czasu. Oba twierdzenia pochodza z [CMSO01].

Definicja 5. Graf skierowany G nazywamy petnym grafem warstwowym, gdy

(1) G sktada sie z D + 1 warstw, Lo, Ly, ...,Lp dla pewnego D naturalnego,

(2) L; to zbior weztéw odlegtych od zrédta o 1,

(3) Lo = {s}, tj. zawiera wytgcznie Zrodto,

(4) dla 0 < i < D, (Li,Liy1) tworzy petny graf dwudzielny z krawedziami
skierowanymi od L; do L; 4.

Twierdzenie 14. Dla dowolnego deterministycznego protokotu rozgtaszania P bez
spontanicznej komunikacyi oraz dowolnych n i D takich, ze D > 64, istnieje n-
wierzchotkowy graf G o maksymalnej odlegtosci od #rédta wynoszqcej D taki, ze
czas powiadomienia P na G¥ wynosi Q (nlog D).

Dowdd. Twierdzenie udowodnimy dla silniejszych protokotow pétwszechwiedzgcych.

Protokot jest potwszechwiedzacy, gdy akcja wezta v w chwili ¢ zalezy wylacznie od
e jego identyfikatora v,

chwili z,

n, tj. liczby weztow w grafie,

d, tj. maksymalnego stopnia wej$ciowego weztow,

historii transmisji wszystkich wezléw grafu G,, tj. zapisu odebranych przez

niego sygnaltéw w czasie od 0 do ¢, gdzie G, to graf poprzednikow v: podgraf

grafu G indukowany na wierzchotkach, z ktérych v jest osiggalny.

Protokol pétwszechwiedzacy jest silniejszy od dotychczas rozwazanych, bo v zna
nie tylko swoj stan, ale réwniez stany wszystkich swoich poprzednikéw praz para-
metry grafu: nid. W szczegblnosci kazdy wezet od samego poczatku zna m, skoro
jest osiagalny ze zrodta. Wymagamy jednak, by m zostalo mu przestane przez inny
wezel a jednoczes$nie nie dopuszczamy spontanicznej komunikacji. Kazdy z weztow
moze wiec nadawaé dopiero gdy m zostanie do niego przestane, tj. sama znajomos§é
m nic mu nie daje.



26 LUKASZ JEZ

RYSUNEK 2. Pelny graf warstwowy.

Teraz definiujemy graf GT. G* jest pelnym grafem warstwowym o D + 1 war-
stwach, Lo, L1,...,Lp, jak w Definicji 5. Kazda z warstw Li,Ls,...,Lp_1 ma
nie wiecej niz |54 | wezlow, za$ Lp stanowia wszystkie pozostate wezly. Kluczem
dowodu jest takie rozmieszczenie weztéw w warstwach i przypisanie im identyfika-
toréw, ze przekazanie m do kazdej kolejnej warstwy trwa 2 (% log D) rund.

Poniewaz D > 64, zachodzi [%W < 61—4 [g} i z Twierdzenia 13 wynika, ze istnieje
stala ¢ > 0 taka, ze kazda rodzina ([%W , [%U—selektywna ma rozmiar przynaj-
mniej T = [c% log D] . Dowodzone twierdzenie jest prosta konsekwencja ponizszego
lematu. (]

Lemat 2. Dia kazdego j = 1,2,...,D, mozna rozmiesci¢ wezty w warstwach
Li,Loy,...,L; grafu GF tak, ze P nie przekaze wiadomosci m do warstwy L; przed
chwilg (j — 1) T, gdzie T = [c% log D] dla pewnej statej ¢ > 0 jest dolnym ograni-
czeniem na rozmiar rodziny ([%W , [%D—selektywnej.
Dowdd. Indukcja wzgledem j. Teza jest spelniona w sposob trywialny dla j = 1.
By dowiesé kroku indukcyjnego zdefiniujmy dla j =1,2,...,D —1
e G; jako podgraf konstruowanego G¥ indukowany na wezlach z warstw
Lo, Lq,...,Lj; Gy jest grafem poprzednikéw dla kazdego wezla z warstwy
Ljiq
o AT} ={(j—-1)T,j—-1)T+1,...,;T -1}
Zalozmy, ze teza zachodzi dla kazdego j' < j a warstwy L1, Lo, ..., L;_q zostaly
juz zgodnie z nig ustalone. Zdefiniujmy

j—1
Ry =V (G")\ | Ln,
h=0

tj. R; to zbior weztéw, ktore nie zostaly jeszcze przydzielone do zadnej warstwy.
Sposréd nich wybierzemy te, ktére utworza warstwe L;. Mozemy wybiera¢ sposréd
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wielu weztéw: |R;| > [%], bo

Jj—1

== Stz 5] 0012 (o [3]) r2[35] -12[3]

h=0

Niech wiec R} bedzie dowolnym podzbiorem R; o mocy [%W Symulujemy za-
chowanie wezlow z R; podczas wykonania protokotu P przy zatozeniu, ze Gj_1 jest
grafem poprzednikéw kazdego z nich. Oznaczmy

Sy = {v € R}: i nadaje w chwili (j —1)T +1t}
.7:: {Sl,SQ, .. '7ST—1} .

Poniewaz |F| < T, F nie jest rodzing ((%1 , {%J)—selektywn@, wiec istnieje
podzbiér L C R} 0 mocy nie wiekszej niz L%J, ktorego nie wybiera zaden ze
zbioréw z rodziny F. Wybieramy L; := L, gwarantujac, ze wezly z warstwy L; nie
przekaza wiadomosci m do L1 az do ostatniej rundy przedziatu AT} wiacznie —
pamietajmy, ze same poznaja m najwczesniej w rundzie (j — 1) T. O

Twierdzenie 15. Dla dowolnego deterministycznego protokotu rozgtaszania P bez
spontaniczej komunikacji oraz n, D i d takich, ze (D —1)d+1 < T i jednoczesnie
d < 155 istnieje n-wierzchotkowy graf GP o maksymalnej odlegtosci od zrédta wy-
noszgcej D i maksymalnym stopniu wejsciowym d taki, Ze czas powiadomienia P

na G wynosi (Dd log %)

Dowdd. Dowdd jest podobny do dowodu Twierdzenia 14, wiec przedstawiamy tylko
gltowne roznice. Teraz kazda z warstw Ly, Lo, ..., Lp_1 zawiera najwyzej d weztow,
za$ Lp (jak poprzednio) sktada sie ze wszystkich pozostatych. Lp mozna polaczyé¢
z Lp_1 tak, by stopnie wejSciowe weztéw z Lp nie przekraczaly d, bo stopien
wyjSciowy weztéw z Lp_1 moze by¢ dowolnie duzy. Nie gwarantujemy, ze pokonanie
ostatniej warstwy wymaga duzego czasu — przez ograniczony stopieil wej$ciowy
grafy poprzednikéw wezltéw z Lp moga nie zawieraé¢ wszystkich weztow z Lp_q.
Czas na pokonanie pozostalych warstw to Q (dlog %), minimalny rozmiar ro-
dziny (n/2,d)-selektywnej. Ograniczenie to, dzigki nieréwnosci d < 135, wynika z
Twierdzenia 13. Z kolei warunek (D —1)d + 1 < § gwarantuje, ze zawsze jest co
najmniej 5 wierzchotkow, z ktérych wybra¢ mozna te do kolejnej warstwy.
O

Oczywiscie mozna tak dobra¢ D i d, by Twierdzenia 14 i 15 dawaly dolne ogra-
niczenie na czas deterministycznego rozglaszania Q (nlogn). Za to ograniczenia
wyrazone z uzyciem parametrow D i d sa ogélniejsze. Zalozenia obu twierdzen
w [CMS01] mialy drobne bledy. My przedstawilismy wersje poprawione. Ograni-
czenia z [CMS01] sa duzo silniejsze dla malych D od ograniczen znanych wczesniej,
np. Q(Dlogn) z [CGGPROO].

5.2. Protoké!l rozglaszania w grafach warstwowych o optymalnym czasie
powiadomienia. Istnieje wiele dowodow ograniczenia dolnego 2 (nlogn) na czas
deterministycznego roztaszania w sieciach radiowych — choé¢by wspomniane ogra-
niczenie Q (Dlogn) z [CGGPRO0] dla D = ©(n). Wybralismy to z [CMS01], bo
pokazuje Scisty zwiazek problemu deterministycznego rozglasznia w sieciach radio-
wych z rodzinami selektywnymi.

Za to wszystkie te dowody sa do siebie podobne — polegaja na konstrukcji trud-
nego dla danego protokotu pelnego grafu warstwowego. Zachowanie protokotéw na
takich grafach jest latwo analizowaé¢ — nie zawieraja cykli, a dodatkowo wszystkie
wierzchotki z jednej warstwy poznaja m w tej samej chwili.

Dla pelnych graféw warstwowych istnieje optymalny protokol rozgtaszania, tj.
protoko! majacy czas powiadomienia O (nlogn). Wiec by uzyskaé lepsze dolne
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ograniczenie na czas rozgtaszania, trzeba konstruowaé inne, zapewne trudniejsze do
analizy grafy. Wspomniany protokét — Protokét CLN z [CGR0O0] — prezentujemy
ponizej. Podkreslamy jednak, ze jego czas powiadomienia jest wyrazony wylacznie
przez n, wiec byé moze nie jest optymalny, gdy D = o (n).

Dlaj=0,1,...,[logn], niech S7 = (Sg, S, Sf;lj_1> bedzie (n, 27)-selektorem,
za$ m; jego rozmiarem. 7 twierdzenia 5 wiemy, ze istniejg takie selektory, ze
m; = O (27 logn). Niech

1
S = (50,80 o 0 1 Sh ST Sk ST )
tj. S jest ciagiem zbioréw ze wszystkich selektoréw, w porzadku rosnacego para-
metru k. Gdy tylko wezel v otrzyma m, zaczyna nadawaé zgodnie z ciggiem S,
tj. jesli otrzymal m w chwili ¢,, w chwili ¢, + ¢ nadaje wtedy i tylko wtedy gdy
znajduje sie w t-tym zbiorze ciagu S.

Dane niejawne: G(V, E)
Dane jawne: n, s, m

Dane pomocnicze: (n,2")-selektory S* = (Sg, Sk, S,’flk_l), dla
0 < k < [logn] oraz ciag S =
(53,59,...,5310,1,53,511,...,S}nl,l,...,57[1‘;5):11_1)
/* Przez §(;) oznaczal bedziemy j-ty element ciggu S */
/* pierwsza runda x/

s nadaje m;

for i =2,3,... do /* kolejne rundy */

foreach v # s do
if v otrzymat m po raz pierwszy w rundzie i —t oraz v € Sy dla

t € [|S|] then
v nadaje m;

/* Co jadniej mozna opisaé tak: x/
/* Wezet v # s, ktdéry odebratr m po raz pierwszy w rundzie t¢,, od
nastepnej rundy nadaje m zgodnie z ciggiem S, */
/* tj. w rundzie t, +t nadaje wtedy i tylko wtedy gdy znajduje
sie w t-tym zbiorze ciagu S */
/* jak widaé, v dezaktywuje sie po rundzie t, + |S] */

Protokél 9: Protokot CLN

Twierdzenie 16. Protokét CLN przeprowadza rozgtaszanie bez uzycia spontanicz-
nej komunikacji i terminuje w czasie O (nlogn) dla dowolnego petnego grafu war-
stwowego o n wierzchotkach.

Dowdd. Wezty nadaja momentalnie po otrzymaniu m, bez wzgledu na numer rundy.
Z definicji pelnego grafu warstwowego wynika, ze wszystkie wezly jednej warstwy
poznaja m w tej samej chwili, czyli de facto sa zsynchronizowane. Jesli |L;| = w;,
przestanie wiadomosci do warstwy L;,; gwarantuje selektor SM°8%il_ Jednak

l

(5) ZleognSQ-leogn,
=0
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wiec czas potrzebny na przestanie wiadomosci przez L; do L; 1 wynosi O (w; logn).
Sumujac po warstwach otrzymujemy czas powiadomienia O (nlogn).
Wezet v dezaktywuje sie po |S| rundach od otrzymania m.

[logn] [logn]
Sl= Y 8= > 0(2*logn) = O(nlogn) ,
k=0 k=0
wiec czas terminacji rowniez wynosi O (nlogn). O

Zauwazmy, ze nie korzystaliSmy z wlasnosci selektoréw dotyczacej ,omijania”
zbioréw Y. Wobec tego zamiast selektoréw mozna w Protokole CLN uzy¢ rodzin
selektywnych, dla ktorych Twierdzenia 6 gwarantuje lepsze ograniczenie gorne na
rozmiar. Réwnie dobre ograniczenia na rozmiar selektoréow uzyskamy w nastepnym
rozdziale.

W [KP03b] autorzy zaprezentowali protokol, ktory korzystajac z silniejszego
ograniczenia na rozmiar rodzin selektywnych, O (k:log %), uzyskuje czas powiado-
mienia O (nlog D), czyli na mocy twierdzenia 14 jest optymalny. Niestety, taki
czas osiggany jest jedynie gdy znamy n. Jesli n jest nieznane, przez to, ze D moze
wynosi¢ nawet n — 1, czas nadal wynosi O (nlogn).

Ponizej pokazujemy w oparciu o silniejsze ograniczenia na rozmiar rodzin selek-
tywnych, ze

e wezel v dezaktywuje sie po O(n) rundach od otrzymania m oraz
e wystarczy poprawi¢ analize Protokotu CLN, by dosta¢ czas powiadomienia
O (nlog D) — analize wzorujemy na analizie z [KP03b].

Twierdzenie 17. W Protokole CLN kazdy wezet dezaktywuje si¢ po O(n) rundach
od otrzymania m.

Dowdd. Wezet v dezaktywuje si¢ po |S| rundach od otrzymania m. Tym razem
przy szacowaniu |S| korzystamy z Twierdzenia 6 oraz Faktu 4:

Mogn] Mogn] N
Sl= Y 18h= Y (’)(leogg):O(n).
k=0 k=0

O

Twierdzenie 18. Protokot CLN przeprowadza rozgtaszanie bez uzycia spontanicz-
nej komunikacji i terminuje w czasie O (nlog D) dla dowolnego petnego grafu war-
stwowego o n wierzchotkach i maksymalne; odlegtosci od 2rodta D oraz znanym
n.

Dowdd. Selektory zastepujemy rodzinami selektywnymi i z Twierdzenia 6 wiemy, ze
m; = O (Zj log 2%) Pozwala to to lepiej oszacowaé czas potrzebny na przekazanie
wiadomosci z wartswy L; do warstwy L;1 — z Faktu 4 wynika, ze nier6wnosé (5)
mozemy wzmocni¢ do

l

Jlog % — (l ﬁ)
ZOZ log2j—(9 210g2l ,
]:

codajet, = O (w,- log wi), gdzie t; to czas potrzebny warstwie L; (0 mocy w;) na

przekazanie wiadomosci do L; ;. Teraz oszacujemy sume czaséw t; dla wszystkich

warstw poza ostatnia.
nnwa
) ( [TiZo wi”

D—1 D—1 D—1 w,
(6) Z t,=0 (Z w; log u?) =0 (Z log Z”“
i=0 i=0 g i=0 i
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Gdy na iloczyn w mianowniku logarytmu spojrzymy jak na iloczyn n — wp
czynnikéw, z nieréwnosci miedzy §rednimi geometryczng i harmoniczng dostaniemy

D-1 n—wp n—wp
w; n—wp - n—wp
(7) H w2 (ZD11> = ( D ) :
i=0

i=0 Wi 7,

Wstawiajac (7) w (6) dostajemy

D-1
Z t, =0 ((n —wp) log
i=0

poniewaz funkcja f (z) = xlog £, gdzies ¢ to dodatnia stala, jest rosngca dla x < £:

) = O(nlogD) ,

n—wp

1
I (z) :logE—l—m (—62 o§e> zlogg—loge.
x x € T

x

U nas ¢ = nD, wigc dla D > 3 zachodzi £ > n. Oczywiscie zachodzi réwniez
x=n—wp <n, wiec dla D > 3 mamy

D
(n—wp)log <nlogn—=nlogD.
n

n—wp
Jesli D < 3, prosta analiza trywialnych przypadkéw wykazuje, ze twierdzenie
rowniez zachodzi:
e D =0 — 7zrodlo jest jedynym wierzchotkiem grafu
e D =1 — w pierwszej rundzie zrédlo powiadamia wszystkie wezty
e D =2 — czas powiadomienia wynosi to+t; = 1+0 (wi log w%) Z analizy
funkcji f wiemy, ze maksimum osiagane jest dla w; = 2, a wtedy to +t1 =
O (n).

Terminacje w czasie O (nlog D) gwarantuje Twierdzenie 17. O

6. KILKA SEOW O UOGOLNIONYCH SELEKTORACH

W [BGV03| autorzy nazywaja selektorami stuktury nieco inne od omawianych
przez nas. Poniewz sa w pewnym sensie uogélnieniem selektoréow z [CGR00], by
uniknaé niejasnoéci, bedziemy je nazywac¢ wogdlnionymi selektorami. Znane dla
nich dolne i gérne ograniczenia na rozmiar daja $ciste dolne i gérne ograniczenie
O (klog %) dla (n, k)-selektorow — dokladnie takie, jak dla rodzin selektywnych.

6.1. Uogoblnione selektory oraz ich zwiazki z poprzednimi stukturami.

Definicja 6. Dia 1 < r < k < n, uogdlnionym (n,k,r)-selektorem nazywamy

rodzine S podzbiorow zbioru [n] takq, ze

VX Cn],| X |=k351,50,....5,€8 Vie[r] [ X N Si| = LAY, jepr,iziSiNS;NX =0

Gloéwna réznica w stosunku do selektoréw oraz rodzin selektywnych polega na
tym, ze zbiér X ma moc dokladnie k, a ponadto parametr r okresla, ile r6znych
elementow z takiego zbioru X mozna wybra¢. W [BGV03] wskazano zwiazki uogol-
nionych selektoréw z rodzinami selektywnymi, silnie selektywnymi oraz selekto-
rami. Obserwacje te byly niesciste: pisano o ,odpowiadaniu”, ktére raz oznaczato
rownowaznos¢, raz implikacje w jedng strone a raz w druga. Ponizej prezentujemy
doktadne zwiazki wspomnianych struktur. Wszystkie fakty sa prostymi konsekwen-
cjami definicji.

Fakt 5. Kazdy wogdlniony (n,k,k)-selektor jest rodzing silnie (n,k)-selektywng
i odwrotnie.

Fakt 6. Kazdy uogdlniony (n, 2k, %kz) -selektor jest (n, k)-selektorem.
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Fakt 7. Kazdy (n,k)-selektor jest uogdlnionym (n, 2k, k + 1)-selektorem.

Fakt 8. Kazda rodzina (n, k)-selektywna jest uogdlnionym (n, k,1)-selektorem.

Fakt 9. Suma Ulrfg k] S;, gdzie S; dlai # 0 jest dowolnym uogdlnionym (n, 2t 2i_1)—
selektorem a So dowolnym wogdlnionym (n,1,1)-selektorem, jest rodzing (n,k)-
selektywng.

Zauwazmy podobienstwo Faktow 9 i 2. Fakt 9 bierze sie z analogicznego spo-
strzezenia, ze uog6lniony (n,2,2°~1)-selektor zachowuje si¢ jak rodzina (n,2°)-
selektywna, o ile zbior X poza nieréwnodcia |X| < 2! spelia takze | X| > 271,
Dla i = 0, tj. dla X-6w singletonéw, nalezy uzy¢ uogoélnionego (n, 1, 1)-selektora.
Uogolnionym (n, 1,1)-selektorem, jest np. {[n]}. Podkreslmy, 7e Fakt 9 jest po-
dobny do Faktu 2, jednak pojawiaja sie w nim selektory o mniejszych parametrach,
niz. gdyby bezposrednio skorzysta¢ z Faktow 2 i 6.

W [BGV03| napisane jest, ze uogélnione (n, k, k)-selektory odpowiadaja rodzi-
nom silnie (n, k)-selektywnym, co stwierdzamy w Fakcie 5. Dla rodzin selektywnych
i selektorow, kazda z opisanych w [BGV03] odpowiedniosci zachodzi tylko w jedna
strone, w dodatku nie te sama. Wedtug [BGV03] uogdlniony (n, 2k, 3k)-selektor od-
powiada (n, k)-selektorowi uogélniony (n, k, 1)-selektor odpowiada rodzinie (n, k)-
selektywnej. Warto poréwnaé te stwierdzenia z Faktami 6 i 7 dla selektoréw oraz
8 i 9 dla rodzin selektywnych.

6.2. Ograniczenia na rozmiar uogélnionych selektoréw. Mimo niescistych
odpowiadan, uogélnione selektory pozwola nam zamknaé kwestie rozmiaru selekto-
row, dzieki Faktom 6 i 7 oraz gérnym i dolnym ograniczeniom na rozmiar uogdlnio-
nych selektorow. Pochodzace z [BGV03] ograniczenia przytaczamy bez dowodow.

Twierdzenie 19. Dla kazdych k,n,r € N, 1 < r < k < n, istnieje uwogdlniony
(n, k,r)-selektor o rozmiarze t, gdzie
ek? n ek(2k—1)

pe Ry
it A A |

Twierdzenie 20. Dla kazdych k,n,7r € N, 1 < r < k < n, minimalny rozmiar
uogdlnionego (n, k,r)-selektora, t (n,k,r) spetnia nieréwnosé

n

—k+1
r—1 +

1>—k—|—12(7“—1)10g

W [BGV03] podano takze silniejsze ograniczenie dolne, zachodzace gdy k < 2r —
2. Z Faktu 7 wynika, ze (n, k)-selektor jest uogoélnionym (n, 2k, k + 1)-selektorem.
Moznaby uzy¢ dla niego silniejszego ograniczenia dla uogolnionego (n, 2k, k)-selektora
(ktorym oczywiscie jest), ale nie jest to konieczne. Skorzystanie z powyzszych
dwoch twierdzen i zwiazkéw miedzy zwyklymi i uogélnionymi selektorami, daje
rownosé (z doktadnoscia do statej) dolnych i gornych ograniczer na rozmiar (n, k)-
selektora. Wynosza one O (klog 7).

6.3. Ograniczenia na rozmiar selektoréw.

Twierdzenie 21. Dla kazdych n,k € N, 1 < k < n, istnieje (n, k)-selektor roz-
miaru O (k log %)

Dowdd. 7 Faktu 6 wynika, ze dowolny uogélniony (n,2k, 2k)-selektor jest (n,k)-
selektorem, zas Twierdzenie 19 daje ograniczenie goérne na rozmiar uogoélnionych
(n, k,r)-selektorow. Podstawiajac 2k za k i %k za 1 stwierdzamy istnienie (n,k)-
selektora o rozmiarze

dek? n  2ek(4k —1) n n
t< 0 L ST gekin o + 16ck = O (klog &) .
SOk Skl ok ok Byl gy e (klos )
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Skoro r = %k‘, wymagamy, by k bylo parzyste, jednak dla k£ nieparzystego kta-

3’“2—“, nie zwiekszajac asymptotycznego rozmiaru. (]

Twierdzenie 22. Dla kazdych n,k € N, dowolnej statej ¢ > 0, 1 < k < 4L+6,

dzimy r =

dowolny (n, k)-selektor ma rozmiar Q (klog %).

Dowdd. Z Faktu 7 wynika, ze dowolny (n, k)-selektor jest uogélnionym (n, 2k, k + 1)-
selektorem, za§ Twierdzenie 20 daje ograniczenie dolne na rozmiar uogoélnionych
(n, k,r)-selektorow. Podstawiajac 2k za k i k + 1 za r otrzymujemy gorne ograni-
czenie na rozmiar dowolnego (n, k)-selektora S:
S| > klog% 2% +1=0Q <klog%) .
Warunek k < 7 gwarantuje, ze klog 3 jest istotnie wigksze od 2k. O

7. KONSTRUKCJA SELEKTOROW

7.1. Wstep do konstrukcji. Dzieki Twierdzeniom 6, 13, 21, 22 wiemy, ze istnieja
rodziny (n, k)-selektywne oraz (n, k)-selektory o asymptotycznie optymalnym roz-
miarze O (klog #). Dowody Twierdzeri 6 i 5 pokazuja nawet, jak mozna wylosowaé
te stuktury z duzym prawdopodobienistwem sukcesu, uzyskujac optymalny rozmiar
dla rodzin selektywnych i bliski optymalnemu dla selektoréw.

Niestety wciaz nie umiemy skonstruowac ich deterministycznie w rozsadnym cza-
sie. Najlepiej, by byl to czas wielomianowy. Przypominamy, ze w najszybszych
prezentowanych protokotach wezly korzystaly z selektoréw lub rodzin selektyw-
nych, ktére same musza skonstruowaé¢! Wykluczamy naiwne szukanie selektora lub
rodziny selektywnej przez sprawdzanie kolejnych rodzin i proste proby derando-
mizacji wspomnianych konstrukcji probabilistycznych, gdyz uzywaly duzej liczby
bitéw losowych.

Przedstawimy konstrukcje explicite (n, k)-selektorow, pochodzaca z [Ind02]. Z
Faktu 2 daje ona rowniez konstrukcje rodzin (n, k)-selektywnych. Rozmiar kon-
struowanych selektorow wynosi O (k 1og3 n), wiec rozmiar uzyskanych rodzin se-
lektywnych jest tego samego rzedu. Prezentowana konstrukcja w pewnym sensie
polega na derandomizacji losowej konstrukeji z Twierdzenia 5, jednak jest wysoce
nietrywialna. Korzystamy z

o p-kolidujgcych rodzin funkcji, tj. pewnych rodzin funkcji haszujacych, za-
chowujacych sie z grubsza jak funkcje losowe, oraz

e rozpraszaczy (dispersers), tj. graféow dwudzielnych o statym stopbiu i du-
zym wspoétczynniku eskpansji, pomocnych w wydajnej derandomizacji.

Definicje obu obiektow prezentujemy ponizej. W tym rozdziale, w przeciwien-
stwie do poprzednich, dla wygody elementy zbioréw numerujemy od zera — be-
dziemy sie zajmowaé¢ m.in. resztami z dzielenia. W szczegblnosci przyjmujemy
teraz [n] = {0,1,...,n —1}.

Definicja 7. (n,m,d, k, €)-rozpraszacz to nieskierowany graf dwudzielny G = (A, B, E)
taki, ze

(1) [Al=n, |[B|=m

(2) Vzca z=xTc (Z2)| = (1 —€¢)m

(3) Vyeadeg(v) =d

Uzywac bedziemy tylko (n,m,d, %, 3)-rozpraszaczy, ponizej przedstawiamy ich

uproszczong definicje.
Definicja 8. (n,m,d)-rozpraszacz, to nieskierowany graf dwudzielny G = (A, B, E)
taki, ze

(1) [A] =n, |Bl=m



DETERMINISTYCZNY BROADCAST W SIECIACH RADIOWYCH 33

(2) Yzca, zi=m/2ITc (2)| = %
(3) VUEA deg (U) =d

Definicja 9. Rodzine G = {go0,91,...,9r—1} funkcji gj: A — [u] nazwiemy p-
kolidujgca rodzing funkcji o parametrach (r,w), jesli przy losowaniu funkcji g z ro-
dziny G z rozktadem jednostajnym zachodzi

VeyeAary Pr[g(z) =g(y)] <p.
geG

Fakt 10. Dla dowolnego p € (0, 1] istnieje p-kolidujgca rodzina funkcji o parame-

trach (r,u), gdzier = O (1°§”), u=0 (%), o ile n, moc wspdlnej dziedziny
funkcji z tej rodziny, jest dostatecznie duze.

Fakt ten uzupeliamy o dowod, pominiety w [Ind02].

Dowdd. Wezmy zbior P = {qo,q1,--.,qr—1} liczb pierwszych, taki ze |P| = r =
C) (10%) oraz dla kazdego ¢; € P, ¢ = © (%). Nastepnie zdefiniujmy g,
jako g; (r) = « mod ¢;. Ustalmy teraz niektore state, ukryte w notacji ©: niech

logZn log n
P

q > o oraz r > 3 - . Wezmy dowolne z,y € A, © # y i dla ustalenia
uwagi niech z > y. Oczywiscie zachodzi 0 < x —y < n.

Wystarczy, ze pokazemy, ze przy losowym wyborze ¢; € P z rozkladem jedno-
stajnym, Pry.ep [gi|lz —y] < p. Skoro 0 < x —y < n a wszystkie liczby pierwsze z

2
P sa nie mniejsze niz alog—", to dzielnikami x — y moze by¢ najwyzej
P

logn

log 1oe2n =
ga'%n loga+2loglogn+log%

spoérod nich. Zatem

1 logn
|P| log o + 2loglog n + log
p logn p

< . =
~ Blogn loga+2loglogn + log £ 6(10ga+210g10gn+log%)

Pr
q; P

<p

Wykazemy jeszcze, ze faktycznie istnieje (105”) liczb pierwszych rzedu © (%) .
Przyjmijmy wigc, ze kazda z nich jest nie mniejsza niz < - %.

szych w interesujacym nas przedziale jest

< log? n> <a log? n)
e -7 =- ~
p € p

log®n 1 a log®n 1

Wtedy liczb pierw-

~

p 'lna+2lnlogn+ln% e D .lna+21nlogn+ln%—1w

1 log®n 1 logn
~all—-])- . T =w .
e p lna+21nlogn+ln5 p

~

7.2. Wlasciwa konstrukcja.

Twierdzenie 23. Majgc dany (n, k,d)-rozpraszacz, mozna w czasie wielomiano-
wym skonstruowaé (n, k)-selektor rozmiaru O (l’cd3 log® n)
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Dowdd. Niech (A, B, E) bedzie dowolnym (n, k, d)-rozpraszaczem. Dla kazdego z €
A okreslamy porzadek na jego d sasiadach. Okreslamy funkcje hg, hy,...,hg_1: A —
B tak, ze h; (x) jest i-tym sasiadem x. Niech wreszcie G = {go, 91, - ., gr—1} bedzie
p-kolidujaca rodzing funkeji g;: A — [u], dla p = 48%. Dzieki Faktowi 10 mozemy
przyjaé, ze r = O (dlogn), u = O (d log? n)

Selektor konstruujemy nastepujaco. Niech f; ;: A — [k] x [u] dlai € [d], j € [r]
bedzie funkcja okre§long jako

fij (@) = (hi (), 95 (2)) -

Selektor S zawiera wszystkie zbiory postaci
Sstig = fijjl (s,t)

dlaie[d], jer] se L], teu]

Oczywiste jest, ze rozmiar S wynosi O (kd3 log® n) Pokazemy, ze jest (n,k)-
selektorem. W tym celu ustalmy zbiory X, Y, jak w Definicji 3. Zauwazmy, ze
7 wlasnodci ekspansji rozpraszacza, tj. wlasnosci (2) w Definicji 8, wynika, ze dla
dowolnego Z C A, |Z| > %, zachodzi [T (Z)| > %, wiec dla jednej sposrod d
funkcji h; zachodzi |h; (Z)| > %

Wezmy te funkcje dla Z = X i zdefiniujmy X, = h;'(b) N X oraz Y, =
h;l (b)NY, dlab e B. Stownie, X}, to zbior tych elementéw ze zbioru X, ktore h;
przeprowadza na b i analogicznie Y} to zbior tych elementéw ze zbioru Y, ktoére h;
przeprowadza na b. Okres§lmy B’ jako zbior tych b € B, na ktére h; przeprowadza
co najmniej jeden element zbioru X, tj. B’ = {b€ B: X, # 0}. Zauwazmy, ze
[B'| = £, bo by (X) | = &I.

Poniewaz zbiory X, sa rozlaczne, srednia moc X, dla b € B’, tj. $rednia moc

-1
niepustych zbioréw X, wynosi W < \‘g’ll < % < 4d. Stad zbioréw X,

0 mocy nie mniejszej niz 12d moze by¢ najwyzej %|B’|, zatem co najmniej §|B’|
sposréd niepustych zbioréw X, ma moce mniejsze niz 12d. To samo rozumowanie
wykazuje, ze zbiorow Y, dla b € B’ o mocach mniejszych niz 12d jest réwniez co
najmniej 2|B’|. W takim razie dla co najmniej £|B’| elementow b € B’ zachodzi
| Xp| < 12d 1 |Yp| < 12d. Oznaczmy je przez B”, tj. niech

B":={be B": |X,| <12d N\ |Y}| < 12d} .
Dla kazdego = € B” zdefiniujmy indykator I, € {0,1}, zalezny od losowego

wyboru z rozkladem jednostajnym j € [r]. Okreslamy I, = 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy

(8) 9 @) & 95 (Xni(2) Y Yni) \ {z}) -

Pokazemy, 7e gdy (8) zachodzi dla pary (z,j), to = jest jedynym elementem
z zbioru X UY spehiajacym r6wno$¢ fi ; (2) = fij (), czyli Ze Sh,(a).g;(2),ij =
fijjl (hi (x),g;j (x)) wybiera X i omija Y. Istotnie, jesli zachodzi (8) i dla z € XUY,
z # x, zachodzi h; () = h; (2), to g; (x) # g; (2), skad fi; (x) ¢ fi; (X UY \{z}).
7 wlasnosci rodziny G wynika, ze

1
P Xn(oy WYy, <24d-p= -
Pr.19(@) €9 (Xni(@) VYo \{z})] <24d-p =3,
czyli dla pewnego x € B” funkcja g € G spelniajaca (8) istnieje, bo
| B”|
xeB//
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Twierdzenie 23 w istocie gwarantuje, ze mozna skonstruowac (n, k)-selektor w cza-
sie wielomianowym, gdyz wielomianowe konstrukcje rozpraszaczy o stalym stopniu
sa znane od dawna. Jak zaznaczono w [Ind02], zastosowanie ekstraktorow badz sil-
nych ekstraktoréw, tj. rozpraszaczy o dodatkowych, silniejszych wtasnosciach, po-
zwala uzyska¢ nieco mniejszy rozmiar konstruowanych selektorow. Same konstruk-
cje rozpraszaczy i ekstraktoréw sa nawet wydajniejsze niz zakladamy — zwykle
maja znajdowaé zastosowanie w sytuacji, w ktorej rozmiar grafu jest wyktadniczo
duzy w stosunku do rozmiaru instancji problemu. Dlatego w czasie polilogarytmicz-
nym wzgledem rozmiaru grafu mozna dla dowolnego wierzchotka grafu v i dowolnej
liczby i obliczy¢ identyfikator i-tego sasiada wierzchotka v.

Wiecej informacji na temat rozpraszaczy i ekstraktoréw, wraz z bogata lista
odno$nikéw, mozna znalezé¢ w przegladowych artykutach na temat ekstraktorow:
[NT99] i nowszym [Sha04]. Z kolei w [CK05] podano konstrukcje uogdlnionych
selektor6w o mniejszym rozmiarze niz z cytowanej przez nas konstrukcji z [Ind02].

8. GRAFY NIESKIEROWANE

W tym rozdziale przedstawimy kilka wynikéw dotyczacyh graféw nieskierowa-
nych. Okazuje sie, ze rozglaszanie mozna w nich przeprowadzi¢ wydajniej niz
w grafach skierowanych. Ciekawe jest réwniez, ze dlugo nie bylo znane zadne nie-
trywialne ograniczenie dolne na czas powiadomienia dla graféw nieskierowanych.

Ponownie przyjmujemy konwecje z podrozdzialu o modelu z detekcja kolizji, ze
1 oznacza dowolny sygnal. Jednak teraz detekcja kolizji nie jest dostepna, za to
wszystkie prezentowane w tym rozdziale protokoly opieraja sie na przekazywaniu
zetonu i tym sposobem unikaja kolizji. Dlatego p zawsze oznacza sygnal, ktory jest
dowolny, tj. wazne jest tylko czy jest nadawany.

8.1. Liniowy czas przy spontanicznej komunikacji. Wszystkie dotychczasowe
protokoty nie korzystaly ze spontanicznej komunikacji, tj. wezly nie nadawaly
w nich zadnych komunikatéow, dopoki nie poznaly wiadomosci m. Teraz omo-
wimy protokol! EXPLORE-AND-EXPAND z [CGGPRO0], ktory gwarantuje liniowy
czas powiadomienia i terminacji w grafach nieskierowanych dzieki spontanicznej
komunikacji.

Protokét EXPLORE-AND-EXPAND bazuje na rozproszonym przeszukiwaniu grafu
w glab [Awe85]. Latwo o nim mysle¢ gdy n jest znane — wtedy w ciagu n rund
wykonuje on jedna faze ROUND-ROBIN, w ktorej kazdy wezet nadaje swoj identyfi-
kator. Po ukoriczeniu tej fazy, kazdy wezel zna identyfikatory swoich sasiadow, a ta
wiedza wystarcza do przeprowadzenia w czasie O (n) rozglaszania wiadomosci m
poprzez rozproszone wyszukiwanie w glab. Teraz opiszemy protokédt szczegdtowo,
dla nieznanego n.

Jak zwykle, wykonujemy kolejne fazy, gdzie faza i wystarcza dla graféw o 2°
wierzchotkach. Przez G; oznaczaé¢ bedziemy spojng sktadows zrodla s w podgrafie
grafu G indukowanym na wierzchotkach o identyfkatorach mniejszych nie wiekszych
niz 2¢. Spelniony bedzie nastepujacy niezmiennik:

Niezmiennik 2. Po skoriczonej fazie k

o skonstruowane jest Ty, drzewo rozpinajgce grafu Gy oraz cykl Eulera Cy
zaczynajgcey © konczgcu sie w Zrodle, powstaty przez podwojenie krawedzi Ty,

o kazdy wezel cyklu Cy, otrzymat i zna etykiete bedgcg jego numerem w cyklu,
gdzie numeracje zaczynamy od s

o kazdy wezel z Gy zna identyfikatory swoich sgsiadow w Gy,

o kazdy wezet z Gy zna wiadomosé m

Teraz opiszemy faze k Protokolu EXPLORE-AND-EXPAND przy zalozeniu, ze
niezmiennik jest spelniony dla k — 1. Faza podzielona jest na trzy tury:
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e Tura A skltada sie z 2°~! rund, numerowanych od 2¥~1+1 do 2*. W rundzie
j wezel j nadaje swoj identyfikator. Po turze A kazdy wezet z G} zna
identyfikatory swoich sasiadéw w Gj.

e Tura B sklada sie z 2* rund, numerowanych od 1 do 2¥. Wezet z cyklu
Ck—1 nazwiemy aktywnym w rundzie j fazy k, jesli odebrat jakikolwiek
sygnal (czyli u badz identyfikator) od poczatku tej fazy, tj. w turze A
lub w j — 1 poczatkowych rundach tury B. Kazdy wezel aktywny ma i
zna swoja etykiete z cyklu Cy_1. Wezel aktywny o etykiecie j nadaje pu
w rundzie j tury B. Poniewaz etykiety opisuja porzadek w cyklu Cy_; a
zrédlo ma (miedzy innymi) maksymalng etykiete, 2F rund wystarcza, by
zostato uaktywnione.

e Tura C nastepuje, jesli zrédlo zostalo uaktywnione w turze B. Jegli tak
jest, m jest przekazywane w G, w oparciu o rozproszone przeszukiwanie
w glab — kazdy wezel v € V(Gj) ma liste sasiadow @, do ktorych chce
przekaza¢ m. Lista ta moze byé¢ dowolnie uporzadkowana i poczatkowo
dla wezla v zawiera wszystkich sasiadéow v z Gy. Gdy wezel odbierze od
swojego sasiada informacje, ze ten juz zostal odwiedzony, wykresla go z listy.
W grafie krazy zeton (z licznikiem) uprawniajacy do transmisji, poczatkowo
posiadany przez zrédto. Stan licznika wyznacza etykiety wezldéw, przy czym
jeden wezel moze mie¢ kilka etykiet. Wszystkich etykiet jest o 1 wiecej niz
wynosi dtugoéé cyklu Cy, czyli najwyzej 2 - 2%, Zrédlo ma (m.in.) etykiete
1. Wezel v, gdy otrzyma wiadomos$¢ m oraz zeton z licznikiem ¢, postepuje
nastepujaco:

— wykresla u, wezel od ktérego otrzymatl zeton z @, (tak samo postepuje
kazdy sasiad w, bo u zostal odwiedzony)

— przypisuje sobie etykiete ¢ + 1

— nadaje sygnal < m,v,c+1,w >, gdzie w jest pierwszym wezlem z @,
lub w = u, jesli @, jest pusta.

— gdy zeton wraca do Zrodta a QQ, jest pusta, tura C sie konczy

Nadawany przez v sygnal < m,v,c+ 1,w > pelni dwie funkcje:

o przekazuje m wszystkim sgsiadom v i informuje ich, ze v zostal odwiedzony
e oraz przekazuje zeton i stan licznika do wezla w.

Niezmiennik pozostaje spelniony w oczywisty sposéb. Wszystkie wezly zostana
poinformowane w [logn]-tej fazie. W kolejnych fazach zaden wezel nie nada sy-
gnalu w turze A, przez co zaden nie uczyni tego rowniez w turze B. To oznacza,
ze tura C w ogdle sie nie rozpocznie. Warto zauwazy¢, ze zrodlo i pozostalte wezty
beda mimo to w nieskoriczono$é oczekiwaé na sygnal od potencjalnie istniejacych
kolejnych weztow. Sytuacji takiej nie da sie unikngé — wiecej na ten temat w dal-
szym rozdziale.

Poprawno$¢ zostala juz oméwiona. Kazda z tur fazy k trwa O (2¥), wiec otrzy-
mujemy twierdzenie:

Twierdzenie 24. Protokét EXPLORE- AND-EXPAND przeprowadza rozgtaszanie i ter-
minuje w czasie O (n) dla dowolnego grafu nieskierowanego G o n wierzchotkach,
korzystajgc ze spontanicznej komunikacyi.

8.2. Symulowanie detekcji kolizji. W [KP02] wprowadzono (dla grafow nieskie-
rowanych) technike, zwang ,symulacja detekcji kolizji”. Nazwa bierze sie stad, ze
technika ta pozwala wezlowi sieci poznaé liczbe wlasnych sasiadéw, o ile zna iden-
tyfikator jednego z nich — mniej wiecej to umozliwia detekcja kolizji, gdy wszyscy
sasiedzi jednocze$nie nadaja, nie wymagajac przy tym znajomosci jednego z sasia-
déw. Warunek ten nie jest z reszta klopotliwy, gdyz kazdy wezel, ktory otrzymatl
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Dane niejawne: G(V, E), nieskierowany
Dane jawne: n, s, m
T :={s};
C:={s}
/* Zrbédto s ma etykiete 1 x/
/* Przez label(j) oznaczamy wezel, ktdry ma obecnie etykiete j  */
for k=1,2,... do /* kolejne fazy x/
for v=2F1412142 ..  2¢Fdo /* tura A */
v nadaje swoj identyfikator, czyli v;
for j =1,2,...,2F do /* tura B */
if label(j) odebrat w tej fazie cokolwiek then
label(7) nadaje u;
if s odebral w tej fazie cokolwiek then /* nastepuje tura C x/
T :=
C = (;
foreach v € V (Gj) do
v tworzy @, kolejke swoich sasiadéw z G w dowolnym porzadku;
/% Zrddto s otrzymuje zeton < m,l,0,s > */
while Zeton nie jest w posiadaniu zrédta s lub Q, jest niepusta do
/* Zeton < m,u,c,v > jest w posiadaniu wezla v x/
v przypisuje sobie etykiete ¢ + 1;
if @, jest niepusta then
w := First (Qy);
else
w = u;
v nadaje sygnal < m,v,c+ 1, w >;
/* Sygnat ten odbieraja sagsiedzi v */

Sasiedzi v usuwaja v ze swoich kolejek;
C:=CU{(v,w)}

if w # u then
T:=TU{{v,w}t}

label(c + 1) := s, gdzie ¢ jest etykieta, ktora s odebral ostatnio;

Protokél 10: Protokot EXPLORE-AND-EXPAND

wiadomo$¢ m moze wraz z nig otrzymac identyfikator sasiada, ktory przestal mu m.
Tylko zrédto, ktore nie otrzymuje m od nikogo, nie moze skorzystaé z tej wiedzy.
W dotychczasowych protokotach wystarczalo, by zrédlo w pierwszej rundzie
nadalo m i nastepnie sie zdezaktywowalo, jednak teraz postepowaé bedziemy ina-
czej! Bedziemy, podobnie jak w Protokole EXPLORE- AND-EXPAND z poprzedniego
podrozdziatu, wykonywa¢ rozproszone wyszukiwanie w gtab, z uzyciem przekazywa-
nia zetonu. To oznacza, ze zZrodto musi wiedzieé¢, do kogo adresuje kazda wiadomos§é
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i ze bedzie ich wysylaé¢ wiele. Krotko mowiac, 7zrodto musi najpierw w jakis spo-
sOb poznaé identyfikator jednego ze swych sasiadéw. Ponizej prezentujemy sposéb
w jaki moze to zrobi¢ — Protokol ANCHOR.

W pierwszej rundzie zrédlo wysyla ustalony sygnal, ktéry nakazuje weztowi o
identyfikatorze ¢ nada¢ ¢ w rundzie 2i. Gdy zrédlo odbierze te wiadomosé dla
najmniejszego ¢ bedacego jego sasiadem, w rundzie 27 + 1 nadaje kolejny ustalony
sygnal, nakazujacy przerwanie nadawania identyfikatoréw. W oczywisty sposéb nie
dochodzi do kolizji, a zrodlo w czasie O (n) poznaje identyfikator jednego ze swoich
sasiadow.

Dane niejawne: G(V, E), nieskierowany

Dane jawne: s

Wynik: s poznaje najmniejszy z identyfikatorow swoich sasiadéw; jesli s jest
jedynym wezlem, protokol terminuje przez zawieszenie

/* runda 1 */
s nadaje sygnal, ktéry nakazuje wezlowi ¢ nada¢ sygnal w rundzie 21;

if i odebrat powyzszy sygnat then
v nadaje v w rundzie 2i;

if s odbiera po raz pierwszy sygnat w rundzie 2i* then /* w rundzie 2i* +1
(kolejnej) s nakazuje przerwanie protokotu x/

s nadaje sygnal nakazujacy sasiadom przerwanie protokotu;
return ix;

/* JeS§li s jest jedynym weztem, w nieskonczonoS¢ czeka na sygnat.
Poniewaz Zrdédto od tej pory nie nadaje sygnatdéw, zgodnie

z definicjg protokétr dokonal rozgtaszania i terminowal. */
Protokol 11: Protokét ANCHOR

Gdy wezel v zna swojego sasiada w, by poznaé liczbe swych pozostatych sasiadow
wykonuje razem z nimi i z w 3-rundowy Protokot ECHO(v, w). W pierwszej rundzie
v nadaje sygnal rozpoczecia protokotu. Stysza go sasiedzi v i reaguja nastepujaco:
w drugiej rundzie kazdy z nich z wyjatkiem w nadaje swoj indetyfikator a w trzeciej
rundzie kazdy z nich, w tym w, nadaje sw6j identyfikator. v na podstawie tego co
ustyszal w tych dwoch rundach wnioskuje o liczbie swoich sasiadéw:

e jesli v styszy (u, L) dla pewnego u, wie, ze u jest jego jedynym sasiadem
oprocz w

o jesli v styszy (L, w), wie, ze w jest jego jedynym sasiadem

e jesli v styszy (L, L), wie, Ze ma co najmniej dwoch sasiadow oprocz w.

Mozna ograniczy¢ przedzial, w ktorym badamy liczbe sasiadéw wezta v. Wystarczy,
by w pierwszej rundzie v w komunikacie nadat krance tego przedziatu, czyli pare
(z,y). W protokole wezma udzial tylko jego sasiedzi o identyfikatorach z [z, y| oraz
w — w postepuje tak samo niezaleznie od tego, czy znajduje sie w przedziale [z, y]
czy nie. Pseudokod prezentujemy dla wariantu z przedzialem.

W [KP03a] ci sami autorzy wykorzystali te technike do rozglaszania w sie-
ciach symetrycznych bez spontanicznej komunikacji, uzyskujac czas powiadomienia
O (nlogn). Symulacje detekeji kolizji wykorzystali do selekcji jednego z sasiadow
poprzez wyszukiwanie binarne. Wyszukiwanie binarne przeprowadza sie za pomoca
Protokotu BINARY-SELECTION, ktérego szczegdly prezentujemy w pseudokodzie.
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Dane niejawne: G(V, E), nieskierowany

Dane jawne: wezel v i jego sasiad w, liczby x iy

Wynik: v poznaje liczbe swoich sasiadéw o identyfikatorach z przedziatu
[x,y], roznych od w: wie, czy jest ich 0, 1, czy co najmniej 2; gdy v
ma dokladnie jednego takiego sasiada, dodatkowo poznaje jego
identyfikator

/* runda 1 */
v nadaje [z, y];
/* runda 2 */

foreach z € N (v) N [z,y] \ {w} do
z nadaje swoja etykiete, czyli z;

/* runda 3 */

foreach z € N (v) N [z,y] U{w} do
z nadaje swoja etykiete, czyli z;

/* v wnioskuje o liczbie sasiadow x/
switch (sygnaty odebrane przez v w rundach 2 i 8 odpowiednio) do

case (u, 1) /* u jest jedynym sasiadem v w [r,y] rédznym od w  */

return u;

case (L,w) /* v nie ma sasiaddéw w [z,y] réznych od w */

return |;
case (L, 1) /¥ v ma co najmniej dwdch sasiaddw w [z,y] rdéznych
od w */

return 7;

Protokél 12: Protokél EcHO

Uzywajac go, znajacy identyfikator swego sasiada w wezel v moze poznaé identyfi-
kator jednego z pozostatych swoich sasiadéw przy zalozeniu, ze wszystkie identyfi-
katory nie przekraczaja n. W logarytmicznej wzgledem n liczbie krokéw dowolny
wezel, znajacy identyfikator jednego ze swych sasiadéw, moze w ten sposdb poznaé
identyfikator innego. Co wiecej, przez wytaczanie z protokotu tych sasiadow, kto-
rych identyfikatory juz zna, moze pozna¢é identyfikatory wszystkich swoich sasiadow
o identyfikatorach nie wiekszych niz n. Na poznanie kazdego z nich po$wieca czas
O (logn).

Dysponujac Protokotem BINARY-SELECTION, mozna symulowaé Protokoét! EXPLORE-
AND-EXPAND w czasie O (nlogn) bez uzycia spontanicznej komunikacji. Do tego
symulacje mozna przeprowadzi¢ w jednej fazie, tj. bez powtérzen dlan =1,2,4,8, ...
W symulacji rezygnujemy z tur A i B. Tura A shuzyta weztom z G do poznania
identyfikatoréw swoich sasiadéw. Teraz wezly poznaja identyfikatory sasiadéw za
pomoca Protokotu BINARY-SELECTION, gdy ich potrzebuja. Z kolei tura B stuzyta
poinformowaniu zrédla, czy nalezy wykonaé¢ ture C dla zwiekszonego n. Mozna
zrezygnowac i z niej, skoro wystarcza jedno wykonanie tury C. Symulacje, czyli
Protokét SELECT-AND-SEND prezentujemy ponizej w sposob zblizony do Proto-
kotu EXPLORE-AND-EXPAND:

e stosujac Protokoél ANCHOR, zrodlo poznaje j, minimalny identyfikator ze
zbioru swoich sasiadow w czasie O (j), czyli z pewnoscia O (n)
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Dane niejawne: G(V, E), nieskierowany
Dane jawne: wezel v i jego sasiad w, ograniczenie gorne na przedzial,
w ktérym szukamy sasiadow: [
Wiynik: v poznaje identyfikator swojego sasiada o identyfikatorze nie
wiekszym niz [ i réznego od w, lub dowiaduje sie, ze nie ma takiego
sasiada

b :=EcHO(v,w, 1,1);
if b= 1 then return 1; /* v nie ma sasiaddéw réznych od w
o identyfikatorach nie wigkszych niz [ */

z =1,

y = [1/2];

while b € {?, 1} do
b :=EcHO(v,w, z,y);
switch b do

case | /* Sgsiedzi v maja identyfikatory wieksze niz y */

(2,y) = (y+ Ly + [©5]);
case 7 /* v ma wiecej niz jednego sasiada réznego od w
o identyfikatorze z [x,y] */

-1
(2,y) = (& [“57);
/* Petla zakonczyta sie, bo wynikiem Echo byto u x/

return b;

Protokél 13: Protokél BINARY-SELECTION

e wykonujemy rozproszone przeszukanie grafu w gltab z uzyciem przekazywa-
nia zetonu (jak w EXPLORE-AND-EXPAND), przy czym stosujemy nastepu-
jace modyfikacje:

— wezel v, gdy otrzyma zeton po raz pierwszy, oraz zroédlo s, po tym
gdy pozna j, wyznacza minimalne takie k, ze wszyscy jego sasie-
dzi maja identyfikatory nie wieksze niz 2¥. W tym celu wykonuje
ECHO(mparent (v),2% +1, oo), dla £ = 0,1,2,..., az stwierdzi, ze
IN(v) N [281 +1,00) \ {parent(v)}| = 0, gdzie parent(v) to wezel
od ktorego v # s otrzymal zeton, lub j dla s. Kazdemu z wezléw ten
krok zajmuje O (logn) rund. Wezly, ktore mialy juz zeton, nie nadaja,
oczywiscie z wyjatkiem parent(v).

— wezel v, ktory zna juz ograniczenie gorne na identyfikatory swoich
sasiadow, wyznacza kolejno ich identyfikatory, gdy ma przekazaé ze-
ton, przez wywolanie Protokolu BINARY-SELECTION. Rowniez tu we-
zly, ktére juz otrzymaly zeton, nie nadaja. Wyznaczenie kazdego
identyfikatora zajmuje O (nlogn) krokéw. Poniewaz wezly, ktore juz
otrzymaly Zeton ignoruja wywotania ECHO), sumaryczny czas wynosi
O (nlogn).

Terminacja tego protokotu jest oczywista. W [KP03a] byl on prezentowany
przy zalozeniu, ze n znane jest wszystkim weztom. My wprowadziliSmy drobna
modyfikacje, ktéra pozwala zrezygnowaé ze znajomosci n.
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Twierdzenie 25. Protokdét SELECT-AND-SEND przeprowadza rozgtaszanie bez spon-
tanicznej komunikacji i terminuje w czasie O (nlogn) dla dowolnego grafu nieskie-
rowanego G o n wierzchotkach.

Dane niejawne: G(V, E), symetryczny

Dane jawne: s, m

/* wezly, ktdére juz miaty zeton, ignoruja wywotania EcHO i
BINARY-SELECTION */

s* := Anchor();

/* s poznal s*, najmniejszy z identyfikatordw swoich sgsiaddw;
jesli s nie ma sgsiaddw, protokdr trywialnie dokonat

rozglaszania i terminuje przez zawieszenie x/
ls =1,
repeat
lg := 2lg;
b :=EcHO(s, s*,1s + 1,00);
until b= 1 ;
/* sasiedzi s majg identyfikatory nie wigksze niz I */

s nadaje sygnal < m, s, s* >;

while Zeton nie jest w posiadaniu zrédta s lub nie miat go jeszcze jeden z
sgsiaddw s do

/% Zeton < m,u,v > jest w posiadaniu wezta v */

if v posiada Zeton po raz pierwszy then
Iy = )
repeat
Ly = 2ly;
b:=Ecuo(v,u,l, + 1,00);
until b= 1 ;
/* sasiedzi v, ktdérzy nie mieli jeszcze zetonu maja
identyfikatory nie wieksze niz I, */

w :=BINARY-SELECTION(v, u, [, );
if w# L then
v nadaje sygnal < m,v, w >;
else
v nadaje sygnal < m,v,u >;
Protokol 14: Protokét SELECT-AND-SEND

8.3. Pelne nieskierowane grafy warstwowe oraz ograczenia dolne. W [KP03a]
opisang wczesniej technike zastosowano rowniez do pelnych nieskierowanych grafow
warstwowych, uzyskujac Protokol UCLN o czasie powiadomienia O (n + D logn).
Protokét UCLN jest prosta modyfikacja Protokolu SELECT-AND-SEND — korzy-
sta sie z tego, ze wystarczy by w kazdej warstwie zeton otrzymal jeden wezel.
W jednej rundzie przekaze on m wszystkim weztom z nastepnej warstwy a potem,
przy uzyciu Protokotu BINARY-SELECTION przekaze zeton temu sposrod nich, ktory
ma najmniejszy identyfikator. Przekazanie zetonu z warstwy L; do L;,; zabiera
O (logn) rund dla 0 < ¢ < D, za$ zrodlo potrzebuje czasu O (n) by poznaé j.
W sumie czas (powiadomienia i terminacji) wynosi O (n 4+ Dlogn).
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Co wiecej, wezel v nie musi zna¢ ograniczenia gérnego na identyfikatory swoich
sasiadéw — wystarczy by wyznaczyl najmniejszy z nich, tj. poprzestal na prze-
dziale identyfikatoréow [Qk] dla minimalnego k takiego, ze zbiér jego sasiadéw z
kolejnej warstwy o identyfikatorach z [Qk] jest niepusty. By zagwarantowaé termi-
nacje, v musi tylko wczesniej stwierdzié, ze w ogodle posiada sasiadéw w kolejnej
warstwie. Rowniez to osiaga za pomoca Procedury ECHO, tyle ze bez ograniczen
na identyfikatory sasiadéw. Jesli nie ma sasiadéow w kolejnej warstwie, to znaczy ze
v jest w Lp, tj. warstwie ostatniej. Wtedy protokoét jest zakoriczony.

Twierdzenie 26. Protokét UCLN przeprowadza rozgtaszanie bez spontanicznej
komunikacji i terminuje w czasie O (n+ Dlogn) dla dowolnego petnego nieskiero-
wanego grafu G o n wierzchotkach i maksymalnej odlegto$ci od Zridta D.

Dane niejawne: G(V, E), nieskierowany
Dane jawne: s, m

/* Wezly, ktdore odebraty m, ignoruja wywotania EcHO i
BINARY-SELECTION */
s* :=ANCHOR();

/* s poznal s*, najmniejszy z identyfikatordw swoich sgsiaddw;
jesli s nie ma sasiaddw, protokétr trywialnie dokonat
rozglaszania i terminuje przez zawieszenie */

s nadaje sygnal < m, s, s* >;

v = s;
u = s
while EcHO(v, u,1,00) # L do
/% Zeton < m,u,v > posiada wezel v x/
ly :=1;
repeat
ly = 2ly;
b:=Ecuo(v,u,1,1,);
until b # 1 ;

/* najmniejszy identyfikator sgsiada v z kolejnej warstwy jest
nie wiekszy niz [, x/
w :=BINARY-SELECTION(v, u, l,,);
v nadaje sygnal < m,v, w >;
Protokoél 15: Protokét UCLN

Zauwazmy, ze czas O (n + D logn) jest mniejszy niz dolne ograniczenie 2 (nlog D)
z twierdzenia 14 dla D = o (n). Twierdzenie 14 dotyczylto pelnych grafow warstwo-
wych, ale skierowanych. W [CMS01] stawiano hipoteze, 7ze ograniczenie to pozostaje
w mocy rowniez dla nieskierowanych pelnych grafow warstwowych. W [KP03a] po-
dano za to dolne ograniczenie na czas rozglaszania bez spontanicznej komunikacji
w grafach nieskierowanych. Twierdzenie to cytujemy bez dowodu. Podkreslamy
tylko, ze konstruowane w dowodzie sieci nie sa pelnymi nieskierowanymi grafami
warstwowymi.

Twierdzenie 27. Dla dowolnego protokotu rozgtaszania P bez spontanicznej ko-
munikacji oraz dowolnych n i D takich, Ze D > 64, istnieje n-wierzchotkowy graf
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nieskierowany G o maksymalnej odlegltosci od zrodta D, taki, Ze czas powiadomie-

. P . logn
nia P na G wynosi (n log Z )

8.4. Grafy nieskierowane w modelu z detekcja kolizji. W tym podrozdziale
prezentujemy dwa protokoty dla graféw nieskierowanych w modelu z detekcja ko-
lizji naszego autorstwa. Pierwszy z nich to Protokél! U-BouND — dzieki niemu
wezly moga poznaé D oraz ograniczenie na n. Drugi to Protokél SYnc, ktory prze-
prowadza rozglaszanie i terminuje w czasie O (nlogn). Po prezentacji Protokotu
SyNC krotko oméwimy jego przydatnosé w kontekscie prezentowanych wezesniej
protokotow.
Protokol U-BOUND wzorowany jest na Protokole BOUND. Dodatkowo korzysta
z tego, ze graf jest nieskierowany (a nie tylko silnie spojny), co umozliwia pozna-
nie ograniczenia na n szybciej, jesli D jest male. Przez 4, oznaczymy 4(s,v), tj.
odleglo$¢ v od zrédia. Choé graf jest nieskierowany, bedziemy mowié o poprzed-
nikach i nastepnikach, jak gdyby krawedzie byly skierowane od Zrodia: w € N(v)
jest poprzednikiem v, jesli §,, < J,, a nastepnikiem, jesli §,, > J,. Jesli za§ dla
sasiadujacych v i w zachodzi §,, = J,, nazwiemy je bliZniakami.
Protokét U-BOUND dziala nastepujaco:
(1) w czasie O(D) zrodlo wyznacza D
(2) za pomocg Protokolu ENCODED-BROADCAST rozglaszamy D oraz informa-
cje o odlegtosci od 7rodia w czasie O (Dlog D). Kazdy wezel poznaje D
oraz swoja odleglos¢ od zrédia. Dzieki temu wie, w ktorej rundzie infor-
macje te pozna ostatnia warstwa grafu.
(3) wykonywany jest Protok6t BOUND z dodatkowym ograniczeniem D + 1 na
liczbe rund kazdej z faz.

Poznanie D przez zrédlo polega na przestaniu przez graf ,fali”, ktora dotrze do
jego konca w ciagu D rund, odbije sie i wréoci do zrodla w czasie O (D). Wezel
v, ktéry ustyszal p po raz pierwszy w rundzie t,, nadaje p w rundzie ¢, + 1.
Poézniej nadaje p w rundzie t, + 1 + 3¢, jesli ustyszal p w rundzie ¢, + 3t — 1 (dla
t > 0). Jak wida¢, v moze nadawac tylko w tych rundach j, ktore spelniaja réwnosé
j=ty,+1 mod 3. W ten sposéb rundy przystajace modulo 3 do ¢, przeznacza on
na nashuchiwanie swoich poprzednikéw a te przystajace do t, + 2 — nastepnikéw,
za$ blizniakéw ignoruje. Jak zwykle zaktadamy, ze Zrédlo, ktore inicjuje protokot,
odebralo g w rundzie 0, tj. ts = 0. Oczywiscie zachodzi ré6wnosé t, = 6,. Ponizszy
lemat precyzuje zachowanie wspomnianej fali.

Lemat 3. Wezet v odbiera o po raz pierwszy w rundzie §, i nadaje p w rundach
ty, +14+3t dlat =0,1,2...,l(v), gdzie [(v) to dlugo$é najdtuzszej Sciezki P =
P0,P1,- - Pi(v) takiej, ze po = v oraz piy1 jest nastepnikiem p;.

Dowdd. Pierwsza czesé lematu, czyli rownosé t, = 6, wynika wprost z tego, ze
kazdy wezel v nadaje p w rundzie ¢, + 1. Pozostala cze$¢ dowodzimy indukcyjnie
wzgledem [(v):

(1) podstawa: I(v) = 0 — Zgodnie z protokotem, v nada p w rundzie ¢, + 1.
Poniewaz v nie ma nastepnikéw, nie odbiera nic w rundach przystajacych
modulo 3 do ¢, + 2. Dlatego v nie nada p w zadnej dalszej rundzie.

(2) krok: I(v) > 0 — Przypusémy, ze teza zachodzi dla wszystkich w takich,
ze l(w) < I(v). Wtedy v ma nastepnikow i dla kazdego w — nastepnika
v zachodzi [(w) < I(v). Stad z zalozenia indukcyjnego nastepnicy v nie
nadaja p po rundzie ¢, + 2 + 3 (l(v) — 1) = t, — 1 + 3l(v) a v przez to nie
nadaje po rundzie t, + 1+ 3l(v). Z drugiej strony istnieje w — nastepnik v,
ktory spetnia rownosé [(w) = I(v) — 1. Z zalozenia indukcyjnego w nadaje
p w rundach t, + 2,¢, +5,...,t, — 1 4+ 3l(v), wiec v nadaje p w rundach
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ty +4,t, +7,...,t, + 1+ 3l(v). Oczywiscie v nadaje p rowniez w rundzie

ty + 1.
]
Dane niejawne: G(V, E), nieskierowany
Dane jawne: s
Wynik: D oraz n': & <n <n’
/* zakladamy, ze s odebrato p po raz pierwszy w rundzie 0 */
for t=1,2,... do /* kolejne rundy x/

foreach v do
ift=¢,+11lub t=t,+1 mod 3 iv odebrat pu w rundzie t —2) then

v nadaje u;
/* w rundzie 3D + 2 Zzrdédto przestaje styszeé p x/
/* Zaden wezel nie nadaje a Zrdédto dodatkowo zna D */

warto§¢ D oraz numery warstw sg rozgtaszane przy uzyciu Protokotu
ENCODED-BROADCAST;

/* ponizej nastepuje wywotanie Protokotu Bounp z dodatkowym

ograniczeniem D + 1 na dtugosé faz */
for k=1,2,... do /* kolejne fazy */
foreach v > 2F do /* runda 1 fazy k */

v nadaje p;

for i =2,3,...,min (2k +1,D+ 1) do /* kolejne rundy fazy k x/

foreach v do
if runda i — 1 byta pierwszq rundg fazy k, w ktérej v odebrat ;1 then
v nadaje p;
foreach v do
if v nie nadat p w tej fazie then
v stwierdza, ze n’ = 2F i przerywa protokoét
Protokél 16: Protokol U-BounD

Twierdzenie 28. Protokét U-BOUND uruchomiony w dowolnym grafie nieskiero-
wanym o n weztach i maksymalnej odlegtosci od Zrédla D, korzystajgc z detekcji
kolizji w czasie O (Dlogn) rozgtasza wsréd weztéw wartosé D oraz wyznacza n'
bedgce potegq liczby 2 takie, Ze %’ <n <n'. Kazdy wezet poznaje n’ oraz wtasng
odlegtosé od zriodta a ponadto wszystkie wezty wiedzq, w ktorej rundzie nastepuje

koniec protokotu.

Dowdd. 7 Lematu 3 wynika poprawno$¢ pierwszej czesci protokotu, w ktorej zro-
dlo poznaje D. Z Lematu 3 dla zrédla wynika, ze zrédto nadaje o po raz ostatni
w rundzie 3D + 1, poniewaz I(s) = D. Zatem w czasie O(D) zrodlo poznaje
D. Poprawnosé¢ dalszej czesci protokotu wynika z poprawnosci Protokotu BoUND,
tj. Niezmiennika 1 i Twierdzenia 1 oraz mozliwosci skrocenia faz, kiedy wszyst-
kie wezly znaja D. Skrocenie zaczyna sie dopiero w fazie [log D]. To znaczy,
ze poprzednie fazy trwaja w sumie O (D). Natomiast pozostale [log %] + 1 faz
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ma tylko D + 1 rund. Sumaryczny czas dla zmienionego Protokotu BOUND wy-
nosi O (D (log % +1)). Po dodaniu czasu na poznanie D oraz rozgloszenie D
i informacji o odleglosci od zrédla, otrzymujemy czas O (D (log % + log D)), czyli
O (Dlogn). O

Przeplatajac zwykly Protokét BOUND z U-BOUND mozemy zapewnié, ze wezty
poznaja ograniczenie n w czasie O(n), tj. szybciej dla duzych D. Nie wiemy jak
w tym samym czasie przekaza¢ D wszystkim weztom. Mozna oczywiscie przestac
je przekazywa¢ — wtedy wezly beda mialy §wiadomos$é, ze D jest duze, tj. ze
DlogD = Q(n). Jesli celem jest poznanie ograniczenia na n, takie rozwiazanie
wystarcza. Znajomosé D stuzy tylko przyspieszeniu Protokotu BOUND.

Oczywiscie mozna rozwazaé rozgloszenie przyblizonej wartosci D, kiedy oka-
zuje sie, ze jest ono duze. Wezly moga przeprowadzi¢ kolejny protokét ENCODED-
BROADCAST, z komunikatem diugosci O (). Komunikat (w tym jego dlugosc)
ustala zrodlo, ktore zna nie tylko n’, ale réwniez D. Sama dlugo$é komunikatu
moze przybliza¢ D, jesli wynosi dokladnie © (%). Dodatkowo bity wiadomosci
moga okreslaé stosunek D do n dokladniej — tym dokladniej, im D jest mniejsze
w stosunku do n. Jednak w skroconych komunikatach nie miesci sie informacja
o odlegtosci od zZrodia. Dlatego réwnoczesne zakoriczenie protokotu trzeba oprzeé
o warto$¢ n’, ktora wszystkie wezly poznaja w tej samej rundzie.

Wspominali$my wczesniej, ze czasem weztom wystarcza globalny metronom za-
miast globalnego zegara. Protokotowi U-BOUND, w odréznieniu od BOUND, wy-
starcza metronom. Najpierw wezly budzone sa podczas wyznaczania D a pédzniej
poznaja D oraz swojg odleglo$¢ od zrodta. Informacje te wystarczaja do obliczenia,
kiedy protokét sie zakoriczy.

Teraz zaprezenujemy Protokél SYNC. Przez N bedziemy oznaczaé zbidér tych
wezlow, ktore nie znaja m, ale maja sasiada znajacego m, za$ przez A zbidr tych
wezlow, ktore znaja m i maja sasiada w N. Pokazemy, ze wezel znajacy m moze
stwierdzi¢, czy nalezy do A. Niech wszystkie wezly znajace m nadaja m w rundzie
r. Ich sasiedzi odbiora w rundzie r albo m, albo u. Wezly, ktory odebraty w
rundzie r sygnat u, nadaja g w rundzie r + 1. Wezel, ktory nadawal m w rundzie
r stwierdza, ze ma niepowiadomionego sasiada wtedy i tylko wtedy, jesli w rundzie
r + 1 odebrat pu.

Zatem detekcja kolizji umozliwia weztom stwierdzenie, czy naleza do zbioru A,
jednak pod warunkiem, ze sa zsynchronizowane. Podkreslamy, ze korzystaliSmy
z pomocy weztéw z N. Dzieki detekeji kolizji i wykorzystaniu tych weztéw potrafimy
zapewni¢ wystarczajaca synchronizacje, co opiszemy pdézniej. Oczywiscie zbiér NV
nastrecza podobnych klopotéw co A: wezel nieznajacy m musi umieé¢ stwierdzic,
czy nalezy do N — jak to robi, opisujemy dalej.

Wezel, ktory wie, ze nalezy do A, zaczyna nadawaé by przekazaé¢ m swoim sg-
siadom. Oczywiscie moze zaghusza¢ go inny wezet z A — dlatego przez binarna
selekcje wybierzemy niepusty podzbior nadawcow S C A, ktory nada m bez koli-
zji. Do binarnej selekcji rowniez wykorzystamy detekcje kolizji — nie trzeba prze-
kazywaé¢ identyfikatoréw i korzystaé z Protokolu EcHO. Szczegoly prezentujemy
w pseudokodzie a ponizej omawiamy je bardziej przystepnie.

Protokol SYNC rozpoczyna sie od wywotania Protokotu BoOunND lub U-BOUND.
Po zakonczeniu Protokotu BounD lub U-BoUND kazdy z wezlow zna n’ takie, ze
%/ < n < n/. Dodatkowo, jesli nawet wezly nie dysponujg globalnym zegarem,
od tej chwili wspélnie odliczaja numery rund. Zrodlo nadaje m i dezaktywuje sie.
Dalej protokol sktada sie z identycznych faz. Faza sklada sie z O (logn) rund i
polega na binarnej selekcji niepustego zbioru weztéw z A, ktore nadadzg m bez
kolizji. Przy czym przynalezno$¢ weztow do zbioréw A oraz N ustalana jest w
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Dane niejawne: G(V, E), nieskierowany
3 - 2 . 4 A4 ’
Dane jawne: zrodio s, wiadomosé m, oraz n': % <n < n/

/* A oznacza zbidér aktywnych wez1déw znajacych m x/
/* N oznacza zbidr wez1dw nieznajacych m, ktore odebraty pu na
poczatku danej fazy x/

wykonaj Protokét BounD lub U-BOUND;

/* wszystkie wezly znaja n’ x/
/* faza 1 */
s nadaje m i dezaktywuje sie;

for k=2,3,... do // kolejne fazy, w kazdej fazie binarna selekcja

/* runda 1 */
foreach v € A do v nadaje m;
/* runda 2 */

foreach v: v odebrat p w rundzie 1 (czyli v € N) do v nadaje y;
foreach v € A: v nie odebrat p rundzie 2 do v dezaktywuje sie;

foreach v € A do will, :=|; z, :=1; y, :=1n’;

for i :=1,2,...,[logn'] do /* kolejne tury x/

/* runda 1 tury 4 */

foreach v € A do switch will, do

case |

(I’Lhyv) = (Ivv [%ﬂ])’
case |

(mvvyv) = (yv + 1y, + {%ﬁ—l—l)’
case pass

(v, Y») := (1,0), v nie robi nic wiecej w tej fazie;
if v € [z,,y,] then v nadaje m;
/* runda 2 tury i */

foreach v € N do
if v odebrat p w rundzie 1 tury i then v nadaje yu;

foreach v € A do
if v odebral p w tej rundzie then will, :=|; else will, :=T;

// rundy 3 i 4 tury i: wezty z A deklarujg swoje zamiary

foreach v € A do switch will, do

case |
v nadaje p w rundzie 3 tury i, v nie nadaje w rundzie 4 tury i;

case |
v nie nadaje w rundzie 3 tury ¢, v nadaje p w rundzie 4 tury i;

/* rundy 5 i 6 tury 4: wezly z N powtarzajg co odebraty w
rundach 3 i 4 tury ¢ */

foreach v € N do
if v odebrat . w rundzie 3 tury i then v nadaje u w rundzie 5;
if v odebrat u w rundzie 4 tury ¢ then v nadaje p w rundzie 6;
foreach v € A do
if will, =7 oraz v odebrat ;. w rundzie 5 then will, := pass;

Protokél 17: Protokot SyNc
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pierwszych dwoch rundach kazdej z faz i obowiazuje az do jej konca — szczegoly
dalej.

Przez binarng selekcje chcemy wybraé taki podzbior S C A, by wezet o minimal-
nymi identyfikatorze z A nalezal do S. Kolejno nadaja wezly ze zbioru AN [z, y],
gdzie poczatkowo [z,y] = [1,n']. Kazdy wezet z A dostaje informacje zwrotng od
swoich sasiadow z N i wie, czy cho¢ jeden z jego sasiadow z N odebral sygnal u.
Zerowa tura, w ktorej nadaja wszystkie wezly znajace m zostala juz opisana —
stuzy tym wezlom do stwierdzenia, czy sa w zbiorze A. Te, ktore nie sg dezakty-
wuja sie. Pozostale za§ wiedzg, ze AN [z,y] # 0. Przedzial [z, y] dzielimy na dwa
rowne podprzedzialy, ktore oznaczamy (lewy, prawy) jako [z, 1], [zr, yr] Powta-
rzamy procedure nadawania dla lewego podprzedziatu. Jesli wezet v € A N [z, ]
odebral u, wie, ze w przedziale [z;,y;] sa co najmniej dwa wezly z A, wiec chce
przyjaé [z,y] = [z, y]. Jesli zas v nie odebral p, chee przyjaé [z,y] = [z, yr],
skoro wie, ze w przedziale [z, y] sa co najmniej dwa wezly z A a w lewym podprze-
dziale nie ma zadnego. OczywiScie moze sie zdarzy¢, ze v zdotal przekaza¢ m swoim
sasiadom. Wtedy zgodnie z opisana procedura v chce przejsé¢ do prawego podprze-
dziatu. Jednak to co robi v nie ma juz znaczenia — nie nalezy juz do zbioru A,
o czym przekona sie na poczatku kolejnej binarnej selekcji, a wszyscy jego sasiedzi
znaja m i ignoruja komunikaty nadawane przez v.

By opisana wyzej binarna selekcja dzialata, potrzebna jest synchronizacja —
wszystkie wezty powinny decydowaé sie na ten sam podprzedzial...Okazuje sie,
7e synchronizacja nie musi by¢ pelna: jesli wezly v,v' € A nie maja wspolnego
sasiada w N, nie zagluszaja sie i nie odbieraja tych samych sygnaléw zwrotnych.
Dlatego powiemy, ze wezly v,v’ € A konkurujg ze sobg, jesli majg wspolnego sg-
siada w N. Zauwazmy, ze relacja konkurowania nie jest przechodnia. By binarna
selekcja dziatalta, wystarczy by zsynchronizowane byty konkurujace wezty. Doklad-
niej, powinny one znaé¢ swoje zamiary, poniewaz v i v’ moga decydowaé sie na rozne
podprzedzialy. Bierze sie to stad, ze oczywiscie v i v/ moga mie¢ rézne zbiory sg-
siadéw, przez co moga odbiera¢ rézne sygnatly. Dlatego kazdy z nich deklaruje swoj
zamiar przy uzyciu detekcji kolizji. Wtedy deklaracje te odbiera wspélny sasiad v
i v/ a nastepnie powtarza. Dzicki temu v i v’ znajg swoje plany i odpowiednio je
uzgadniaja.

Dokladniej, kazdy aktywny wezel v dowiaduje sie, czy istnieje niepusty zbidr
konkurujacych z nim weztéw K, ktéry zamierza badaé¢ inny podprzedzial. Jesli
K = (), v realizuje swoj zamiar. Gdy K # (), v by¢ moze odstapi od swego
zamiaru. Poniewaz wybieramy wezel o minimalnym identyfikatorze, v rezygnuje
wtedy i tylko wtedy, gdy opowiadal sie za prawym podprzedzialem. Wtedy wezty
7 K, ktoére opowiadaja sie za mniejszymi identyfikatorami kontynuuja selekcje. Tym
sposobem zapewniamy, ze dla kazdej pary konkurujacych weztow v,v’ albo oba
decyduja sie na ten sam przedzial, albo rezygnuje ten, ktéry opowiadal sie za
prawym podprzedziatem. Ostatecznie weztowi z A o najmniejszym identyfikatorze
uda sie nada¢ m bez kolizji, a by¢ moze udalo sie to réwniez innym weztom.

Do selekcji wezta z A o minimalnym identyfikatorze wystarcza [logn'| skrocen
przedziatlu, na co wystarcza 6 [logn’] +2 rund. Wezly znaja n’, wiec wiedza, kiedy
rozpoczynaja sie kolejne fazy. Wezly, ktore nie znaja m, dzieki tej wiedzy stwier-
dzaja, czy naleza do N: naleza i reaguja w fazie k na sygnaly u tylko wtedy, jesli
odebraly p w pierwszej rundzie tej fazy. W kazdej fazie co najmniej jeden wezel z
A przekazuje m swoim sasiadom z N i wiadomom, ze istnieje co najmniej jeden taki
sasiad. Poniewaz faza trwa O (logn) rund, czas powiadomienia wynosi O (nlogn)
rund. Protokét SYNC mozna usprawnié¢, np. rezygnujac ze Scistego podziatu na
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fazy. Jednak istotna poprawa protokotu lub jego analizy wydaje sie trudna. Ter-
minacja w tym samym czasie wynika wprost z tego, ze na poczatku kazdej fazy
znajace m wezly stwierdzaja, czy naleza do A i jesli nie naleza, dezaktywuja sie.

Twierdzenie 29. Protokdt SYNC uruchomiony w dowolnym grafie nieskierowanym
o n weztach, korzystajgc z detekcji kolizji dokonuje rozgtaszania oraz terminuje
w czasie O (nlogn).

Do przeprowadzenia Protokotu SYNC wystarcza globalny metronom (zamiast
globalnego zegara), jesli tylko korzysta¢ w nim z U-BOUND a nie BOUND oraz wy-
dtuzy¢ komunikaty kontrolne (kodowane za pomoca p i ciszy), by niepowiadomione
wezly wiedzialy, na ktore z nich reagowac a ktoére ignorowaé. Za to stosowanie Pro-
tokotu BOUND moze skroci¢ przesylane komunikaty, o czym wspominamy ponizej.

Protokot SyNc dziata w czasie O (nlogn) dla grafow nieskierowanych i to korzy-
stajac z detekcji kolizji. Ten sam czas uzyskuje Protokét SELECT- AND-SEND, ktory
nie korzysta z detekcji kolizji. Za to SELECT-AND-SEND wysyla komunikaty, ktore
moga by¢ duzo dtuzsze od wiadomosci m: przesyla identyfikatory wezldéw, majace
dlugosé © (logn). Protokol SyNc, jesli uzyé¢ w nim Protokotu BouND wysyta ko-
munikaty dtugosci O (|m]) (jesli uzy¢ Protokotu U-BOUND, dlugosé komunikatow
wzrasta do O (Jm|+log D)). Protokél EXPLORE-AND-EXPAND, nie korzystajac
z detekcji kolizji, ale korzystajac ze spontanicznej komunikacji gwarantuje jeszcze
lepszy czas powiadomienia — O (n), jednak przesylany w nim licznik rowniez osiaga
dtugosé Q (logn).

Protokol SyNC dziata w modelu z detekcja kolizji, dla ktérego nie udalo nam
sie zdefiniowa¢ (braku) spontanicznej komunikacji. Jednak mozna zauwazyé, ze
wezly, ktore nie poznaly m nadaja tylko sygnat u i to tylko wtedy, gdy ktérys z ich
sasiadéw juz zna m.

Jesli jm| = o (logn), Protok6l SYNC okazuje sie wolniejszy od innego protokotu
korzystajacy z detekeji kolizji, mianowicie uwazanego za niepraktyczny Protokotu
ENCODED-BROADCAST, ktorego czas powiadomienia i terminacji wynosi O (D|m]).

9. NIEMOZLIWOSC ,,SWIADOMEGO ROZGLASZANIA”

W prezentowanych protokotach wezly czesto dezaktywowaly sie, gdy wiedzialy,
ze przekazaly juz wiadomo$é m do swoich sasiadéw. Nie byly za to w stanie stwier-
dzi¢ w zadnym momencie, czy rozglaszanie juz sie zakoriczyto. W pewnych grafach
niemozliwo$¢ stwierdzenia zakoriczenia rozglaszania jest oczywista. Przykladem
moga by¢ pelne grafy warstwowe: wszystkie krawedzie skierowane sa od 7Zrodta,
przez co zaden wezel nie moze dowiedzieé sie, czy w ogole ma nastepnikéow. Poka-
zemy teraz, ze stwierdzenie zakoriczenia rozglaszania jest niemozliwe takze w mniej
trywialnych przypadkach. Mianowicie pokazemy, ze jest to niemozliwe nawet w gra-
fach nieskierowanych.

W prezentowanych protokotach dla graféw nieskierowanych terminacja polegata
na tym, ze wezty w nieskoniczono$¢ czekaly na sygnal nakazujacy im podjecie dal-
szych akcji. Jest to sytuacja odmienna od tej, w ktorej wezet stwierdza, ze wykonat
juz swoje zadanie, ale problem pozostaje ten sam — nie wie, czy inne wezty zdazyty
uporac sie ze swymi zadaniami.

Zajmiemy sie samym 7zrodtem w grafie nieskierowanym i dla niego pokazemy, ze
nie moze poprawnie stwierdzi¢, czy rozglaszanie zostatlo ukoriczone. Wybér zro-
dla jest zasadny: z jednej strony dowodzi, ze nie jest mozliwe, by kazdy wezetl
umial stwierdzi¢ zakonczenie rozglaszania, z drugiej — gdyby zrédio potrafito to
stwierdzi¢, mogloby przez kolejne rozgtaszanie powiadomi¢ o tym pozostate wezly.

Protokotem swiadomego rozgtaszania bedziemy nazywaé protokoél rozglaszania
jak dotychczas, w ktéorym dodatkowo zrédto moze w dowolnej rundzie stwierdzié,
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RYSUNEK 3. Graf G¥.

ze wszystkie wezly poznaly juz m. Prezentowane twierdzenie i dow6d pochodza

2 [CGGPROO|.

Twierdzenie 30. Dla dowolnego protokotu Swiadomego rozgtaszania P, moggcego
korzystaé ze spontanicznej komunikacji, istnieje graf nieskierowany G taki, ze pod-
czas wykonania P na G Zrédto s niepoprawnie stwierdza zakoriczenie rozgtaszania.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieje protokot P, ktéry poprawnie przeprowadza Swia-
dome rozgtaszanie w dowolnym grafie nieskierowanym. Niech m’ i m” bedg roznymi
wiadomog$ciami, za$ t' i ¢ numerami rund, w ktorych podczas wykonania P 7 wia-
domoscia poczatkowa odpowiednio m' i m” w grafie skladajacym sie wylacznie ze
7rodla, s stwierdza, ze rozglaszanie jest zakonczone. Niech wreszcie ¢ = max (¢, ).
Innymi stowy, ¢ jest czasem, po ktérym zZrédlo, majac do przekazania wiadomosé
m’ lub m”, orientuje sie, ze jest jedynym weztem.

Skonstruujemy taki graf G* majacy co najmniej 2 wezty, ze gdy uruchomimy na
nim P z wiadomo$cig poczatkowa m’ lub m”, to

(1) pewne wezly nie poznaja wiadomosci poczatkowej w ciagu ¢ rund; oraz
(2) w ciagu t rund Zrédlo nie odbierze zadnego sygnatu.

Warunek (1) moéwi, ze w ciagu ¢t rund rozglaszanie nie zostanie ukonczone, (2)
za$, ze w rundzie ¢t Zzrédlo bedzie uwazato przeciwnie — na podstawie identycznego
zapisu komunikacji stwierdzito ukoriczenie rozglaszania w grafie, w ktérym byto
jedynym weztem.

Graf G* bedzie mial 22 +-4t+2 weztoéw, w tym zrodlo s oraz dwa szczegolne wezty
a i b. Dokladniej, GF = (X U{a,b},{{a,z},{b,x} : x € X}), gdzie s € X. Graf
GT prezentujemy na rysunku. Chcemy, by wezly a i b przez t rund separowaly s od
pozostalych, tj. by przez pierwszych ¢ rund albo jednoczesnie nastuchiwaly, albo
jednoczes$nie nadawalty. Nadawaé moga rézne sygnaly — maja sie tylko zagltuszac.

Zauwazmy, ze ustaliliSmy juz graf, czyli topologie sieci, ale nie przydzielilismy
jeszcze wierzchotkom identyfikatoréw. Wlasnie na tym polega nasze zadanie —
na podstawie protokotu P tak przydzielimy identyfikatory wezlom, by warunki (1)
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i (2) zachodzily. Niech 7rédlo s ma identyfikator 1 i niech L bedzie zbiorem wol-
nych identyfikatorow, tj. L = {2,3,...,2%" 4 4t + 2}. Nadamy teraz identyfikatory
wybranym weztom z X.

Niech 7" bedzie zbiorem tych rund z [t], w ktorych zrodto nadaje sygnal, jesli
wiadomoscig poczatkows jest m’ oraz zrodlo nie odebralo dotad zadnego sygnatu.
Niech 77 bedzie zbiorem tych rund z [t], w ktorych 7rodlo oraz co najmniej jeden
inny wezel nadaja sygnal, jesli wiadomoscia poczatkowa jest m’ oraz wezly te nie
odebraly dotad zadnego sygnatu. Niech A’ bedzie zbiorem identyfikatoréw weztow
roznych od Zrédla, ktore nadaja sygnaly w ktorejkolwiek z rund z T7 przy powyz-
szych warunkach, gdzie dla jednej rundy w A’ jest doktadnie jeden identyfikator.

Niech T4 bedzie zbiorem tych rund z [t] \ T’, w ktorych doktadnie jeden wezel
(rozny od zrodla) nadaje sygnal, jesli wiadomoscia poczatkowa jest m’ oraz nie
odebral dotad zadnego sygnalu. Niech B’ bedzie zbiorem identyfikatoréw wezlow,
ktore nadaja sygnaly w ktorejkolwiek z rund z T przy powyzszych warunkach.

Wreszcie niech T4 bedzie zbiorem tych rund z [t] \ 7", w ktorych co najmniej
dwa wezly (r6zne od zrodta) nadaja sygnal, jesli wiadomoscig poczatkows jest m/
oraz nie odebraly dotad zadnego sygnatu. Niech C’ bedzie zbiorem identyfikato-
row weztow, ktore nadaja sygnaly w ktorejkolwiek z rund z Tj przy powyzszych
warunkach, gdzie dla jednej rundy w C’ sa doktadnie dwa identyfikatory.

Zbior Y/ = {A’ U B’ U C’} ma moc nie wickszg niz 2t, bo zbiory A’, B/, C' sa
roztaczne, a na kazda runde przypadaja w nich najwyzej dwa identyfikatory. Iden-
tyfikatory z Y’ przypisujemy dowolnie wybranym weztom z X \ {s}. Takie przy-
porzadkowanie oznacza, ze jesli wiadomoscig poczatkows jest m’ i uda sie sprawié,
ze wezly o identyfikatorach z Y’ nie odbiorg zadnego sygnatu w ciggu pierwszych
t rund, niezaleznie od tego jak dokoriczymy przypisywanie identyfikatorow, wezty
a 1 b moga w czasie pierwszych ¢t rund odebraé¢ sygnaty tylko w rundach ze zbioru
(T \ Ty) UT4 ito tylko od zrodta lub weztow z B’.

Definiujemy 77, Ty, Ty, T4, A", B", C”, oraz Y analogicznie jak T, Ty, T4,
Ti, A, B', C', oraz Y', tyle ze dla wiadomosci poczatkowej m” w miejsce m/'.
Oczywiscie |Y”| < 2t. Identyfikatory z Y przypisujemy dowolnie wybranym z
pozostalych wezléw. Ponownie, jesli wiadomoscig poczatkows jest m’” i uda sie
sprawi¢, ze wezly o identyfikatorach z Y nie odbiorg zadnego sygnalu w ciggu
pierwszych ¢ rund, niezaleznie od tego jak dokonczymy przypisywanie identyfikato-
row, wezly a i b moga w czasie pierwszych ¢ rund odebraé jakikolwiek sygnal tylko
w rundach ze zbioru (T \ T7") UTy i to tylko od zrodia lub weztow z B”.

Nadalismy identyfikatory niektorym weztom z X (w tym s) w ten sposob, ze
wiemy doktadnie, ktére z nich, co i kiedy nadadza w pierwszych ¢ rundach, pod
warunkiem, ze wezly a i b ,nie zaburza’ ich pracy, tj. w kazdej rundzie beda oba
nastuchiwa¢ albo oba nadawaé. Teraz tak dobierzemy identyfikatory weztéow a i
b, by faktycznie zachowywaly sie w opisany sposoéb. Wystarczy, ze ich zachowanie
rozpatrzymy przy zalozeniu, ze stysza ,niezaburzona” transmicje weztow z B’ U {s}
lub B” U {s}, w zaleznosci od tego, czy wiadomoscia poczatkowa jest m’ czy m”.
Zapis tej niezaburzonej transmisji jest z gory znany — oznaczmy go odpowiednio
przez S’ 1 S”.

Indukcyjnie, dla wiadomosci poczatkowej m’, definiujemy zstepujacy ciag zbio-
row Lj dla i = 0,1,2,...,t. Niech Ly = L\ Y'\ Y". Wtedy |Ly| > 2* + 1. L},
z Lj,_; otrzymujemy tak: podzielmy L; ; na zbiory H; i Hy, gdzie H; to zbior
identyfikatorow weztow z L), ktére w rundzie p na podstawie S’ decyduja sig
nastuchiwa¢, za§ Hs to indetyfikatory wezloéw, ktére decyduja sie nadawaé. Niech
L;, bedzie zbiorem o wiekszej mocy sposrod Hy i Hy. Ostatni w ciggu zbior L} ma
moc nie mniejsza niz 2t + 1.
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Analogicznie tworzymy ciag LY dla ¢ = 0,1,2,...,¢ na podstawie S”. Tylko
Ly = Lj. Ostatni w ciagu zbiér L} ma co najmniej 2 elementy. Dwie rozne
etykiety z L} przypisujemy wezlom a i b. Sa one tak dobrane, ze niezaleznie od
akcji zrodta i pozostatych wezlow, w kazdej z pierwszych ¢ rund a i b albo oba
nastuchujg, albo oba nadaja. Stad wszystkie pozostale wezty w tych rundach nie
odbieraja zadnych sygnaléw. W rundzie ¢, dla obu wiadomosci poczatkowych m’
im”, 7zrédto stwierdza, ze rozglaszanie jest ukonczone. Jednak w obu wypadkach
wezly rézne od a i b nie odebraty zadnych sygnaléw. Wiec nawet jesli sa przekonane,
ze znajg wiadomo§é poczatkowa, myla sie dla m’ lub m” . O

Czasem, cho¢ nie zawsze, przeprowadzenie §wiadomego rozglaszania umozliwia
detekcja kolizji. Wspominamy dwa przyklady z [CGGPROO0], w ktorych tak jest.
Drobna modyfikacja Protokotu BOUND dla graféw silnie spéjnych, potaczonego
z ROUND-ROBIN pozwala na §wiadome rozgtaszanie z niezmienionym czasem po-
wiadomienia i terminacji O (nD). Rowniez Protokét EXPLORE-AND-EXPAND dla
grafow nieskierowanych, po drobnej modyfikacji przeprowadza §wiadome rozglasza-
nie i terminuje w czasie O (n).

10. PROBLEMY OTWARTE

e zmniejszenie luki pomiedzy najlepszym ograniczeniem dolnym i gérnym na
czas rozglaszania: Q (nlog D) i O (nlognloglognlog D) badz O (n log? n)

e poprawienie rozmiaréw konstrukcji selektoréw lub rodzin selektywnych:
ograniczenie dolne wynosi Q (klog %)

e czy dla graféw symetrycznych da sie uzyskaé protokolty o czasie powiado-
miena o (Ddlog T log3 n), tj. istotnie mniejszym niz w protokole BROAD-C
z [CMSO01] 7

e czy w protokotach BROAD-B i BRoOAD-C z [CMS01] lub analogicznych,
istotnie zaleznych od D i d da sie uzyska¢ czas terminacji tego samego
rzedu co czas powiadomienia?
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