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4 �UKASZ JE�

1. Wst¦p

Rozwa»amy problem deterministycznego rozgªaszania (broadcast) w sieciach ra-
diowych oraz jego zwi¡zek z pewnymi konstrukcjami kombinatorycznymi: rodzi-
nami selektywnymi, rodzinami silnie selektywnymi oraz selektorami. Dzi¦ki tym
konstrukcjon mo»na nie tylko uzyska¢ efektywne protokoªy rozgªaszania w sieciach
radiowych, ale tak»e ograniczenia dolne dla tego problemu.

Sieci radiowe ró»nego rodzaju, np. telefonia komórkowa czy bezprzewodowy
Internet s¡ ju» intensywnie u»ywane. Protokoªy komunikacji w takich sieciach po-
winny zakªada¢ mo»liwie maªo o topologii sieci, gdy» ulega ona ci¡gªym zmianom.
Rozwa»amy protokoªy z minimaln¡ wiedz¡ konieczn¡ do przeprowadzenia rozgªa-
szania � ka»dy wierzchoªek sieci zna wyª¡cznie swój identy�kator.

Dokªadnie jeden w¦zeª sieci, ¹ródªo, posiada wiadomo±¢ pocz¡tkow¡ m, któr¡ ma
nast¦pnie przekaza¢ pozostaªym w¦zªom w mo»liwie krótkim czasie. Zadanie to
utrudnia interferencja � je±li do pewnego w¦zªa nadaje jednocze±nie kilka innych,
wzajemnie si¦ zagªuszaj¡ i w¦zeª ten w rezultacie nie odbiera »adnego sygnaªu.
Czasem zakªada si¦ mo»liwo±¢ detekcji kolizji : wtedy w¦zeª potra� stwierdzi¢, »e
kilka w¦zªów próbowaªo jednocze±nie przekaza¢ mu pewne komunikaty. Zajmujemy
si¦ gªównie modelem bez detekcji kolizji. Podamy jednak kilka wyników dla modelu
z detekcj¡ kolizji, które ilustruj¡, jak pomaga ona w rozgªaszaniu.

Wi¦kszo±¢ omawianych protokoªów charakteryzuje si¦ brakiem spontanicznej ko-
munikacji, co znaczy, »e »aden w¦zeª poza ¹ródªem nie nadaje komunikatów, dopóki
sam jakiego± nie odbierze. W¦zeª, który nie otrzymaª »adnego sygnaªu i w konse-
kwencji nie mo»e nadawa¢, to w¦zeª u±piony. Gdy odbiera sygnaª po raz pierwszy,
budzi si¦ i jest od tej pory w¦zªem aktywnym. �ródªo jest w¦zªem aktywnym od
pocz¡tku wykonywania protokoªu.

Brak spontanicznej komunikacji to oczywiste ograniczenie � nie pozwala w¦zªom
zbiera¢ informacji o swoim otoczeniu, które mogªyby wykorzysta¢ do szybszego
przekazania wiadomo±ci pocz¡tkowej, gdy j¡ wreszcie otrzymaj¡. Za to protokoªy
bez spontanicznej komunikacji s¡ prostsze i mog¡ by¢ u»yte równie» w problemie
budzenia w sieci.

Problem budzenia jest zbli»ony do problemu rozgªaszania. W problemie bu-
dzenia w sieci pocz¡tkowo ¹ródªo jest aktywne a pozostaªe w¦zªy u±pione. Bez
spontanicznej komunikacji nale»y obudzi¢ wszystkie w¦zªy. Podobnie jak w proble-
mie rozgªaszania, ka»dy z w¦zªów zna tylko swój identy�kator. Nadal dochodzi do
interferencji, za± detekcja kolizji jest niedost¦pna (problem z detekcj¡ kolizji trywia-
lizuje si¦). Zwi¡zek powy»szych problemów jest oczywisty: protokoªy rozgªaszania
bez spontanicznej komunikacji sªu»y¢ mog¡ jako protokoªy budzenia � wystarczy
zignorowa¢ wiadomo±¢ pocz¡tkow¡ i przekazywa¢ dowolny sygnaª.

Protokoªy budzenia, dzi¦ki prostocie znajduj¡ liczne praktyczne zastosowania,
cho¢by w wykrywaniu po»arów lasów: w lesie rozrzuca si¦ proste i tanie urz¡dzenia,
mog¡ce odbiera¢ sygnaªy radiowe oraz nadawa¢ sªabe sygnaªy na krótkie odlegªo±ci.
Gdy urz¡dzenie wykryje wysok¡ temperatur¦, budzi si¦ i rozpoczyna protokóª. Je±li
urz¡dzenia s¡ rozrzucone odpowiednio g¦sto, przekazuj¡ sygnaª mi¦dzy sob¡ a»
odbierze go znajduj¡cy si¦ na obrze»ach lasu nadajnik o du»ej mocy. Ten mo»e
przekaza¢ informacj¦ o po»arze na du»¡ odlegªo±¢.

2. Modele

2.1. Model bez detekcji kolizji. Sie¢ radiow¡ reprezentujemy jako graf skiero-
wany G = (V,E, s). s ∈ V oznacza ¹ródªo, z którego osi¡galny jest ka»dy wierz-
choªek. Przyjmiemy, »e V = [n] = {1, 2, . . . , n} dla pewnego (nieznanego) n. Je±li
nie b¦dzie to rodzi¢ niejasno±ci, b¦dziemy uto»samia¢ wierzchoªek z jego identy�-
katorem. W szczególno±ci zakªadamy, »e identy�katory to liczby naturalne od 1 do
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n. Zadaniem jest opracowanie protokoªu, umo»liwiaj¡cego przekazanie wiadomo-
±ci pocz¡tkowej m, któr¡ zna ¹ródªo s, do pozostaªych wierzchoªków. Wierzchoªki
grafu czasem b¦dziemy nazywa¢ w¦zªami, by podkre±li¢, »e chodzi o elementy sieci.

Graf G oraz jego parametry nie s¡ znane, tj. protokóª musi dziaªa¢ poprawnie dla
ka»dego grafu. W¦zªy maj¡ dost¦p do globalnego zegara odmierzaj¡cego dyskretny
czas od 0. Odcinek czasu od t do t+1 nazywamy rund¡ t. Protokóª specy�kuje dla
ka»dego w¦zªa v i ka»dej rundy t, czy w rundzie t w¦zeª v nasªuchuje, czy nadaje
komunikat, równie» specy�kowany przez protokóª. Akcja ka»dego w¦zªa v zale»y
wyª¡cznie od

• jego identy�katora v,
• chwili t,
• historii w¦zªa v, tj. zapisu odebranych przez niego komunikatów w rundach
od 0 do t,

przy czym na ogóª zakªadamy brak spontanicznej komunikacji. Oznacza to, »e w¦zeª
o pustej historii nie nadaje komunikatów. Dla uproszczenia przyjmiemy, »e protokóª
rozpoczyna si¦ w rundzie 1, za to ¹ródªo otrzymuje wiadomo±¢ m w rundzie 0.

Zakªadamy, »e ka»dy w¦zeª w ci¡gu rundy zd¡»y obliczy¢, jak¡ akcj¦ ma podj¡¢
oraz wykona¢ j¡. Je±li w rundzie t w¦zeª v nasªuchuje, odbiera komunikat c wtedy
i tylko wtedy, gdy c jest komunikatem nadawanym przez jedynego poprzednika v
nadaj¡cego w rundzie t. Zakªadamy, »e sygnaªy nadawane przez w¦zªy s¡ na tyle
krótkie, »e mo»na je przesªa¢ w jednej rundzie. Nie zawsze jest to uzasadnione �
prezentujemy m.in. protokoªy, w których w¦zªy nadaj¡ swoje identy�katory, lub
inne komunikaty zale»ne od wielko±ci sieci.

�atwo zauwa»y¢, »e przy braku spontanicznej komunikacji globalny zegar nie
jest potrzebny � wystarczy globalny metronom! W¦zªom wystarczy wspólne od-
mierznie rund, niekoniecznie musz¡ zna¢ numery tych rund. W¦zeª v musi pozna¢
numer rundy dopiero gdy ma nada¢ jaki± komunikat. Nim to nast¡pi, sam odbie-
rze jaki± komunikat. W tym komunikacie mo»e by¢ zawarty numer rundy: ¹ródªo
rozpoczyna odliczanie od 1 i dokleja numer rundy do ka»dego komunikatu, który
wysyªa. W¦zeª, który otrzyma komunikat z numerem rundy t, wie, »e otrzymaª go
w rundzie t+1. Odt¡d mo»e sam liczy¢ rundy i dokleja¢ ich numery do nadawanych
komunikatów.

Najwcze±niejsz¡ rund¦ t, w której wszystkie w¦zªy znaj¡ wiadomo±¢ m nazy-
wamy czasem powiadomienia protokoªu. Z kolei czasem terminacji nazywa¢ b¦-
dziemy najwcze±niejsz¡ rund¦, poczynaj¡c od której »aden z w¦zªów nie nadaje
komunikatów. Implicite zakªadamy, »e w¦zeª, który w rundzie t nie nadaje »adnego
komunikatu, nasªuchuje. Czas terminacji zostaª wprowadzony w [CMS01], jednak
wi¦kszo±¢ autorów nie dbaªa o terminacj¦. Uzupeªniamy twierdzenia dotycz¡ce
czasów powiadomienia ró»nych protokoªów o analiz¦ czasów terminacji.

W pseudokodach protokoªów b¦dziemy zwykle okre±la¢, które w¦zªy nadaj¡ jakie
komunikaty w danej rundzie. Prawdziwy kod powinien by¢ pisany dla w¦zªa, tj.
specy�kowa¢ dla niego, jak¡ akcj¦ ma wykona¢. W zwi¡zku z tym zaznaczamy,
»e sªowo kluczowe foreach rozumiemy jako równolegªe wykonanie operacji przez
wszystkie w¦zªy z danego zbioru a nie wykonywanie tych»e operacji sekwencyjnie
przez kolejne w¦zªy.

2.1.1. Schemat podwajania. Dla prostoty opisywane protokoªy b¦d¡ korzystaªy z
warto±ci n = |V |, mimo »e nie jest ona znana. Oczywi±cie poprawny protokóª dla
n w¦zªów, b¦dzie dobry dla dowolnego m ≤ n. Dlatego implicite stosujemy na-
st¦puj¡cy schemat podwajania: wykonujemy kolejno protokóª dla n = 20, 21, 22, . . .
Dowolny ci¡g rosn¡cy jest dobry, ale ten gwarantuje, »e zachowujemy asympto-
tyczn¡ wielko±¢ czasu powiadomienia. Niech wynosi on T (n) dla sieci o n w¦zªach.
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v1

v2

v3

v4

Rysunek 1. Cykl C4 z wyró»nionym ¹ródªem.

Wtedy po wykonaniu protokoªu dla 2k takiego, »e 2k−1 < n ≤ 2k, wszystkie w¦zªy
b¦d¡ znaªy m. Oczywi±cie 2k < 2n. Je±li wi¦c T (n) jest wypukª¡ funkcj¡ n, to
czas powiadomienia wynosi T ′ (n) =

∑k
j=0 T

(
2j
)

= O
(
T
(
2k
))

= O (T (n)).
Poka»emy, »e czas powiadomienia ka»dego protokoªu poprawnego dla dowolnego

grafu musi wynosi¢ Ω (n log n). Jest to wypukªa funkcja n, czyli czas powiadomienia
zachowuje sw¡ asymptotyczn¡ wielko±¢. Podobnie b¦dzie w szybszych protokoªach
dla grafów szczególnych oraz wtedy, gdy czas powiadomienia wyrazimy jako funkcj¦
wi¦kszej liczby zmiennych, np. d � maksymalnego stopnia wej±ciowego grafu i D
� maksymalnej odlegªo±ci wierzchoªka od ¹ródªa. O ewentualnych odst¦pstwach
od tej reguªy b¦dziemy wyra¹nie mówi¢.

Zauwa»my, »e uzyskany w ten sposób protokóª nie posiada gwarancji na czas
terminacji: nawet gdy wszystkie w¦zªy poznaªy ju» m, b¦dziemy za pewien czas
próbowa¢ wi¦kszego n. Wobec tego protokóª w ogóle nie terminuje. O terminacj¦
i jej czas b¦dziemy dodatkowo dbali.

2.1.2. Czemu identy�katory w¦zªów s¡ konieczne. Poka»emy teraz, »e unikalne iden-
ty�katory w¦zªów s¡ konieczne, by przeprowadzi¢ deterministyczny broadcast. Wy-
ka»emy to nawet dla szczególnego przypadku grafów nieskierowanych. Zajmujemy
si¦ protokoªami deterministycznymi. Brak dost¦pu do bitów losowych sprawia, »e
pewne (ró»ne od ¹ródªa) �symetryczne� w¦zªy zawsze zachowuj¡ si¦ w ten sam spo-
sób. Mo»na ich u»y¢ jako �blokady�, nie przepuszczaj¡cej sygnaªów z jednej cz¦±ci
grafu do drugiej � b¦d¡ albo jednocze±nie nasªuchiwa¢, albo nadawa¢ (te same
sygnaªy!), wzajemnie si¦ zagªuszaj¡c. Najprostszym tego typu przykªadem jest
graf C4, tj. cykl o czterech wierzchoªkach, widoczny na Rysunku 1. Ponumerujmy
jego wierzchoªki, zaczynaj¡c od ¹ródªa, tj. ¹ródªem jest v1, za± dalej w ustalonym
kierunku mamy v2, v3 i v4, s¡siaduj¡cy z v1. Par¡ wierzchoªków o identycznych
zbiorach s¡siadów s¡ v2 i v4. Odcinaj¡ one v4 od ¹ródªa, przez co v4 nie mo»e po-
zna¢ m. Warto zauwa»y¢, »e podany warunek powoduj¡cy identyczne zachowanie
w¦zªów jest silny � w istocie wystarczy, by ich zbiory s¡siadów zachowywaªy si¦
identycznie, niekoniecznie musz¡ by¢ identyczne.

2.2. Model z detekcj¡ kolizji. Rozwa»any, cho¢ rzadziej, jest równie» model, w
którym w¦zeª v próbuj¡cy odebra¢ sygnaª w rundzie t, w której nadaje co najmniej
dwóch jego poprzedników, odbiera specjalny sygnaª µ. Oznacza on, »e doszªo do
interferencji, tj. v dowiaduje si¦, »e co najmniej dwa w¦zªy próbowaªy przekaza¢ mu
pewne komunikaty. Jest to jedyna informacja, jak¡ uzyskuje v: nie poznaje liczby
nadaj¡cych poprzedników, identy�katora »adnego z nich, ani »adnego z nadawanych
komunikatów. Dla powy»szego modelu z detekcj¡ kolizji podajemy dwa przykªady
z [CGGPR00], które ilustruj¡ siª¦ detekcji kolizji.

W obu przykªadach protokoªy rozró»niaj¡ tylko, czy dany w¦zeª odebraª cokol-
wiek, tj. µ lub pewien komunikat c, czy nie odebraª nic. Z tego piszemy, »e w¦zeª
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nadaje µ, gdy rol¦ odgrywa jedynie fakt, »e w¦zeª nadaje a nie jest wa»ny sam
komunikat. Jest to wygodna konwencja, bo w¦zeª v odbiera w rundzie t sygnaª µ
o ile tylko w rundzie t nadawaje co najmniej jeden poprzednik v. Po przyj¦ciu tej
konwencji ªatwo stwierdzi¢, »e problem budzenia w sieci radiowej przy dost¦pnej
detekcji kolizji si¦ trywializuje � istnieje oczywisty protokóª budz¡cy wszystkie
w¦zªy i terminuj¡cy w czasie D.

Pewien kªopot stanowi zde�niowanie braku spontanicznej komunikacji w modelu
z detekcj¡ kolizji. Przyjrzyjmy si¦ bowiem protokoªom bez spontanicznej komuni-
kacji i bez detekcji kolizji. Doklejmy m (z odpowiednim znacznikami) do ka»dego
komunikatu, który go nie zawiera. Teraz ka»dy obudzony w¦zeª zna m i w de�ni-
cji mo»emy przyj¡¢ równowa»nie, »e nadawa¢ mog¡ jedynie w¦zªy, które odebraªy
m. Za to gdy dopuszczamy detekcj¦ kolizji, w¦zeª mo»e odebra¢ dwa ró»ne typy
sygnaªów: komunikat nadany przez poprzednika (o którym mo»emy zaªo»y¢, »e
zawiera m), lub sygnaª intereferencji µ, nios¡cy du»o mniej informacji. Nie jest
jasne, kiedy uzna¢ w¦zeª za obudzony: po otrzymaniu m czy ju» po usªyszeniu
µ. Tym bardziej, »e, jak poka»emy, w¦zªy mog¡ �odczyta¢� m ze swojej historii,
b¦d¡cej sekwencj¡ ciszy i sygnaªów µ w kolejnych rundach � a wi¦c sekwencj¡ bez
�peªnowarto±ciowych� komunikatów.

2.2.1. Grafy silnie spójne. Poka»emy, »e je±li sie¢ jest grafem silnie spójnym, to w
czasie O (n) w¦zªy sieci mog¡ pozna¢ n z dokªadno±ci¡ do staªego czynnika. �ci±lej,
s¡ w stanie znale¹¢ k naturalne takie, »e 2k−1 < n ≤ 2k. Potem wystarczy wykona¢
protokóª rozgªaszania dla n′ = 2k. Przypominamy, »e stosowany w modelu bez
detekcji kolizji schemat podwajania nie pozwala wprost na przerwanie wykonania
protokoªu rozgªaszania. Stosuj¡c technik¦ opisan¡ poni»ej, dostajemy protokóª,
który ma t¦ sam¡ gwarancj¦ na czas terminacji co na czas powiadomienia.

Protokóª Bound sªu»y do wyznaczenia n′ jak wy»ej i skªada si¦ z kolejnych faz
numerowanych od 0, gdzie faza k skªada si¦ z 2k + 1 rund numerowanych od 1.
Wyj¡tkiem jest faza 0, maj¡ca tylko jedn¡ rund¦. Po k-tej fazie w¦zeª v b¦dziemy
nazywa¢ aktywnym, je±li w tej fazie nadaª µ. W jedynej rundzie fazy 0 wszystkie
w¦zªy nadaj¡ µ. W pierwszej rundzie fazy k, µ nadaj¡ wszystkie aktywne w¦zªy
o identy�katorach wi¦kszych od 2k. W rundzie i (i > 1) fazy k sygnaª µ nadaj¡
wszystkie w¦zªy, które po raz pierwszy w fazie k odebraªy µ w rundzie i−1. Ka»dy
w¦zeª wyznacza n′ = 2k, gdzie k jest numerem fazy, po której w¦zeª ten si¦ zdez-
aktywowaª.

Protokóª Bound speªnia nast¦puj¡cy niezmiennik:

Niezmiennik 1. Po ka»dej z faz, albo wszystkie w¦zªy s¡ aktywne, albo wszystkie
s¡ nieaktywne.

Dowód. Indukcja wzgl¦dem liczby faz oraz liczby rund w ka»dej z faz. Opiszemy j¡
w skrócie. W fazie k o w¦zªach z identy�katorami ze zbioru

[
2k
]
powiemy, »e maj¡

niskie identy�katory a o pozostaªych, »e maj¡ wysokie identy�katory
W pierwszej rundzie fazy k, gdzie n > 2k, tj. k < dlog ne, niektóre wierzchoªki

o niskich identy�katorach odbieraj¡ sygnaª µ nadany przez w¦zªy o wysokich iden-
ty�katorach, bo G jest silnie spójny. W nast¦pnej rundzie same b¦d¡ nadawa¢, a
ich sygnaª dotrze do kolejnych w¦zªów. Nie licz¡c pierwszej rundy, rund jest tyle co
w¦zªów o niskich identy�katorach. Czyli wystarczaj¡co du»o, by ka»dy w¦zeª o ni-
skim identy�katorze odebraª oraz nadaª sygnaª µ. Zatem wszystkie w¦zªy pozostaj¡
aktywne.

Za to w fazie dlog ne »aden w¦zeª nie nadaje, wi¦c po zako«czeniu tej»e fazy
wszystkie w¦zªy si¦ dezaktywuj¡. �

Z niezmiennika wprost wynika poni»sze twierdzenie:
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Dane niejawne: G(V,E), silnie spójny
Dane jawne: s
Wynik: n′ : n′

2 < n ≤ n′

foreach v do /* faza 0 */

v nadaje µ;

for k = 1, 2, . . . do /* kolejne fazy */

foreach v > 2k do /* runda 1 fazy k */

v nadaje µ;

for i = 2, 3, . . . , 2k + 1 do /* kolejne rundy fazy k */

foreach v do
if runda i− 1 byªa pierwsz¡ rund¡ fazy k, w której v odebraª µ then

v nadaje µ;

foreach v do
if v nie nadaª µ w tej fazie then

v stwierdza, »e n′ = 2k i przerywa protokóª
Protokóª 1: Protokóª Bound

Twierdzenie 1. Protokóª Bound terminuje w czasie O (n) dla dowolnego grafu
silnie spójnego o n wierzchoªkach oraz wyznacza n′ takie, »e n′

2 < n ≤ n′. Co
wi¦cej, n′ znane jest ka»demu w¦zªowi sieci i wszystkie w¦zªy poznaj¡ je w tym
samym momencie.

2.2.2. Znacz¡ca cisza: kodowanie wiadomo±ci w szumie. Przypu±¢my, »e w¦zeª v
wie, »e w danej rundzie pewien podzbiór poprzedników v chce przesªa¢ do niego
bit b, wszystkie ten sam. Zamiast si¦ zagªusza¢, mog¡ wspóªpracowa¢! Je±li b = 0,
nie nadaj¡ nic, je±li za± b = 1, nadaj¡ µ. v umie odtworzy¢ warto±¢ b: b = 0
wtedy i tylko wtedy, gdy nie odebraª nic. To spostrze»enie jest podstaw¡ Protokoªu
Encoded-Broadcast, w którym przekazywane s¡ kolejne bity m = b1, b2, . . . , br.
Wystarczy zadba¢ o to, by w¦zªy wiedziaªy, kiedy m jest do nich w ten sposób
przesyªane, bo w przeciwnym razie ¹le interpretowaªyby cisz¦.

Protokóª skªada si¦ z kolejnych faz. W pierwszej s nadaje m. Kolejne fazy
maj¡ po 2r + 4 rund. W fazie k (k > 1), aktywne s¡ w¦zªy, które odebraªy µ
po raz pierwszy w fazie k − 1. Zachowany b¦dzie nast¦puj¡cy niezmiennik: w¦zªy
aktywne znaj¡ m. W ka»dej z faz nadaj¡ wyª¡cznie aktywne w¦zªy. W pierwszych
i ostatnich dwóch rundach, aktywne w¦zªy nadaj¡ µ. W rundach 2i + 1, 2i + 2,
post¦puj¡ zale»nie od warto±ci bi: je±li bi = 0, to w obu nie nadaj¡, za± gdy bi = 1, w
pierwszej z nich nie nadaj¡, za± w drugiej nadaj¡ µ. Nast¦pnicy w¦zªów aktywnych
rozpoznaj¡ pocz¡tek i koniec transmisji jako podwójne µ, za± z transmisji pomi¦dzy
nimi odtwarzaj¡ m (ignoruj¡c sygnaªy nieparzyste, a parzyste traktuj¡c jak to
opisano wcze±niej). Ka»dy w¦zeª zaraz po tym, jak pozna m, przekazuje je dalej, a
nast¦pnie si¦ dezaktywuje � oznacza to, »e w czasie O (|m|D) nie tylko wszystkie
w¦zªy poznaj¡ m, ale tak»e protokóª terminuje. Zaznaczmy, »e przy rozs¡dnym
zaªo»eniu, »e w jednej rundzie przesªa¢ tylko staª¡ liczb¦ bitów, wynik ten jest
optymalny, cho¢ niepraktyczny.

Protokóª Encoded-Broadcast posiada dwie ciekawe wªasno±ci:

(1) nie korzysta z identy�katorów w¦zªów,
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(2) akcje w¦zªów zale»¡ od m.

Pierwsza oznacza, »e w modelu z detekcj¡ kolizji identy�katory nie s¡ potrzebne do
przeprowadzenia rozgªaszania. Druga, podobnie z reszt¡ jak pierwsza, jest rzadko
spotykana.

Dane niejawne: G(V,E)
Dane jawne: s, m = b1b2 . . . br

/* faza 1 */
s nadaje m;

for i = 1, 2, . . . do /* kolejne fazy */

foreach v, który poznaª m w fazie i− 1 do /* przekazanie
zakodowanego m w ci¡gu 2r + 4 rund */

/* 2 rundy na oznaczenie pocz¡tku transmisji */

v nadaje µ;
v nadaje µ;

for j = 1, 2, . . . , r do /* 2r rund na zakodowanie r bitów m */

switch bj do
case 0

v nie nadaje;
v nie nadaje;

case 1
v nie nadaje;
v nadaje µ;

/* 2 rundy na oznaczenie ko«ca transmisji */

v nadaje µ;
v nadaje µ;

Protokóª 2: Protokóª Encoded-Broadcast

Twierdzenie 2. Protokóª Encoded-Broadcast przeprowadza rozgªaszanie i ter-
minuje w czasie O (|m|D) dla dowolnego grafu o n wierzchoªkach. Co wi¦cej, twier-
dzenie pozostaje w mocy nawet je±li w¦zªy sieci nie posiadaj¡ identy�katorów.

3. Prosty protokóª i jego rozwini¦cia

3.1. Protokóª Round-Robin. Przedstawiamy bardzo prosty protokóª, o nazwie
Round-Robin. Skªada si¦ on z pewnej liczby identycznych faz. Ró»na jest tylko
faza pierwsza: ¹ródªo nadaje w niej m. Ka»da kolejna faza skªada si¦ z n rund.
W rundzie i w¦zeª i nadaje wiadomo±¢ m, o ile tylko wcze±niej j¡ otrzymaª. W
oczywisty sposób unikamy kolizji. Po zako«czeniu fazy k, m znaj¡ wszystkie w¦zªy
w odlegªo±ci co najwy»ej k od ¹ródªa. Zatem do powiadomienia wszystkich w¦zªów
wystarczy D faz, o ile znane jest n. Niestety, gdy n nie jest znane, nie wiemy ile faz
potrzeba i dla hipotetycznej liczby w¦zªów n musimy wykona¢ n− 1 faz. Nie tylko
mo»e by¢ D = n − 1, ale dodatkowo w¦zªy na ±cie»ce (w tym wypadku graf jest
skierowan¡ ±cie»k¡ dªugo±ci n−1) mog¡ by¢ w takiej kolejno±ci, »e w jednej fazie m
poznaje tylko jeden nowy w¦zeª. Dlatego w schemacie podwajania (i pseudokodzie)
liczba faz wynosi n− 1, a st¡d czas powiadomienia � O

(
n2
)
a nie O (nD).

Zauwa»my jeszcze, »e ka»dy w¦zeª po tym, gdy nadaª wiadomo±¢, mo»e si¦ zdez-
aktywowa¢, gdy» wie, »e zostaª usªyszany. Dotyczy to zarówno wywoªania dla
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okre±lonego n, jak i schematu podwajania. Mody�kacja ta zapewnia dodatkowo, »e
protokóª terminuje, a jego czas terminacji wynosi, tak samo jak czas powiadomienia,
O
(
n2
)
. Pseudokod prezentujemy dla tak zmody�kowanej wersji protokoªu.

Mo»na zezwoli¢ w¦zªowi v, który otrzymaª (po raz pierwszy) m w fazie k w
rundzie wcze±niejszej ni» k, by nadaª m i zdezaktywowaª si¦ jeszcze w rundzie
k. Jest to usprawnienie, które mo»e przyspieszy¢ protokóª, lecz nie musi � ma
dokªadnie t¦ sam¡ gwarancj¦ na czas powiadomienia i terminacji. W pseudokodzie
nie uwzgl¦dniamy tej heurystyki, by zwi¦kszy¢ czytelno±¢.

Dane niejawne: G(V,E)
Dane jawne: n, s, m

/* faza 1 */

s nadaje m;

for k = 2, . . . , n− 1 do /* kolejne fazy */

for v = 1, 2, . . . , n do /* kolejne rundy fazy k */

if w¦zeª v otrzymaª m po raz pierwszy w fazie i− 1 then
v nadaje m;

Protokóª 3: Protokóª Round-Robin

Twierdzenie 3. Protokóª Round-Robin przeprowadza rozgªaszanie i terminuje
w czasie O

(
n2
)
dla dowolnego grafu o n wierzchoªkach.

3.2. Pewien szczególny przypadek. Nieªatwo wymy±le¢ jak poprawi¢ Protokóª
Round-Robin lub podej±¢ inaczej do problemu rozgªaszania. Rozwa»ymy szcze-
gólny przypadek, który naprowadzi nas na wªa±ciwy trop. W Protokole Round-
Robin ka»da faza, dzi¦ki odpowiednio dobranym rundom, gwarantuje, »e wiado-
mo±¢ poznaje co najmniej jeden nowy w¦zeª. Poniewa» nie ma lepszej gwarancji na
liczb¦ tych w¦zªów, wykonujemy n− 1 faz. Nie wida¢, jak poprawi¢ gwarancj¦ i w
konsekwencji zmniejszy¢ liczb¦ faz. Mo»e uda si¦ za to zmniejszy¢ liczb¦ rund w
fazie?

Przypu±¢my, »e w¦zªy sieci maj¡ stopie« wej±ciowy ograniczony przez d � in-
tuicyjnie niski stopie« wej±ciowy to mniej potencjalnych kolizji. O ka»dej z faz
Round-Robin mo»na my±le¢, »e gwarantuje w¦zªowi v, który poznaª m w fazie k,
»e przeka»em dalej w fazie k+1, gdy» nadaje bez kolizji. Spójrzmy z drugiej strony
� rozwa»my w¦zeª v, który nie zna m, ale taki, »e m w poprzedniej fazie poznaª
co najmniej jeden jego poprzednik. W¦zeª v nazwiemy niepowiadomionym w¦zªem
granicznym a jego znaj¡cego m poprzednika powiadomionym w¦zªem granicznym.
Gwarantujemy, »e w fazie k+ 1 co najmniej jeden (a nawet »e ka»dy) ze znaj¡cych
m poprzedników v, nada m bez kolizji.

Wida¢ ju», »e gdy wiemy, »e ∀v∈V degin (v) ≤ d, wspomniany warunek mo»e
by¢ ªatwiejszy do speªnienia � a w konsekwencji mo»na zmniejszy¢ liczb¦ rund w
fazie. Poni»ej prezentujemy przykªadowe rozwi¡zanie dla d = 1 i d = 2 oraz Uogól-
niony Protokóª Round-Robin, w którym kolejne rundy ka»dej z faz wyznaczone
s¡ przez pewn¡ rodzin¦ podzbiorów zbioru [n]. Znalezienie rodzin o maªej mocy i
u»ytecznych wªasno±ciach oraz ich umiej¦tne wykorzystanie b¦dzie naszym dalszym
celem.

W trywialnym przypadku d = 1 wystarczy jedna runda, w której nadaj¡ wszyst-
kie w¦zªy znaj¡ce m, gdy» nie mog¡ si¦ zagªuszy¢. Dla d = 2 jest nieco trudniej.
Zaªó»my dla uproszczenia, »e n = 2m − 1. Wtedy wystarczy 2m = d log (n+ 1)
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Dane niejawne: G(V,E)
Dane jawne: n, s, m
Dane pomocnicze: F =

{
F1, F2, . . . , F|F|

}
/* faza 1 */

s nadaje m;

for k = 2, 3, . . . , n− 1 do /* kolejne fazy */

for i = 1, 2, . . . , |F| do /* kolejne rundy fazy k */

foreach v ∈ Fi do
if w¦zeª v otrzymaª m po raz pierwszy w fazie k − 1 then

v nadaje m;
Protokóª 4: Uogólniony Protokóª Round-Robin

rund � w rundzie 2i − 1 nadaj¡ w¦zªy znaj¡ce m, których i-ty bit identy�katora
wynosi 0, a w rundzie 2i � te które znaj¡ m a i-ty bit ich identy�katora wynosi 1.
Rozwa»my niepowiadomiony v graniczny, który ma dwóch przodków znaj¡cych m
(gdy ma tylko jednego, analiza jest trywialna): u oraz u′. Poniewa» u 6= u′, istniej
bit, który je ró»ni. Dla ustalenia uwagi niech to b¦dzie bit i-ty. W takim razie
jeden spo±ród u, u′ przekazuje m do v w rundzie 2i− 1, a drugi w rundzie 2i.

Jak wida¢, maksymalny stopie« wej±ciowy ma wpªyw na liczb¦ potrzebnych rund
w fazie. Ma równie» wpªyw na to, które w¦zªy powinny jednocze±nie nadawa¢: w
Protokole Round-Robin w ka»dej rundzie nadaje tylko jeden w¦zeª, w przykªadzie
dla d = 1 �wszystkie znaj¡cem, za± dla d = 2 tylko niektóre z nich. Wystarczy, by
w ka»dej rundzie nadawaª taki podzbiór w¦zªów znaj¡cychm, by rodzina wszystkich
tych podzbiorów dla kolejnych faz gwarantowaªa, »e pewien niepowiadomiony w¦zeª
graniczny poznam. W naturalny sposób otrzymujemy de�nicj¦ rodziny selektywnej.

Nim podamy de�nicj¦, zaznaczmy, »e równie» w Uogólnionym Protokole Round-
Robin w¦zeª mo»e niekiedy wykona¢ swoj¡ faz¦ transmisji i zdezaktywowa¢ si¦ w
tej samej fazie, w której (po raz pierwszy) otrzymaª m. Ponownie wystarczy, by
nie �omin¡ª swojej kolejki�, tj. je±li otrzymaª m w rundzie i, by nie nale»aª do
»adnego ze zbiorów Fj dla j ≤ i. Dla czytelno±ci nie uwzgl¦dniamy tej heurystyki
w pseudokodzie.

3.3. Rodziny selektywne, silnie selektywne oraz selektory.

De�nicja 1. Rodzin¡ (n, k)-selektywn¡ nazywamy rodzin¦ F podzbiorów zbioru [n]
tak¡, »e

∀X⊆[n],|X|≤k∃S∈F |X ∩ S| = 1 .

O zbiorze S powiemy, »e wybiera X.

Poªó»my U = V , k = d oraz niech zbiory nale»¡ce do rodziny F b¦d¡ zbiorami
w¦zªów nadaj¡cych w kolejnych rundach ka»dej fazy (pod warunkiem, »e znaj¡
m). De�nicja ta gwarantuje »¡dan¡ wªasno±¢ rodzin dla Uogólnionego Protokoªu
Round-Robin: a» do uko«czenia rozgªaszania w ka»dej fazie pewien niepowiado-
miony w¦zeª graniczny poznaje m.

W rzeczywisto±ci m poznaj¡ wszystkie niepowiadomione w¦zªy graniczne, ale nie
wiemy ile ich jest. Poniewa» moc rodziny (n, k)-selektywnej F jest liczb¡ rund w
fazie dla grafów o maksymalnym stopniu wej±ciowym nie wi¦kzym ni» k, chcemy
uzyska¢ rodziny (n, k)-selektywne o minimalnej mocy. Gdy nie zakªadamy nic o
stopniu wej±ciowym w¦zªów, interesuj¡ nas rodziny (n, n− 1)-selektywne. Cho¢
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poka»emy, »e dla k = d = Θ (n) nie mo»na uzyska¢ |F| = o (n), sprytniejsze
zastosowanie rodzin selektywnych i tak pozwoli uzyska¢ lepsze rezultaty.

Z powy»szych powodów godne zainteresowania s¡ zarówno górne, jak i dolne
ograniczenia na rozmiar rodzin selektywnych. Poka»emy pó¹niej, jak z dolnych
ogranicze« na ich rozmiar wywie±¢ dolne ograniczenia na czas powiadomienia pro-
tokoªów rozgªaszania. Tymczasem wprowad¹my jeszcze dwie struktury o zbli»onych
wªasno±ciach.

De�nicja 2. Rodzin¡ silnie (n, k)-selektywn¡ nazywamy rodzin¦ F podzbiorów zbioru
[n] tak¡, »e

∀X⊆[n],|X|≤k∀x∈X∃S∈FX ∩ S = {x} ,

tj. rodzina silnie selektywna ró»ni si¦ od rodziny selektywnej tym, »e mo»na
wskaza¢ konkretny element zbioru X, który b¦dzie jedynym elementem przekroju
X z pewnym zbiorem z rodziny F .

De�nicja 3. (n, k)-selektorem nazywamy rodzin¦ F podzbiorów zbioru [n] tak¡, »e

∀X,Y⊆[n],X∩Y=∅, k
2<|X|≤k,|Y |≤k

∃S∈F |X ∩ S| = 1 ∧ Y ∩ S = ∅ .

O zbiorze S powiemy, »e wybiera X i omija Y .

Selektor jest konstrukcj¡ podobn¡ do dwóch poprzednich, cho¢ jego wªasno±ci s¡
nieco inne. Po pierwsze, moc zbiorów X ograniczamy tak»e z doªu, po drugie, co
wa»niejsze, istnie¢ ma zbiór S, który ma dokªadnie jeden wspólny element z X, ale
te» nie ma wspólnych elementów z pewnym zbiorem Y . Poni»ej prezentujemy dwa
fakty, wynikaj¡ce wprost z powy»szych de�nicji.

Fakt 1. Ka»da rodzina silnie (n, k)-selektywna F , jest rodzin¡ (n, k)-selektywn¡.

Fakt 2. Niech Si, dla i = 0, 1, . . . , dlog ke b¦dzie
(
n, 2i

)
-selektorem. Wtedy F =⋃dlog ke

i=0 Si jest rodzin¡ (n, k)-selektywn¡.

Oba fakty wykorzystuj¡ tylko cz¦±¢ wªasno±ci rodzin silnie selektywnych i selek-
torów. Z powodu sªabszych wªasno±ci rodzin selektywnych, nie wida¢, jak dzi¦ki
nim uzyska¢ rodziny silnie selekywne lub selektory.

Rodziny selektywne zostaªy wprowadzone w [CGGPR00], jednej z pierwszych
prac po±wi¦conych rozgªaszaniu w sieciach radiowych. Dzi¦ki rodzinom selektyw-
nym uzyskano tam pierwszy protokóª o czasie powiadomienia o

(
n2
)
, dokªadnie

O
(
n

11
6

)
. Selektory zostaªy wprowadzone w [CGR00] i pozwoliªy uzyska¢ jeden z

najlepszych znanych obecnie wyników. Przedstawiamy go w dalszej cz¦±ci pracy,
ale ju» teraz zaznaczamy, »e czas powiadomienia protokoªu z [CGR00] zale»y od
rozmiaru selektorów.

Nasza de�nicja selektora ró»ni si¦ nieznacznie od tej z [CGR00] i [Ind02], miano-
wicie u nas moc zbioru X speªnia nierówno±ci k2 < |X| ≤ k, za± we wspomnianych
pracach byªo to k

2 ≤ |X| ≤ k.
Czasami rodziny selektywne i selektory b¦dziemy zapisywa¢ nie jako rodziny

podzbiorów [n] a jako ci¡gi tych podzbiorów. Bierze si¦ to z tego, »e b¦dziemy po-
trzebowa¢, by byªy one w okre±lonym porz¡dku, tak jak w Uogólnionym Protokole
Round-Robin.

3.4. Niekonstruktywne ograniczenia górne na rozmiary rodzin selektyw-

nych i selektorów. Poka»emy teraz, »e istniej¡ rodziny (n, d)-selektywne, oraz
(n, d)-selektory rozmiaru O (d log n). Mimo, »e z faktu istnienia (n, d)-selektorów
rozmiaruO (d log n), na podstawie faktu 2 wynika istnienie rodzin (n, d)-selektywnych
tego samego rozmiaru, podamy oba dowody. Oba s¡ przykªadem zastosowania
metody probabilistycznej, nie daj¡ wi¦c konstrukcji tych obiektów. Twierdzenie
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dotycz¡ce rodzin selektywnych pochodzi z [CMS01], za± dotycz¡ce selektorów z
[CGR00]. Na koniec podamy odrobin¦ silniejsze ograniczenie górne dla rodzin se-
lektywnych, pochodz¡ce z [CMS03].

Twierdzenie 4. Dla ka»dych n, k ∈ N, 2 ≤ k ≤ n istnieje rodzina (n, d)-selektywna
F taka, »e |F| = O (k log n).

Dowód. Wylosujmy elementy rodziny F . Przypominamy, »e ka»dy z nich jest pod-
zbiorem [n]. Wylosujemy m takich zbiorów, gdzie warto±¢ m ustalimy pó¹niej,
w nast¦puj¡cy sposób: F = {Fi}mi=1. Dla i = 1, 2, . . . ,m oraz j = 1, 2, . . . , n,
Pr[j ∈ Fi] = 1/k, gdzie losowania s¡ niezale»ne. Oszacujemy teraz prawdopodo-
bie«stwo, »e F nie jest rodzin¡ (n, k)-selektywn¡, czyli »e istnieje zbiór W ⊆ [n],
|W | = h ≤ k taki, »e »aden zbiór F ∈ F nie wybiera W .

Pr[Bad] = Pr[F nie jest rodzin¡ (n, k) -selektywn¡] ≤

≤
k∑
h=1

(
n

k

)(
1− h

k

(
1− 1

k

)h−1
)m
≤

k∑
h=1

nh

(
1− h

k

(
1− 1

k

)k)m
Poniewa»

(
1− 1

k

)k ≥ 1
4 (jest to ci¡g rosn¡cy) i 1 + t ≤ et, mamy

Pr[Bad] ≤
k∑
h=1

nh
(

1− h

4k

)m
≤

k∑
h=1

nhe−
h
4km .

Poªó»my teraz m = 4kβ log n, gdzie β > 2. Wtedy

Pr[Bad] ≤
k∑
h=1

nhe−βh logn =
k∑
h=1

nh−hβ ≤
k∑
h=1

1
nβ−1

=
1

nβ−2
=

1
nΘ(1)

.

Utworzona w ten sposób rodzina F speªnia |F| = O (k log n) oraz z du»ym
prawdopodobie«stwem jest rodzin¡ (n, k)-selektywn¡. �

Twierdzenie 5. Dla ka»dych n, k ∈ N, 2 ≤ k ≤ n istnieje (n, k)-selektor S taki,
»e |S| = O (k log n).

Dowód. Losujemy m elementów selektora S podobnie jak poprzednio, ale z nieco
innym rozkªadem prawdopodobie«stwa: S = {Si}mi=1. Dla i = 1, 2, . . . ,m oraz
j = 1, 2, . . . , n, Pr[j ∈ Si] = 1/k + 1, gdzie losowania s¡ niezale»ne. Ustalmy
i ∈ [m] oraz rozª¡czne zbiory X i Y takie, »e ich moce x = |X| oraz y = |Y |
speªniaj¡ nierówno±ci: k/2 ≤ x ≤ k oraz y ≤ k. Wtedy

Pr[|Si ∩X| = 1 ∧ Si ∩ Y = ∅] =

= x · 1
k + 1

·
(

1− 1
k + 1

)x−1(
1− 1

k + 1

)y
=

=
x

k

(
1− 1

k + 1

)x+y

≥ 1
2

(
1− 1

k + 1

)2(k+1)

≥ 1
32

.

Ostatnia nierówno±¢, jak poprzednio, wynika z monotoniczno±ci ci¡gu (1− 1/k)k.
Z niezale»no±ci zbiorów Si dostajemy

Pr[S nie jest (n, k) -selektorem] ≤

≤
k∑

x=k/2

(
n

x

) k∑
y=0

(
n

y

)(
31
32

)m
≤ k2n2k

(
31
32

)m
≤ n4k

(
31
32

)m
≤ n−β =

1
nΘ(1)

,

je±li poªo»ymy m = 1
log 32

31
(4k + β) log n. �
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W pó¹niejszej pracy [CMS03] pokazano lepsze ograniczenie górne na rozmiar
rodziny selektywnej. Wynik ten prezentujemy zaraz po dwóch prostych faktach, z
których korzysta. Fakty te uzupeªniamy o dowody, pomini¦te w [CMS03].

Fakt 3. Dla n, k ∈ N, k < n, zachodzi log
(
n
k

)
= Θ

(
k log n

k + k
)
.

Dowód. Logarytmuj¡c nierówno±¢(n
k

)k
≤
(
n

k

)
≤
(n · e

k

)k
,

otrzymujemy

k log
n

k
≤ log

(
n

k

)
≤ k log

n

k
+ k log e .

�

Fakt 4. Dla n, h ∈ N, takich, »e 2h ≤ n, zachodzi
∑h
i=0 2i log n

2i = Θ
(
2h log n

2h + 2h
)
.

Dowód.

(1)
h∑
i=0

2i log
n

2i
= log n

h∑
i=0

2i −
h∑
i=0

i2i =
(
2h+1 − 1

)
log n−

h∑
i=0

i2i

By otrzyma¢ warto±¢
∑h
i=0 i2

i, rozwa»my sum¦
∑h
i=0 ix

i:

h∑
i=0

ixi =
h∑
i=1

ixi =
h∑
i=1

x·
(
xi
)′

= x

(
h∑
i=1

xi

)′
= x

(
h∑
i=0

xi

)′
= x

(
xh+1 − 1
x− 1

)′
=

= x ·
(h+ 1)xh (x− 1)−

(
xh+1 − 1

)
(x− 1)2 = x · h · x

h+1 − (h+ 1)xh + 1
(x− 1)2 .

Podstawiaj¡c x = 2 otrzymujemy

h∑
i=0

i2i = 2
(
h2h+1 − (h+ 1) 2h + 1

)
= 2h+1 (2h− (h+ 1)) + 2 = 2h+1 (h− 1) + 2 .

Wstawiaj¡c powy»szy wynik do (1), uzyskujemy

h∑
i=0

2i log
n

2i
=
(
2h+1 − 1

)
log n−2h+1 (h− 1)−2 = 2h+1 (log n− h+ 1)+2− log n .

�

Twierdzenie 6. Dla ka»dych n, k ∈ N, 2 ≤ k < n istnieje rodzina (n, k)-selektywna
F taka, »e |F| = O

(
k log n

k + k
)
.

Dowód. Zmody�kujmy lekko De�nicj¦ 1 � powiemy, »e rodzina F jest selektywna
dla rodziny S, je±li dla ka»dego S ∈ S istnieje F ∈ F taki, »e |S ∩ F | = 1.

Niech Si dla i = 1, 2, . . . , dlog ke b¦dzie rodzin¡ wszystkich podzbiorów [n] o
mocach z przedziaªu

(
2i−1, 2i

]
. Rozwa»my rodzin¦ Fi o mocy li (które ustalimy

pó¹niej), której ka»dy zbiór F losujemy nast¦puj¡co: dla ka»dego x ∈ [n] niezale»nie
okre±lamy, »e x ∈ F z prawdopodobie«stwem 1

2i . Mamy wi¦c ∀F∈Fi
∀x∈[n] Pr[x ∈

F ] = 1
2i .

Ustalmy zbiór S ∈ Si i rozwa»my zbiór F ∈ Fi. Wtedy

Pr [|S ∩ F | = 1] =
|S|
2i

(
1− 1

2i

)|S|−1

>
|S|
2i

(
1− 1

2i

)2i

≥ |S|
4 · 2i

≥ 1
8
,
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gdzie ±rodkowa nierówno±¢ ponownie wynika st¡d, »e ci¡g
(
1− 1

k

)k
jest rosn¡cy.

Poniewa» zbiory z Fi losujemy niezale»nie, prawdopodobie«stwo, »e Fi nie jest
rodzin¡ selektywn¡ dla Si, szacujemy przez

Pr[Bad] = Pr [Fi nie jest rodzin¡ selektywn¡ dla Si] ≤

≤
∑
S∈Si

Pr [Fi nie wybiera S] ≤
2i∑

d=2i−1+1

(
n

d

)(
1− 1

8

)li
≤

2i∑
d=2i−1+1

(
n

d

)
e−

li
8 .

Wystarczy wybra¢ li = 8 ln
((
n
2i

)
2i
)
, by dosta¢

Pr[Bad] ≤
2i∑

d=2i−1+1

(
n

d

)
e−

li
8 =

2i∑
d=2i−1+1

(
n
d

)(
n
2i

)
2i
≤

2i∑
d=2i−1+1

1
2i

=
2i−1

2i
=

1
2
,

gdzie nierówno±¢ pomi¦dzy skracanymi symbolami Newtona wynika z nierówno±ci
d ≤ 2i ≤ n

2 .
Powy»sza nierówno±¢ pokazuje, »e z niezerowym prawdopodobie«stwem wylo-

sujemy Fi b¦d¡ce rodzin¡ selektywn¡ dla Si. Teraz pozostaje zaj¡¢ si¦ jej roz-
miarem. Z Faktu 3 wynika, »e log

(
n
t

)
= O

(
t log n

t + t
)
, a st¡d bezpo±rednio, »e

li ≤ c2i
(
log n

2i + 1
)
dla pewnej staªej c > 0, czyli |Fi| ≤ c2i

(
log n

2i + 1
)
dla tej

samej staªej c. Wreszie, rodzina

F =
dlog ke⋃
i=1

Fi

jest rodzin¡ (n, k)-selektywn¡, za± jej rozmiar, na mocy Faktu 4, wynosi

|F| ≤
dlog ke∑
i=1

|Fi| ≤
dlog ke∑
i=1

c2i
(

log
n

2i
+ 1
)

= O
(
k log

n

k
+ k
)
.

�

Warto zauwa»y¢, »e w konstrukcji rodziny selektywnej w powy»szym dowodzie
osobno rozwa»ali±my zbiory X o mocach z przedziaªów

(
2i, 2i+1

]
, tj. faktycznie

zajmowali±my si¦ zbiorami X jak w de�nicji selektora (De�nicja 3). Ostatecznie
rodzin¦ selektywn¡ otrzymali±my jako sum¦ podobn¡ do tej z Faktu 2. To pomysª
z selektorów, by osobno traktowa¢ zbiory X o mocach z przedziaªów

(
2i, 2i+1

]
,

pozwoliª nam poprawi¢ ograniczenie.
W [CMS03] w powy»szych faktach i twierdzeniu w ograniczeniach nie wyst¦powaª

skªadnik k (ew. 2h). Dodali±my go, by unikn¡¢ niejasno±ci dla k bliskiego n �
wtedy log n

k mo»e by¢ dowolnie bliskie 0. Oczywi±cie najwa»niejsze jest ograniczenie
górne na rozmiar rodziny (n, k)-selektywnej. Dla dowolnego k tak¡ rodzin¡ jest
rodzina wszystkich n singletonów z [n], wi¦c k = Θ (n) nie jest najwa»niejszym dla
nas przypadkiem.

Potencjalnie jest mo»liwe, »e istniej¡ rodziny selektywne lub selektory o jeszcze
lepszych parametrach ni» uzyskane. Z tego powodu interesuj¡ nas ograniczenia
dolne na ich rozmiary. Podajemy je w dalszej cz¦±ci pracy. Okazuje si¦, »e poka-
zane powy»ej ograniczenia górne na rozmiar rodzin selektywnych s¡ optymalne, za±
selektorów prawie optymalne.

Pokazali±my, »e istniej¡ rodziny selektywne i selektory niewielkich rozmiarów,
a nawet »e mo»na je ªatwo wylosowa¢ z du»ym prawdopodobie«stwem sukcesu.
Daje nam to wyª¡cznie ograniczenie górne na rozmiary tych obiektów, bez mo»li-
wo±ci zastosowania ich w deterministycznych protokoªach rozgªaszania. Z drugiej
strony, nawet gdyby dopu±ci¢ mo»liwo±¢ losowania rodzin selektywnych (selekto-
rów), trudno byªoby zapewni¢, »e ka»dy w¦zeª wylosuje t¦ sam¡ rodzin¦ (selektor).
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Dlatego wci¡» interesuj¡ nas konstrukcje explicite, o tych samych, lub niewiele
wi¦kszych rozmiarach.

Rodziny silnie selektywne wspominamy z dwóch powodów: znajduj¡ podobne
zastosowanie jak rodziny selektywne w ogólniejszym problemie multibroadcast a
dodatkowo ich konstrukcje znane s¡ od lat. W naturalny sposób dostarczaªy rów-
nie» konstrukcji rodzin selektywnych, jednak o zbyt du»ych rozmiarach. Celowo
pomijamy górne ograniczenia na rozmiar rodzin silnie selektywnych, bowiem dolne
ograniczenia na rozmiar rodzin silnie selektywnych s¡ du»o wi¦ksze ni» rozmiary
znanych obecnie konstrukcji selektorów. Wi¦cej na ten temat w dalszej cz¦±ci pracy.

4. Nietrywialne górne ograniczenia na czas rozgªaszania

W tym rozdziale zaprezentujemy dwa wyniki. Pierwszy z nich to protokóª z
[CMS01], który gwarantuje czas powiadomienia uzale»niony od trzech parametrów
grafu: n, D, d. Jego czas powiadomienia wynosi O

(
Dd log n

d log3 n
)
. Jakkolwiek

daje to czas ω
(
n2
)
gdy D = Ω (n), d = Ω (n), to nie zawiera n jako czynnika

liniowego, przez co daje przyzwoite wyniki gdy d i D s¡ maªe.
Drugi protokóª pochodzi z [CGR00] i jest jednym z najszybszych protokoªów �

jego czas powiadomienia wynosi O
(
n log2 n

)
. Jak si¦ pó¹niej oka»e, jest to bardzo

dobry wynik, niestety zale»y tylko od n, tj. dla wspomnianych maªych D i d mo»e
nie by¢ konkurencyjny. Wynik ten zostaª poprawiony pó¹niej w [KP03b] do silniej
zale»¡cego od parametrów grafu O (n log n logD).

4.1. Protokóª zale»ny od n, D i d. W poprzednim rozdziale motywacj¡ dla
wprowadzenia i badania rodzin selektywnych byªa próba przyspieszenia Protokoªu
Round-Robin dla grafów o ograniczonym stopniu wej±ciowym wierzchoªków. Te-
raz rozwiniemy ten pomysª w oparciu o [CMS01], poprawiaj¡c drobne bª¦dy1, które
tam wyst¦powaªy.

Chcemy opracowa¢ kolejne protokoªy Broad-A, Broad-B i Broad-C, które
przeprowadz¡ rozgªaszanie dysponuj¡c coraz mniejsz¡ wiedz¡ na temat grafu. Broad-
A zakªada znajomo±¢ n i d, Broad-B tylko n, za± Broad-C nie zakªada o gra�e
nic. Chcemy przy tym, by czas powiadomienia tych protokoªów istotnie zale»aª od
tych trzech parametrów, w szczególno±ci by n nie wyst¦powaªo w nim jako czynnik
liniowy.

4.1.1. Protokóª zale»ny od n i d. Protokóª Broad-A wªa±ciwie opracowali±my ju»
wcze±niej � to Uogólniony Protokóª Round-Robin, którego fazy wyznacza ro-
dzina (n, d)-selektywna. Jak poprzednio, ka»dy w¦zeª po wykonaniu peªnej fazy
transmisji dezaktywuje si¦. Przypominamy, »e protokóª skªada si¦ z kolejnych faz,
z których ka»da skªada si¦ z tylu rund, ile wynosi moc rodziny (n, d)-selektywnej
F =

{
F1, F2, . . . , F|F|

}
. Z twierdzenia 6 wynika, »e mo»emy zaªo»y¢, »e |F| =

O
(
d log n

d + d
)
. W rundzie j fazy i nadaj¡ te w¦zªy, które nale»¡ do Fj oraz

odebraªy m (po raz pierwszy) w fazie i − 1. Jak wida¢, ka»dy w¦zeª nadaje naj-
wy»ej jednej fazie. Dla porz¡dku ponownie zamieszczamy pseudokod protokoªu.
Z wcze±niejszej dyskusji o Uogólnionym Protokole Round-Robin i rodzinach se-
lektywnych, otrzymujemy:

Twierdzenie 7. Protokóª Broad-A uruchomiony na dowolnym gra�e o n wierz-
choªkach, maksymalnym stopniu wej±ciowym d i maksymalnej odlegªo±ci od ¹ródªa
D przeprowadza rozgªaszanie i terminuje w czasie O

(
Dd
(
log n

d + 1
))
.

1O bª¦dach i ich korekcie wi¦cej na ko«cu podrozdziaªu.
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Dane niejawne: G(V,E)
Dane jawne: n, d, s, m
Dane pomocnicze: rodzina (n, d)-selektywna F =

{
F1, F2, . . . , F|F|

}
/* faza 1 */

s nadaje m;

for i = 2, 3, . . . , n do /* kolejne fazy */

for j = 1, 2, . . . , |F| do /* kolejne rundy fazy i */

foreach v ∈ Fj do
if w¦zeª v otrzymaª m po raz pierwszy w fazie i− 1 then

v nadaje m
Protokóª 5: Protokóª Broad-A

4.1.2. Protokóª zale»ny od n. Na bazie Broad-A opracujemy Broad-B. Ustalmy
n, bo z tej wielko±ci Broad-B mo»e korzysta¢. Zauwa»my, »e mamy podobn¡
sytuacj¦ co w Round-Robin � je±li zastosowa¢ schemat podwajania ze wzgl¦du
na d dla Broad-A, dla ka»dej warto±ci d musimy wykona¢ n faz, bo nie znamy D.
Z Faktu 4 czas powiadomienia wynosiªby O

(
nd
(
log n

d + 1
))
. Chcieli±my unikn¡¢

liniowej zale»no±ci od n, wi¦c musimy szuka¢ innego rozwi¡zania.
Zamiast wykonywa¢ protokoªy Broad-A

(
n, 2i

)
dla i = 0, 1, . . . , dlog ne sekwen-

cyjnie, uruchomimy je równolegle, przeplataj¡c rundy ka»dego z nich. Zakªadamy,
»e równolegªe wywoªania protokoªu Broad-A dla ró»nych d s¡ cz¦±ciowo zale»ne �
je±li w¦zeª v pozna m w rundzie t protokoªu Broad-A

(
n, 2i

)
, to pozna m równie»

w rundzie t w ka»dym z równolegªych wywoªa« Broad-A
(
n, 2j

)
dla wszystkich j.

Sªu»y to jedynie redukcji czasu terminacji. Podobnie b¦dzie w protokole Broad-C:
oprzemy go przecie» na protokole Broad-B � tam równie» w¦zªy �nie b¦d¡ kry¢
swojej wiedzy�.

Ostatecznie wi¦c Protokóª Broad-B skªada si¦ z kolejnych faz numerowanych
od 1. Ka»da faza skªada si¦ z dlog ne rund, numerowanych od 1. W rundzie j
fazy i w¦zªy wykonuj¡ rund¦ i Protokoªu Broad-A dla d = 2j . Oczywi±cie mo»na
pierwsz¡ faz¦ uczyni¢ wspóln¡ dla wszystkich równolegªych wykona« Broad-A, bo
w jej jedynej rundzie s nadaje m. Nie czynimy tego w pseudokodzie, by skróci¢
zapis.

Dane niejawne: G(V,E)
Dane jawne: n, s, m

for i = 1, 2, . . . do /* kolejne fazy */

for j = 1, 2, . . . , dlog ne do /* kolejne rundy fazy i; w rundzie j

zakªadany stopie« wej±ciowy nie wi¦kszy ni» 2j */

wykonaj i-t¡ rund¦ protokoªu Broad-A
(
n, 2j

)
;

Protokóª 6: Protokóª Broad-B

Twierdzenie 8. Protokóª Broad-B uruchomiony na dowolnym gra�e o n wierz-
choªkach, maksymalnym stopniu wej±ciowym d i maksymalnej odlegªo±ci od ¹ródªa
D przeprowadza rozgªaszanie w czasie O

(
Dd log n

(
log n

d + 1
))

i terminuje w czasie
O
(
Dd log n

(
log n

d + 1
)

+ n log n
)
.
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Dowód. Na mocy Twierdzenia 7 wykonanieBroad-A
(
n, 2dlog de) sprawia, »e wszyst-

kie w¦zªy poznaj¡ m. W Protokole Broad-B zajmie to dlog ne razy wi¦cej czasu,
bo symulujemy równolegle wykonanie dlog ne protokoªów. St¡d czas powiadomie-
nia Broad-B wynosi O

(
Dd log n

(
log n

d + 1
))
. Równie» czas dezaktywacji w¦zªa

po otrzymaniu m wydªu»a si¦ dlog ne razy. W protokole Broad-A
(
n, 2j

)
wynosi

on O
(
2j log n

2j + 2j
)
, co dla maksymalnej warto±ci j = dlog ne daje O (n). St¡d

czas terminacji Broad-B wynosi O
(
Dd log n

(
log n

d + 1
)

+ n log n
)
. �

4.1.3. Ostateczny protokóª. Broad-C mo»na ªatwo uzyska¢ wykonuj¡c kolejne fazy
takie, »e faza i skªada si¦ z i rund a runda j nale»y do protokoªu Broad-B

(
2j
)
.

Niestety, równie ªatwo stwierdzi¢, »e wtedy czas powiadomienia i czas terminacji
Broad-C to odpowiednio te czasy dla Broad-B podniesione do kwadratu! Poka-
»emy wydajniejszy sposób przeplatania protokoªów Broad-B dla ró»nych n.

W tym celu zde�niujmy rodzin¦ funkcji

f0 (z) = 0, fk (z) = 2k (k − z) dla k = 1, 2, 3, . . .

Protokóª Broad-C skªada si¦ z z kolejnych faz, numerowanych od 1. Faza k
skªada si¦ z k tur, numerowanych od 0. W turze l fazy k wykonywane s¡ rundy

fk−1 (l) + 1, fk−1 (l) + 2, . . . , fk (l) protokoªu Broad-B
(

22l
)
.

Dane niejawne: G(V,E)
Dane jawne: s, m

/* f0 (z) = 0, fk (z) = 2k (k − z) dla k = 1, 2, 3, . . . */

for k = 1, 2, . . . do /* kolejne fazy */

for l = 0, 1, . . . , k − 1 do /* kolejne tury fazy k */

for h = fk−1 (l) + 1, fk−1 (l) + 2, . . . , fk (l) do /* kolejne rundy
tury l fazy k */

wykonaj rund¦ h protokoªu Broad-B
(

22l
)
;

Protokóª 7: Protokóª Broad-C

Nas interesuj¡ oczywi±cie rundy protokoªu Broad-B
(

22dlog log ne
)
, które wyko-

nywane s¡ w turach dlog log ne kolejnych faz. Tura dlog log ne po raz pierwszy
pojawia si¦ w fazie dlog log ne + 1. Z de�nicji funkcji fk (z) wynika, »e fk (k) = 0,
czyli Protokóª Broad-B dla ka»dej warto±ci n wykonujemy od jego pierwszej rundy.

Twierdzenie 9. Protokóª Broad-C uruchomiony na dowolnym gra�e o n wierz-
choªkach, maksymalnym stopniu wej±ciowym d i maksymalnej odlegªo±ci od ¹ródªa
D przeprowadza rozgªaszanie w czasie O

(
Dd
(
log n

d + 1
)

log3 n
)
i terminuje w cza-

sie O
(
Dd
(
log n

d + 1
)

log3 n+ n log3 n
)
.

Dowód. Przeprowadzimy analiz¦ dla czasu powiadomienia. Dla czasu terminacji
analiza jest analogiczna.

Rozgªaszanie zostanie uko«czone wraz z ko«cem wykonaniaBroad-B
(

22dlog log ne
)
.

Musimy oszacowa¢, kiedy zostanie wykonana ostatnia runda tego protokoªu. Niech
jej numerem b¦dzie tend. Z Twierdzenia 8 wynika, »e tend = O

(
Dd log n

(
log n

d + 1
))
.

Zajmujemy si¦ gwarancj¡ na czas powiadomienia a nie faktycznym czasem, wi¦c za-
ªo»ymy, »e tend = Θ

(
Dd log n log

(
n
d + 1

))
. Dolne ograniczenie tej wielko±ci b¦dzie

wa»ne! Zauwa»my wi¦c, »e niezale»nie od warto±ci d i D zachodzi tend = Ω
(
log2 n

)
.



DETERMINISTYCZNY BROADCAST W SIECIACH RADIOWYCH 19

Teraz oszacujemy z góry kend, numer fazy protokoªu Broad-C, w której mie±ci
si¦ runda tend. Gdy b¦dziemy ju» dysponowa¢ ograniczeniem górnym na kend, ªatwo
oszacujemy z góry liczb¦ rund w kend pierwszych fazach.

Oczywi±cie kend jest najmniejsz¡ tak¡ liczb¡, »e

(1) kend > dlog logne, bo wcze±niej Broad-B
(

22dlog log ne
)
nie jest wykonywane

(2) fkend
(dlog log ne) ≥ tend, bo w turze dlog log ne fazy kend wykonywane s¡

rundy Broad-B
(

22dlog log ne
)
a» do fkend

(dlog log ne) wª¡cznie.

Podstawiaj¡c k = dlog tende oraz z = dlog logne w de�nicji fk (z) otrzymujemy

(2) fdlog tende (dlog log ne) = 2dlog tende (dlog tende − dlog log ne) ≥
≥ tend (dlog tende − dlog log ne) ≥ tend ,

poniewa» tend = Ω
(
log2 n

)
. Oznacza to, »e zachodzi nierówno±¢

(3) kend ≤ dlog tende < log tend + 1 .

Teraz obliczymy, ile rund potrzeba na zako«czenie kend-tej fazy. Z de�nicji faz
i tur wynika, »e potrzeba ich

T =
kend∑
k=1

k−1∑
l=0

(fk (l)− fk−1 (l)) =
kend−1∑
l=0

kend∑
k=l+1

(fk (l)− fk−1 (l)) =

=
kend−1∑
l=0

(fkend
(l)− fl (l)) =

kend−1∑
l=0

fkend
(l) .

Podstawiaj¡c z de�nicji warto±¢ fkend
(l) otrzymujemy

(4) T =
kend−1∑
l=0

fkend
(l) =

kend−1∑
l=0

2kend (kend − l) < 2kendk2
end .

Podstawiaj¡c w nierówno±ci (4) ograniczenie na kend z nierówno±ci (3), otrzy-
mujemy wreszcie

T < 2 · tend (log tend + 1)2 = O
(
tend log2 tend

)
= O

(
Dd
(

log
n

d
+ 1
)

log3 n
)
.

Jak wida¢, wystarczy przyj¡¢ za tend czas terminacji ProtokoªuBroad-B
(

22dlog log ne
)
,

tj. tend = Θ
(
Dd log n

(
log n

d + 1
)

+ n log n
)
, by identycznie wykaza¢, »e protokóª

Broad-C zwi¦ksza ten czas o czynnik log2 n. �

W [CMS01] przedstawione byªy bª¦dne protokoªy Broad-B oraz Broad-C.
Nie przeprowadzaªy poprawnie rozgªaszania, gdy» w¦zªy dezaktywowaªy si¦ zbyt
pr¦dko. Dodatkowo o protokole Broad-B autorzy [CMS01] twierdzili, »e zarówno
jego czas powiadomienia jak i terminacji wynosz¡ O

(
Dd log n log n

d

)
. Podobnie

miaªo by¢ w przypadku protokoªuBroad-C, który dodatkowo zale»aª od parametru
α. Oba czasy miaªy wynosi¢ O

(
Dd log n

d log1+α n
)
dla dowolnej staªej α > 0. Jed-

nocze±nie tura l odpowiada¢ miaªa protokoªowi Broad-B
(
2l
)
a nie Broad-B

(
22l
)
.

W oszacowaniu czasu byª bª¡d, którego poprawa wymagaªa nie tylko wspomnia-
nej zmiany dotycz¡cej tur, ale te» speªnienia nierówno±ci α ≥ 2. Ostatecznie wi¦c
parametr α znikn¡ª, gdy» optymalny wynik daje jego minimalna warto±¢. Bª¦dy
dostrzegª autor niniejszej pracy i poprawiª protokóª Broad-B. Korekty protokoªu
Broad-C dokonali sami autorzy [CMS01]. Bª¡d w szacowaniu czasu powiadomie-
nia dla Protokoªu Broad-C byª w nierówno±ci (2). By byªa prawdziwa, potrzeba,
by dlog tende > dlog log ne, co nie byªo prawd¡ � dla maªych d i D mogªo by¢
tend = O

(
log2 n

)
.
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4.2. Szybki protokóª rozgªaszania. Przedstawimy teraz protokóª DoBroad-
cast z [CGR00], który uzyskuje czas powiadomienia O

(
n log2 n

)
, korzystaj¡c z

(n, k)-selektorów rozmiaru O (k log n). Twierdzenie 5 gwarantuje istnienie selekto-
rów o takich rozmiarach, jednak nie daje konstrukcji. Dlatego dokonamy szacunku
odrobin¦ ogólniejszego ni» w [CGR00], nie zakªadaj¡c nic o rozmiarach selektorów.
Protokóª DoBroadcast, z czasem powiadomienia O

(
n log2 n

)
byª do niedawna

najszybszym znanym protokoªem rozgªaszania. Na ko«cu podrozdziaªu informu-
jemy o lepszym wyniku z [KP03b].

Dla j = 0, 1, . . . , dlog ne, niech Sj =
(
Sj0, S

j
1, . . . , S

j
mj−1

)
b¦dzie

(
n, 2j

)
-selektorem,

za± mj jego rozmiarem. Protokóª DoBroadcast skªada si¦ z kolejnych faz, nume-
rowanych od 0, z których ka»da skªada si¦ z dlog ne+1 rund, równie» numerowanych
od 0. Zbiór w¦zªów nadaj¡cych (pod warunkiem, »e znaj¡ m) w rundzie j fazy i to
Sji mod mj

. Jak wida¢, Protokóª Do-Broadcast polega na równolegªym wykona-

niu protokoªów korzystaj¡cych z
(
n, 2j

)
-selektorów dla ró»nych j.

Dane niejawne: G(V,E)
Dane jawne: n, s, m
Dane pomocnicze: (n, 2k)-selektory Sk =

(
Sk0 , S

k
1 , . . . , S

k
mk−1

)
, dla

0 ≤ k ≤ dlog ne

for i = 0, 1, . . . do /* kolejne fazy */

for j = 0, 1, . . . , dlog ne do /* kolejne rundy fazy i */

foreach v ∈ Sji mod mj
do

if v zna m then
v nadaje m;
Protokóª 8: Protokóª Do-Broadcast

Podczas analizy czasu powiadomienia b¦dziemy rozwa»a¢ cztery klasy w¦zªów:
u±pione, graniczne powiadomione, graniczne niepowiadomione i przetworzone. W¦-
zeª u±piony to w¦zeª nie znaj¡cy m. W¦zeª graniczny powiadomiony to w¦zeª zna-
j¡cy m, którego co najmniej jeden nast¦pnik nie zna m. W¦zeª graniczny niepo-
wiadomiony to u±piony w¦ze, którego co najmniej jeden poprzednik zna m. W¦zeª
przetworzony to w¦zeª, który zna m i którego wszyscy nast¦pnicy równie» je znaj¡.
Ka»da zmiana stanu w¦zªa z u±pionego na brzegowy powiadomiony, lub z brzego-
wego powiadomionego na przetworzony, wnosi 1 do post¦pu. Zauwa»my, »e obie te
zmiany mog¡ nast¡pi¢ w jednej rundzie. Gdy post¦p wyniesie 2n − 1, wszystkie
w¦zªy znaj¡ m.

Poka»emy, »e dla dowolnej fazy i istnieje j takie, »e zamortyzowany post¦p w

ka»dej z faz i, i + 1, . . . , i′ = i + mj − 1 wynosi Ω
(

2j

mj

)
. St¡d dostaniemy, »e czas

powiadomienia wynosi O
(
n log n ·maxj

mj

2j

)
. W szczególno±ci dla (n, k)-selektorów

rozmiaru O (n logc n) mamy mj = O
(
2j logc n

)
, a wi¦c czas powiadomienia wynie-

sie O
(
n log1+c n

)
.

Lemat 1. Dla dowolnej fazy i protokoªu Do-Broadcast istnieje j takie, »e za-

mortyzowany post¦p w ka»dej z faz i, i+ 1, . . . , i′ = i+mj − 1 wynosi Ω
(

2j

mj

)
.

Dowód. Niech B b¦dzie zbiorem powiadomionych w¦zªów granicznych tu» przed
rozpocz¦ciem fazy i, za± b niech b¦dzie takie, »e 2b−1 < |B| ≤ 2b. Dla j = 1, 2, . . .
niech Yj b¦dzie zbiorem w¦zªów, które byªy u±pione przed rozpocz¦ciem fazy i a po
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raz pierwszy otrzymaªy m w jednej z faz i, i + 1, . . . , i + mj − 1. Rozwa»my dwa
przypadki:

(1) Istnieje j takie, »e |Yj | ≥ 2j . Wtedy po mj rundach post¦p wynosi co
najmniej 2j . Zamortyzowany post¦p wynosi wi¦c co najmniej 2j/mj .

(2) Dla ka»dego j zachodzi |Yj | < 2j . Poka»emy, »e wszystkie w¦zªy z B b¦d¡
przetworzone po mb fazach. Rozwa»my niepowiadomiony w¦zeª graniczny
v. Niech Xv b¦dzie jego zbiorem poprzedników nale»¡cych do B. Xv jest
niepusty. We¹my j takie, »e 2j−1 < |Xv| ≤ 2j . Poniewa» zachodzi te»
|Yj | < 2j , Sj zawiera zbiór Sjk, który wybiera Xv i omija Yj . Zbiór ten
b¦dzie zbiorem nadawców w j-tej rundzie jednej z faz i, i+1, . . . , i+mj−1.
v otrzyma m, poniewa»
(a) dokªadnie jeden poprzednik w¦zªa v z Xv nada m w tej rundzie, bo Sjk

wybiera Xv

(b) »aden poprzednik w¦zªa v z Yj nie b¦dzie nadawaª, bo S
j
k omija Yj .

(c) w¦zªy u±pione tu» przed rozpocz¦ciem fazy i, spoza Yj pozostaj¡ u±pione
a» do fazy i+mj − 1 wª¡cznie, z de�nicji Yj

Dla ka»dego rozwa»anego v zachodzi Xv ⊆ B, wi¦c |Xv| ≤ |B| ≤ 2b. St¡d
dla ka»dego v zachodzi j ≤ b. Zatem w ci¡gu mb faz post¦p wynosi co

najmniej |B| > 2b−1, czyli zamortyzowany post¦p wynosi Ω
(

2b

mb

)
.

�

Jako bezpo±redni wniosek dostajemy

Twierdzenie 10. Je±li w Protokole Do-Broadcast wykonywanym na gra�e o n
w¦zªach u»yjemy

(
n, 2j

)
-selektorów rozmiaru mj, jego czas powiadomienia wyniesie

O
(
n ·maxj 2j

mj

)
.

Warto zauwa»y¢, »e j w powy»szym twierdzeniu mo»e wynie±¢ najwy»ej dlog ne.
Dla nas jednak najwa»niejszy b¦dzie poni»szy wniosek.

Wniosek 1. Protokóª Do-Broadcast, gdy u»y¢ w nim
(
n, 2j

)
-selektorów roz-

miaru O
(
2j logc n

)
osi¡ga czas powiadomienia O

(
n log1+c n

)
.

Nieprzypadkowo w Twierdzeniu 10 i Wniosku 1 mowa jest jedynie o czasie po-
wiadomienia. Wydaje si¦, »e trudno uzyska¢ terminacj¦ ProtokoªuDo-Broadcast
dotychczasowymi metodami � bo kiedy w¦zeª mo»e przesta¢ nadawa¢? W analizie
rozwa»ali±my dwa przypadki, w zale»no±ci od tego, czy istniaª zbiór Yj o mocy co
najmniej 2j . Je±li taki zbiór nie istniaª, powiadomione w¦zªy brzegowe (a to one
wªa±nie powinny umie¢ stwierdzi¢, kiedy staj¡ si¦ przetworzone) przekazywaªy w
ci¡gu mb faz wiadomo±¢ m do wszystkich swoich nast¦pników.

Wiemy co prawda, »emb = O (n log n), ale kªopoty sprawia przypadek, w którym
istnieje zbiór Yj o du»ej mocy. Wtedy wiemy tylko, w ci¡gu mj faz co najmniej 2j

nowych w¦zªów odebraªo m. Nie wiemy za to, które s¡ to w¦zªy! W szczególno±ci
nie ma gwarancji, »e b¦d¡ to wszyscy s¡siedzi obecnych w¦zªów brzegowych!

Zdawaªoby si¦, »e skoro czas powiadomienia wynosi O
(
n log2 n

)
, wystarczy, by

ka»dy z w¦zªów nadawaª zgodnie z protokoªem tylko przez Θ
(
n log2 n

)
rund, dla

odpowiednio dobranych staªych ukrytych w notacji. Czas terminacji byªby tego
samego rz¦du co czas powiadomienia. Niestety, tylko przy znanym n. Poniewa»
n nie jest znane, w¦zªy nadawaªyby sygnaªy w niesko«czono±¢ wedªug schematu
podwajania. A jednak da si¦ zapewni¢ terminacj¦ Protokoªu Do-Broadcast w
czasie równym czasowi powiadomienia � innymi metodami!

Opiszemy je wkrótce. Teraz wspomnim tylko, »e w [KP03b] podano protokóª,
którego czas powiadomienia zale»y równie» od D. Wynosi on O (n log n logD), a
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wi¦c protokóª z [KP03b] jest szybszy ni» Do-Broadcast, o ile logD = o (log n).
Jednak protokóª z [KP03b] bazuje na znajomo±ci n a pozbycie si¦ tej zale»no±ci jest
nietrywialne. Czas powiadomienia dla nieznanego n powi¦ksza si¦ o czynnik rz¦du
log log n i wynosi O (n log n log log n logD).

4.3. Przeplatanie protokoªów i szybsza terminacja. ProtokóªRound-Robin,
jakkolwiek wolny, ma t¦ zalet¦, »e ka»dy z w¦zªów nadaje w nim sygnaª dokªad-
nie raz. Poka»emy jak wykorzysta¢ ten protokóª do uzyskania terminacji innych
protokoªów, lub poprawienia ich czasów terminacji. Podkre±lmy, »e nie jest to
problem wydumany: nie potra�li±my dotychczas zapewni¢ terminacji protokoªu
Do-Broadcast, za± w protokoªach Broad-B i Broad-C czas terminacji ró»niª
si¦ od czasu powiadomienia skªadnikiem, którego nie mo»na zaniedba¢.

Pomocny okazuje si¦ pomysª, który pojawiª si¦ wªa±nie w tych protokoªach, tj.
równolegªe wywoªania ró»nych protokoªów. Wystarczy przeple±¢ dowolny protokóª
z Protokoªem Round-Robin, np. w rundach nieparzystych wykonywa¢ Round-
Robin a w parzystych protokóª, który chcemy poprawi¢. Jak poprzednio, wiedza
w¦zªów w tych wywoªaniach jest wspólna. Wspólna te» b¦dzie terminacja � przy-
pominamy, »e w omawianych protokoªach w¦zeª dezaktywuje si¦, gdy jest pewien,
»e przekazaª m do swoich nast¦pników. Wystarczy, »e uda si¦ to jednemu z prze-
platanych protokoªów, by w obu w¦zeª mógª si¦ zdezaktywowa¢.

Faktycznie korzystamy z wªasno±ci terminacji Protokoªu Round-Robin (dla
znanego n), która gwarantuje, »e ka»dy w¦zeª dezaktywuje si¦ w czasie O (n) od
otrzymania wiadomo±ci m. Oczywi±cie jako terminatora mo»na u»y¢ dowolnego
terminuj¡cego protokoªu, ale liniowa wzgl¦dem n gwarancja Round-Robin jest
najlepsza z tych, jakie uzyskali±my.

Przez przeplecenie protokoªu Do-Broadcast z Round-Robin dostajemy wi¦c
protokóª o czasie terminacji O

(
n log2 n+ n

)
= O

(
n log2 n

)
. Podobnie w przy-

padku Protokoªu Broad-B (w którym zakªadamy znajomo±¢ n) dodatkowy skªad-
nik w czasie terminacji mo»na zredukowa¢ z O (n log n) do O (n). W protokole
Broad-C przeplatamy ju» zmody�kowane Protokoªy Broad-B � w wyniku do-
datkowy skªadnik w czasie terminacji zmniejsza si¦ o czynnik logarytmiczny. Poni-
»ej prezentujemy te fakty w postaci wniosków.

Wniosek 2. Je±li w protokole Do-Broadcast wykonywanym na gra�e o n w¦-
zªach u»yjemy

(
n, 2j

)
-selektorów rozmiaru mj i dodatkowo przepleciemy go z Proto-

koªem Round-Robin, czas powiadomienia i terminacji wyniesie O
(
n ·maxj 2j

mj

)
.

Wniosek 3. Protokóª Do-Broadcast przepleciony z Protokoªem Round-Robin,
gdy u»yjemy w nim

(
n, 2j

)
-selektorów rozmiaru O

(
2j logc n

)
mamymj = O

(
2j logc n

)
osi¡ga czas powiadomienia i terminacji O

(
n log1+c n

)
.

Wniosek 4. Protokóª Broad-B(n) przepleciony z Protokoªem Round-Robin i
uruchomiony na dowolnym gra�e o n wierzchoªkach, maksymalnym stopniu wej±cio-
wym d i maksymalnej odlegªo±ci dowolnego wierzchoªka od ¹ródªa D przeprowadza
rozgªaszanie w czasie O

(
Dd log n log n

d

)
i terminuje w czasie O

(
Dd log n log n

d + n
)
.

Wniosek 5. Protokóª Broad-C oparty o przeplecione protokoªy Broad-B i Round-
Robin, uruchomiony na dowolnym gra�e o n wierzchoªkach, maksymalnym stop-
niu wej±ciowym d i maksymalnej odlegªo±ci dowolnego wierzchoªka od ¹ródªa D
przeprowadza rozgªaszanie w czasie O

(
Dd log n

d log3 n
)
oraz terminuje w czasie

O
(
Dd log n

d log3 n+ n log2 n
)
.



DETERMINISTYCZNY BROADCAST W SIECIACH RADIOWYCH 23

5. Dolne ograniczenia na rozmiar rodzin selektywnych, rodzin silnie

selektywnych i selektorów

Zaczniemy od podania, bez dowodu, ograniczenia na rozmiar rodzin silnie selek-
tywnych, pochodz¡cego z [CMS01].

Twierdzenie 11. Niech F b¦dzie rodzin¡ silnie (n, d)-selektywn¡. Wtedy

• Je±li 2 ≤ d ≤
√

2n− 1, to |F| ≥ d2

16 log d log n.
• Je±li d ≥

√
2n, to |F| ≥ n.

Jak wspomnieli±my wcze±niej, jest to ograniczenie na tyle du»e, »e z naszego
punktu widzenia nie warto zajmowa¢ si¦ rodzinami silnie selektywnymi. Do na-
szych zastosowa« wystarczaj¡ rodziny selektywne i selektory, dla których znane s¡
konstrukcje o mniejszym rozmiarze.

D¡»ymy do wykazania, »e ka»da rodzina (n, d)-selektywna jest rozmiaru Ω
(
d log

(
n
d

))
.

Korzysta¢ b¦dziemy z wªasno±ci innej struktury kombinatorycznej, mianowicie ro-
dzin (sªabo) rozª¡cznych (intersection free families). S¡ one dobrze znane i opisane
w [FF85].

De�nicja 4. Dla l ≤ k ≤ n, rodzina G k-podzbiorów zbioru [n] jest l-rozª¡czna,
je±li

∀F1,F2∈G |F1 ∩ F2| 6= l

W skrócie l-rozª¡czn¡ rodzin¦ k-podzbiorów zbirou [n] nazywa¢ b¦dziemy ro-
dzin¡ (n, k, l)-rozª¡czn¡. Z [FF85] pochodzi równie» poni»sze twierdzenie, które
przytaczamy bez dowodu.

Twierdzenie 12. Niech G b¦dzie rodzin¡ (n, k, l)-rozª¡czn¡, gdzie 2l + 1 ≥ k oraz
k − l jest pot¦g¡ liczby pierwszej. Zachodzi wtedy

|G| ≤
(
n

l

)(2k−l−1
k

)(
2k−l−1

l

)
Nas interesowa¢ b¦d¡ rodziny (n, k, k/2)-rozª¡czne, z pewnymi warunkami na-

ªo»onymi na n i k. Z powy»szego twierdzenia wyprowadzimy dla nich prostsze
ograniczenie górne na rozmiar.

Wniosek 6. Niech G b¦dzie rodzin¡ (n, k, k/2)-rozª¡czn¡, gdzie k jest pot¦g¡ liczby
2 oraz k ≤ n

26 . Zachodzi wtedy

log |G| ≤ 11k
12

log
n

k
Dowód. Para (k, l = k/2), gdzie k jest pot¦g¡ liczby 2 speªnia zaªo»enia Twierdzenia
12. Poªó»my l = k/2. Korzysta¢ z poni»szych prostych nierówno±ci(a

b

)b
≤
(
a

b

)
≤
(a · e

b

)b
(
a− 1
b

)
=
a− b
a

(
a

b

)
uzyskujemy

log |G| ≤ log

((
n

k/2

)(3k/2−1
k

)(
3k/2−1
k/2

)) = log

(
1
2

(
n

k/2

)(3k/2
k

)(
3k/2
k/2

)) ≤
≤ log

(
1
2

(
2en
k

)k/2(3e
2

)k
3−k/2

)
=
k

2
log

n

k
+
k

2
log 3 +

3k
2

log e− k

2
− 1 <

<
k

2
log

n

k
+

5
2
k ≤ 11k

12
log

n

k
,
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gdzie w ostatnim przej±ciu korzystamy z tego, »e k ≤ n
26 , czyli 1 ≤ 1

6 log n
k . �

Teraz mo»emy sformuªowa¢ i udowodni¢ twierdzenie o minimalnym rozmiarze
rodziny (n, k)-selektywnej.

Twierdzenie 13. Niech F b¦dzie rodzin¡ (n, k)-selektywn¡, i niech n > 2, 2 ≤ k ≤
n
64 . Wtedy

|F| ≥ k

24
log

n

k

Dowód. Niech k′ b¦dzie pot¦g¡ liczby 2 tak¡, »e k
2 ≤ k′ ≤ k. Zde�niujmy graf

G w nast¦puj¡cy sposób: zbiór wierzchoªków G to zbiór wszystkich k′-podzbiorów
zbioru [n], za± kraw¦dzie ª¡cz¡ wierzchoªki maj¡ce dokªadnie k′

2 wspólnych elemen-
tów. Niech χ (G) oznacza liczb¦ chromatyczn¡ grafu G, za± α (G) moc najwi¦kszego
zbioru niezale»nego w G. Wyka»emy, »e

k

24
log

n

k
≤ logχ (G) ≤ |F| .

Do wykazania lewej nierówno±ci skorzystamy z trywialnego oszacowania χ (G) ≥
|V (G)|
α(G) . Poniewa» wierzchoªki dowolnego zbioru niezale»nego grafu G tworz¡ rodzin¦(
n, k′, k

′

2

)
-niezale»n¡, mo»emy skorzysta¢ z Wniosku 6, by uzyska¢

logχ (G) ≥ log |V (G) | − logα (G) ≥ log
(
n

k′

)
− 11k′

12
log

n

k
≥

≥ k′ log
n

k′
− 11k′

12
log

n

k′
≥ k′

12
log

n

k′
≥ k

24
log

n

k
.

Przy dowodzie prawej nierówno±ci skorzystamy z równie trywialnej nierówno±ci

χ
(⋃t

i=1Gi

)
≤
∏t
i=1 χ (Gi), prawdziwej dla grafów o tym samym zbiorze wierz-

choªków. Niech F =
{
F1, F2, . . . , F|F|

}
. Grafy Gi, dla 1 ≤ i ≤ |F|, de�niujemy

nast¦puj¡co: V (Gi) = V (G) oraz E (Gi) = {{u, v} ∈ E (G) : |Fi ∩ (u÷ v) | = 1}.
Ka»da kraw¦d¹ {u, v} ∈ E (G) nale»y do co najmniej jednego ze zbiorów E (Gi),
bo

(1) |u÷ v| = k′ ≤ k oraz
(2) F jest rodzin¡ (n, k)-selektywn¡.

W takim razie G =
⋃|F|
i=1Gi. Ponadto grafy Gi s¡ dwudzielne, bo jeden z

wierzchoªków u, v poª¡czonych w Gi kraw¦dzi¡ ma nieparzyst¡ liczb¦ wspólnych
elementów z Fi, a drugi parzyst¡:

1 = | (u÷ v)∩ Fi| = |u∩ Fi|+ |v ∩ Fi| − 2|u∩ v ∩ Fi| ≡ |u∩ Fi|+ |v ∩ Fi| mod 2 .

Zachodzi wi¦c poni»szy ci¡g nierówno±ci:

logχ (G) = logχ

 |F|⋃
i=1

Gi

 ≤ log
|F|∏
i=1

χ (Gi) =
|F|∑
i=1

logχ (Gi) ≤ |F| .

�

Ograniczenie górne z Twierdzenia 6 i dolne z Twierdzenia 13 s¡ równe z do-
kªadno±ci¡ do staªych, czyli optymalny rozmiar rodziny (n, k)-selektywnej wynosi
Θ
(
k log n

k

)
.

W [Ind02] zaznaczono, »e z Twierdzenia 13 i Faktu 2 mo»na uzyska¢ dolne
ograniczenie Ω

(
k log n

k

)
na rozmiar selektora. Twierdzenie 13 przytaczono bª¦dnie

jako daj¡ce ograniczenie dolne Ω (k log n) na rozmiaru rodziny selektywnej zamiast
poprawnego Ω

(
k log n

k

)
. Wówczas znane byªo jedynie sªabsze górne ograniczenie
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O (k log n) z Twierdzenia 4 z [CMS01], a ograniczenie górne O
(
k log n

k

)
z Twier-

dzenia 6 z [CMS03] udowodniono pó¹niej.
Niezale»nie od tej nie±cisªo±ci, nie da si¦ ªatwo wysnu¢ dolnych ogranicze« na

rozmiar selektorów dzi¦ki takim ograniczeniom na rozmiar rodzin selektywnych.
Podstaw¡ wnioskowania miaª by¢ Fakt 2, mówi¡cy, »e suma odpowiednich selek-
torów jest rodzin¡ selektywn¡. Je±li zaªo»y¢, »e istniej¡ (n, k)-selektory rozmiaru
o
(
k log n

k

)
, to z Faktów 2 i 4 wynika istnienie rodzin (n, k)-selektywnych rozmiaru

o
(
k log n

k

)
, co jest sprzeczne z Twierdzeniem 13.

Sprzeczno±¢ ta nie daje ograniczenia dolnego Ω
(
k log n

k

)
dla dowolnych n, k,

jak sugeroano w [Ind02]. Wynika z niej jedynie, »e dla niesko«czenie wielu par
(n, k) rozmiar (n, k)-selektora wynosi Ω

(
k log n

k

)
. O k z tych par mo»na dodatkowo

przyj¡¢, »e s¡ pot¦gami liczby 2.
W de�nicji 3 selektora mamy k

2 ≤ |X| ≤ k, nie wynika wi¦c z niej monotoniczno±¢
ze wzgl¦du na k: (n, k)-selektor nie musi by¢ (n, k′)-selektorem dla k′ < k. Co za
tym idzie, nie mo»emy przenie±¢ uzyskanego dla pewnych szczególnych par (n, k)
ograniczenia dolnego na wszystkie pary (n, k).

5.1. Dolne ograniczenia na czas rozgªaszania. Zastosujemy teraz Twierdzenie
13, mówi¡ce, »e dla rodziny (n, k)-selektywnej F , |F| = Ω

(
k log n

k

)
, by uzyska¢

dolne ograniczenie Ω (n log n) na czas deterministycznego rozgªaszania bez sponta-
nicznej komunikacji w sieciach radiowych. Jakkolwiek w prezentowanych twierdze-
niach pojawi¡ si¦ dodatkowo parametry D i d, mo»na tak je dobra¢, by uzyska¢
ograniczenie Ω (n log n). Dowody polegaj¡ na takim przypisaniu identy�katorów
w¦zªom odpowiedniego peªnego grafu warstwowego, »e przekazanie m z dowolnej
warstwy do kolejnej wymaga dªugiego czasu. Oba twierdzenia pochodz¡ z [CMS01].

De�nicja 5. Graf skierowany G nazywamy peªnym grafem warstwowym, gdy

(1) G skªada si¦ z D + 1 warstw, L0, L1, . . . , LD dla pewnego D naturalnego,
(2) Li to zbiór w¦zªów odlegªych od ¹ródªa o i,
(3) L0 = {s}, tj. zawiera wyª¡cznie ¹ródªo,
(4) dla 0 ≤ i < D, (Li, Li+1) tworzy peªny graf dwudzielny z kraw¦dziami

skierowanymi od Li do Li+1.

Twierdzenie 14. Dla dowolnego deterministycznego protokoªu rozgªaszania P bez
spontanicznej komunikacji oraz dowolnych n i D takich, »e D ≥ 64, istnieje n-
wierzchoªkowy graf GP o maksymalnej odlegªo±ci od ¹ródªa wynosz¡cej D taki, »e
czas powiadomienia P na GP wynosi Ω (n logD).

Dowód. Twierdzenie udowodnimy dla silniejszych protokoªów póªwszechwiedz¡cych.
Protokóª jest póªwszechwiedz¡cy, gdy akcja w¦zªa v w chwili t zale»y wyª¡cznie od

• jego identy�katora v,
• chwili t,
• n, tj. liczby w¦zªów w gra�e,
• d, tj. maksymalnego stopnia wej±ciowego w¦zªów,
• historii transmisji wszystkich w¦zªów grafu Gv, tj. zapisu odebranych przez
niego sygnaªów w czasie od 0 do t, gdzie Gv to graf poprzedników v: podgraf
grafu G indukowany na wierzchoªkach, z których v jest osi¡galny.

Protokóª póªwszechwiedz¡cy jest silniejszy od dotychczas rozwa»anych, bo v zna
nie tylko swój stan, ale równie» stany wszystkich swoich poprzedników praz para-
metry grafu: n i d. W szczególno±ci ka»dy w¦zeª od samego pocz¡tku zna m, skoro
jest osi¡galny ze ¹ródªa. Wymagamy jednak, by m zostaªo mu przesªane przez inny
w¦zeª a jednocze±nie nie dopuszczamy spontanicznej komunikacji. Ka»dy z w¦zªów
mo»e wi¦c nadawa¢ dopiero gdy m zostanie do niego przesªane, tj. sama znajomo±¢
m nic mu nie daje.
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s

Rysunek 2. Peªny graf warstwowy.

Teraz de�niujemy graf GP . GP jest peªnym grafem warstwowym o D + 1 war-
stwach, L0, L1, . . . , LD, jak w De�nicji 5. Ka»da z warstw L1, L2, . . . , LD−1 ma
nie wi¦cej ni»

⌈
n

2D

⌉
w¦zªów, za± LD stanowi¡ wszystkie pozostaªe w¦zªy. Kluczem

dowodu jest takie rozmieszczenie w¦zªów w warstwach i przypisanie im identy�ka-
torów, »e przekazanie m do ka»dej kolejnej warstwy trwa Ω

(
n
D logD

)
rund.

Poniewa» D ≥ 64, zachodzi
⌈
n

2D

⌉
≤ 1

64

⌈
n
2

⌉
i z Twierdzenia 13 wynika, »e istnieje

staªa c > 0 taka, »e ka»da rodzina
(⌈
n
2

⌉
,
⌈
n

2D

⌉)
-selektywna ma rozmiar przynaj-

mniej T =
⌈
c nD logD

⌉
. Dowodzone twierdzenie jest prost¡ konsekwencj¡ poni»szego

lematu. �

Lemat 2. Dla ka»dego j = 1, 2, . . . , D, mo»na rozmie±ci¢ w¦zªy w warstwach
L1, L2, . . . , Lj grafu GP tak, »e P nie przeka»e wiadomo±ci m do warstwy Lj przed
chwil¡ (j − 1)T , gdzie T =

⌈
c nD logD

⌉
dla pewnej staªej c > 0 jest dolnym ograni-

czeniem na rozmiar rodziny
(⌈
n
2

⌉
,
⌈
n

2D

⌉)
-selektywnej.

Dowód. Indukcja wzgl¦dem j. Teza jest speªniona w sposób trywialny dla j = 1.
By dowie±¢ kroku indukcyjnego zde�niujmy dla j = 1, 2, . . . , D − 1

• Gj jako podgraf konstruowanego GP indukowany na w¦zªach z warstw
L0, L1, . . . , Lj ; Gj jest grafem poprzedników dla ka»dego w¦zªa z warstwy
Lj+1

• ∆Tj = {(j − 1)T, (j − 1)T + 1, . . . , jT − 1}
Zaªó»my, »e teza zachodzi dla ka»dego j′ < j a warstwy L1, L2, . . . , Lj−1 zostaªy

ju» zgodnie z ni¡ ustalone. Zde�niujmy

Rj = V
(
GP
)
\
j−1⋃
h=0

Lh ,

tj. Rj to zbiór w¦zªów, które nie zostaªy jeszcze przydzielone do »adnej warstwy.
Spo±ród nich wybierzemy te, które utworz¡ warstw¦ Lj . Mo»emy wybiera¢ spo±ród
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wielu w¦zªów: |Rj | ≥
⌈
n
2

⌉
, bo

|Rj | = n−
j−1∑
h=0

|Lh| ≥ n−
⌈ n

2D

⌉
(D − 2)− 1 ≥

(
n−

⌈n
2

⌉)
+ 2

⌈ n

2D

⌉
− 1 ≥

⌈n
2

⌉
.

Niech wi¦c R′j b¦dzie dowolnym podzbiorem Rj o mocy
⌈
n
2

⌉
. Symulujemy za-

chowanie w¦zªów z R′j podczas wykonania protokoªu P przy zaªo»eniu, »e Gj−1 jest
grafem poprzedników ka»dego z nich. Oznaczmy

St =
{
v ∈ R′j : i nadaje w chwili (j − 1)T + t

}
F = {S1, S2, . . . , ST−1} .

Poniewa» |F| < T , F nie jest rodzin¡
(⌈
n
2

⌉
,
⌊
n

2D

⌋)
-selektywn¡, wi¦c istnieje

podzbiór L ⊆ R′j o mocy nie wi¦kszej ni»
⌊
n

2D

⌋
, którego nie wybiera »aden ze

zbiorów z rodziny F . Wybieramy Lj := L, gwarantuj¡c, »e w¦zªy z warstwy Lj nie
przeka»¡ wiadomo±ci m do Lj+1 a» do ostatniej rundy przedziaªu ∆Tj wª¡cznie �
pami¦tajmy, »e same poznaj¡ m najwcze±niej w rundzie (j − 1)T . �

Twierdzenie 15. Dla dowolnego deterministycznego protokoªu rozgªaszania P bez
spontaniczej komunikacji oraz n, D i d takich, »e (D − 1) d+ 1 ≤ n

2 i jednocze±nie
d ≤ n

128 istnieje n-wierzchoªkowy graf GP o maksymalnej odlegªo±ci od ¹ródªa wy-
nosz¡cej D i maksymalnym stopniu wej±ciowym d taki, »e czas powiadomienia P
na GP wynosi Ω

(
Dd log n

d

)
.

Dowód. Dowód jest podobny do dowodu Twierdzenia 14, wi¦c przedstawiamy tylko
gªówne ró»nice. Teraz ka»da z warstw L1, L2, . . . , LD−1 zawiera najwy»ej d w¦zªów,
za± LD (jak poprzednio) skªada si¦ ze wszystkich pozostaªych. LD mo»na poª¡czy¢
z LD−1 tak, by stopnie wej±ciowe w¦zªów z LD nie przekraczaªy d, bo stopie«
wyj±ciowy w¦zªów z LD−1 mo»e by¢ dowolnie du»y. Nie gwarantujemy, »e pokonanie
ostatniej warstwy wymaga du»ego czasu � przez ograniczony stopie« wej±ciowy
grafy poprzedników w¦zªów z LD mog¡ nie zawiera¢ wszystkich w¦zªów z LD−1.

Czas na pokonanie pozostaªych warstw to Ω
(
d log n

d

)
, minimalny rozmiar ro-

dziny (n/2, d)-selektywnej. Ograniczenie to, dzi¦ki nierówno±ci d ≤ n
128 , wynika z

Twierdzenia 13. Z kolei warunek (D − 1) d + 1 ≤ n
2 gwarantuje, »e zawsze jest co

najmniej n2 wierzchoªków, z których wybra¢ mo»na te do kolejnej warstwy.
�

Oczywi±cie mo»na tak dobra¢ D i d, by Twierdzenia 14 i 15 dawaªy dolne ogra-
niczenie na czas deterministycznego rozgªaszania Ω (n log n). Za to ograniczenia
wyra»one z u»yciem parametrów D i d s¡ ogólniejsze. Zaªo»enia obu twierdze«
w [CMS01] miaªy drobne bª¦dy. My przedstawili±my wersje poprawione. Ograni-
czenia z [CMS01] s¡ du»o silniejsze dla maªych D od ogranicze« znanych wcze±niej,
np. Ω (D log n) z [CGGPR00].

5.2. Protokóª rozgªaszania w grafach warstwowych o optymalnym czasie

powiadomienia. Istnieje wiele dowodów ograniczenia dolnego Ω (n log n) na czas
deterministycznego rozªaszania w sieciach radiowych � cho¢by wspomniane ogra-
niczenie Ω (D log n) z [CGGPR00] dla D = Θ(n). Wybrali±my to z [CMS01], bo
pokazuje ±cisªy zwi¡zek problemu deterministycznego rozgªasznia w sieciach radio-
wych z rodzinami selektywnymi.

Za to wszystkie te dowody s¡ do siebie podobne � polegaj¡ na konstrukcji trud-
nego dla danego protokoªu peªnego grafu warstwowego. Zachowanie protokoªów na
takich grafach jest ªatwo analizowa¢ � nie zawieraj¡ cykli, a dodatkowo wszystkie
wierzchoªki z jednej warstwy poznaj¡ m w tej samej chwili.

Dla peªnych grafów warstwowych istnieje optymalny protokóª rozgªaszania, tj.
protokóª maj¡cy czas powiadomienia O (n log n). Wi¦c by uzyska¢ lepsze dolne
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ograniczenie na czas rozgªaszania, trzeba konstruowa¢ inne, zapewne trudniejsze do
analizy grafy. Wspomniany protokóª � Protokóª CLN z [CGR00] � prezentujemy
poni»ej. Podkre±lamy jednak, »e jego czas powiadomienia jest wyra»ony wyª¡cznie
przez n, wi¦c by¢ mo»e nie jest optymalny, gdy D = o (n).

Dla j = 0, 1, . . . , dlog ne, niech Sj =
(
Sj0, S

j
1, . . . , S

j
mj−1

)
b¦dzie

(
n, 2j

)
-selektorem,

za± mj jego rozmiarem. Z twierdzenia 5 wiemy, »e istniej¡ takie selektory, »e
mj = O

(
2j log n

)
. Niech

S̄ =
(
S0

0 , S
0
1 , . . . , S

0
m0−1, S

1
0 , S

1
1 , . . . , S

1
m1−1, . . . , S

dlogne
mdlog ne−1

)
,

tj. S̄ jest ci¡giem zbiorów ze wszystkich selektorów, w porz¡dku rosn¡cego para-
metru k. Gdy tylko w¦zeª v otrzyma m, zaczyna nadawa¢ zgodnie z ci¡giem S̄,
tj. je±li otrzymaª m w chwili tv, w chwili tv + t nadaje wtedy i tylko wtedy gdy
znajduje si¦ w t-tym zbiorze ci¡gu S̄.

Dane niejawne: G(V,E)
Dane jawne: n, s, m
Dane pomocnicze: (n, 2k)-selektory Sk =

(
Sk0 , S

k
1 , . . . , S

k
mk−1

)
, dla

0 ≤ k ≤ dlog ne oraz ci¡g S̄ =(
S0

0 , S
0
1 , . . . , S

0
m0−1, S

1
0 , S

1
1 , . . . , S

1
m1−1, . . . , S

dlogne
mdlog ne−1

)
/* Przez S(j) oznacza¢ b¦dziemy j-ty element ci¡gu S̄ */

/* pierwsza runda */

s nadaje m;

for i = 2, 3, . . . do /* kolejne rundy */

foreach v 6= s do
if v otrzymaª m po raz pierwszy w rundzie i− t oraz v ∈ S(t) dla
t ∈
[
|S̄|
]
then

v nadaje m;

/* Co ja±niej mo»na opisa¢ tak: */
/* W¦zeª v 6= s, który odebraª m po raz pierwszy w rundzie tv, od

nast¦pnej rundy nadaje m zgodnie z ci¡giem S̄, */
/* tj. w rundzie tv + t nadaje wtedy i tylko wtedy gdy znajduje

si¦ w t-tym zbiorze ci¡gu S̄ */
/* jak wida¢, v dezaktywuje si¦ po rundzie tv + |S̄| */

Protokóª 9: Protokóª CLN

Twierdzenie 16. Protokóª CLN przeprowadza rozgªaszanie bez u»ycia spontanicz-
nej komunikacji i terminuje w czasie O (n log n) dla dowolnego peªnego grafu war-
stwowego o n wierzchoªkach.

Dowód. W¦zªy nadaj¡ momentalnie po otrzymanium, bez wzgl¦du na numer rundy.
Z de�nicji peªnego grafu warstwowego wynika, »e wszystkie w¦zªy jednej warstwy
poznaj¡ m w tej samej chwili, czyli de facto s¡ zsynchronizowane. Je±li |Li| = wi,
przesªanie wiadomo±ci do warstwy Li+1 gwarantuje selektor Sdlogwie. Jednak

(5)
l∑

j=0

2j log n ≤ 2 · 2j log n ,
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wi¦c czas potrzebny na przesªanie wiadomo±ci przez Li do Li+1 wynosi O (wi log n).
Sumuj¡c po warstwach otrzymujemy czas powiadomienia O (n log n).

W¦z¦ª v dezaktywuje si¦ po |S̄| rundach od otrzymania m.

|S̄| =
dlogne∑
k=0

|Sk =
dlogne∑
k=0

O
(
2k log n

)
= O (n log n) ,

wi¦c czas terminacji równie» wynosi O (n log n). �

Zauwa»my, »e nie korzystali±my z wªasno±ci selektorów dotycz¡cej �omijania�
zbiorów Y . Wobec tego zamiast selektorów mo»na w Protokole CLN u»y¢ rodzin
selektywnych, dla których Twierdzenia 6 gwarantuje lepsze ograniczenie górne na
rozmiar. Równie dobre ograniczenia na rozmiar selektorów uzyskamy w nast¦pnym
rozdziale.

W [KP03b] autorzy zaprezentowali protokóª, który korzystaj¡c z silniejszego
ograniczenia na rozmiar rodzin selektywnych, O

(
k log n

k

)
, uzyskuje czas powiado-

mienia O (n logD), czyli na mocy twierdzenia 14 jest optymalny. Niestety, taki
czas osi¡gany jest jedynie gdy znamy n. Je±li n jest nieznane, przez to, »e D mo»e
wynosi¢ nawet n− 1, czas nadal wynosi O (n log n).

Poni»ej pokazujemy w oparciu o silniejsze ograniczenia na rozmiar rodzin selek-
tywnych, »e

• w¦zeª v dezaktywuje si¦ po O(n) rundach od otrzymania m oraz
• wystarczy poprawi¢ analiz¦ Protokoªu CLN, by dosta¢ czas powiadomienia
O (n logD) � analiz¦ wzorujemy na analizie z [KP03b].

Twierdzenie 17. W Protokole CLN ka»dy w¦zeª dezaktywuje si¦ po O(n) rundach
od otrzymania m.

Dowód. W¦z¦ª v dezaktywuje si¦ po |S̄| rundach od otrzymania m. Tym razem
przy szacowaniu |S̄| korzystamy z Twierdzenia 6 oraz Faktu 4:

|S̄| =
dlogne∑
k=0

|Sk =
dlogne∑
k=0

O
(

2k log
n

k

)
= O (n) .

�

Twierdzenie 18. Protokóª CLN przeprowadza rozgªaszanie bez u»ycia spontanicz-
nej komunikacji i terminuje w czasie O (n logD) dla dowolnego peªnego grafu war-
stwowego o n wierzchoªkach i maksymalnej odlegªo±ci od ¹ródªa D oraz znanym
n.

Dowód. Selektory zast¦pujemy rodzinami selektywnymi i z Twierdzenia 6 wiemy, »e
mj = O

(
2j log n

2j

)
. Pozwala to to lepiej oszacowa¢ czas potrzebny na przekazanie

wiadomo±ci z wartswy Li do warstwy Li+1 � z Faktu 4 wynika, »e nierówno±¢ (5)
mo»emy wzmocni¢ do

l∑
j=0

2j log
n

2j
= O

(
2l log

n

2l
)
,

co daje ti = O
(
wi log n

wi

)
, gdzie ti to czas potrzebny warstwie Li (o mocy wi) na

przekazanie wiadomo±ci do Li+1. Teraz oszacujemy sum¦ czasów ti dla wszystkich
warstw poza ostatni¡.

(6)
D−1∑
i=0

ti = O

(
D−1∑
i=0

wi log
n

wi

)
= O

(
D−1∑
i=0

log
nwi

wwi
i

)
= O

(
log

nn−wD∏D−1
i=0 wwi

i

)
.
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Gdy na iloczyn w mianowniku logarytmu spojrzymy jak na iloczyn n − wD
czynników, z nierówno±ci mi¦dzy ±rednimi geometryczn¡ i harmoniczn¡ dostaniemy

(7)
D−1∏
i=0

wwi
i ≥

(
n− wD∑D−1
i=0 wi · 1

wi

)n−wD

=
(
n− wD
D

)n−wD

.

Wstawiaj¡c (7) w (6) dostajemy
D−1∑
i=0

ti = O
(

(n− wD) log
nD

n− wD

)
= O (n logD) ,

poniewa» funkcja f (x) = x log c
x , gdzies c to dodatnia staªa, jest rosn¡ca dla x <

c
e :

f ′ (x) = log
c

x
+ x

(
− c

x2
· log e

c
x

)
= log

c

x
− log e .

U nas c = nD, wi¦c dla D ≥ 3 zachodzi c
e > n. Oczywi±cie zachodzi równie»

x = n− wD < n, wi¦c dla D ≥ 3 mamy

(n− wD) log
nD

n− wD
< n log

nD

n
= n logD .

Je±li D < 3, prosta analiza trywialnych przypadków wykazuje, »e twierdzenie
równie» zachodzi:

• D = 0 −→ ¹ródªo jest jedynym wierzchoªkiem grafu
• D = 1 −→ w pierwszej rundzie ¹ródªo powiadamia wszystkie w¦zªy

• D = 2 −→ czas powiadomienia wynosi t0+t1 = 1+O
(
wi log n

wi

)
. Z analizy

funkcji f wiemy, »e maksimum osi¡gane jest dla wi = n
e , a wtedy t0 + t1 =

O (n).
Terminacj¦ w czasie O (n logD) gwarantuje Twierdzenie 17. �

6. Kilka sªów o uogólnionych selektorach

W [BGV03] autorzy nazywaj¡ selektorami stuktury nieco inne od omawianych
przez nas. Poniew» s¡ w pewnym sensie uogólnieniem selektorów z [CGR00], by
unikn¡¢ niejasno±ci, b¦dziemy je nazywa¢ uogólnionymi selektorami. Znane dla
nich dolne i górne ograniczenia na rozmiar daj¡ ±cisªe dolne i górne ograniczenie
Θ
(
k log n

k

)
dla (n, k)-selektorów � dokªadnie takie, jak dla rodzin selektywnych.

6.1. Uogólnione selektory oraz ich zwi¡zki z poprzednimi stukturami.

De�nicja 6. Dla 1 ≤ r ≤ k ≤ n, uogólnionym (n, k, r)-selektorem nazywamy
rodzin¦ S podzbiorów zbioru [n] tak¡, »e

∀X⊆[n],|X|=k∃S1,S2,...,Sr∈S∀i∈[r]|X ∩ Si| = 1 ∧ ∀i,j∈[r],i6=jSi ∩ Sj ∩X = ∅

Gªówna ró»nica w stosunku do selektorów oraz rodzin selektywnych polega na
tym, »e zbiór X ma moc dokªadnie k, a ponadto parametr r okre±la, ile ró»nych
elementów z takiego zbioru X mo»na wybra¢. W [BGV03] wskazano zwi¡zki uogól-
nionych selektorów z rodzinami selektywnymi, silnie selektywnymi oraz selekto-
rami. Obserwacje te byªy nie±cisªe: pisano o �odpowiadaniu�, które raz oznaczaªo
równowa»no±¢, raz implikacj¦ w jedn¡ stron¦ a raz w drug¡. Poni»ej prezentujemy
dokªadne zwi¡zki wspomnianych struktur. Wszystkie fakty s¡ prostymi konsekwen-
cjami de�nicji.

Fakt 5. Ka»dy uogólniony (n, k, k)-selektor jest rodzin¡ silnie (n, k)-selektywn¡
i odwrotnie.

Fakt 6. Ka»dy uogólniony
(
n, 2k, 3

2k
)
-selektor jest (n, k)-selektorem.
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Fakt 7. Ka»dy (n, k)-selektor jest uogólnionym (n, 2k, k + 1)-selektorem.

Fakt 8. Ka»da rodzina (n, k)-selektywna jest uogólnionym (n, k, 1)-selektorem.

Fakt 9. Suma
⋃dlog ke
i=0 Si, gdzie Si dla i 6= 0 jest dowolnym uogólnionym

(
n, 2i, 2i−1

)
-

selektorem a S0 dowolnym uogólnionym (n, 1, 1)-selektorem, jest rodzin¡ (n, k)-
selektywn¡.

Zauwa»my podobie«stwo Faktów 9 i 2. Fakt 9 bierze si¦ z analogicznego spo-
strze»enia, »e uogólniony

(
n, 2i, 2i−1

)
-selektor zachowuje si¦ jak rodzina

(
n, 2i

)
-

selektywna, o ile zbiór X poza nierówno±ci¡ |X| ≤ 2i speªnia tak»e |X| > 2i−1.
Dla i = 0, tj. dla X-ów singletonów, nale»y u»y¢ uogólnionego (n, 1, 1)-selektora.
Uogólnionym (n, 1, 1)-selektorem, jest np. {[n]}. Podkre±lmy, »e Fakt 9 jest po-
dobny do Faktu 2, jednak pojawiaj¡ si¦ w nim selektory o mniejszych parametrach,
ni» gdyby bezpo±rednio skorzysta¢ z Faktów 2 i 6.

W [BGV03] napisane jest, »e uogólnione (n, k, k)-selektory odpowiadaj¡ rodzi-
nom silnie (n, k)-selektywnym, co stwierdzamy w Fakcie 5. Dla rodzin selektywnych
i selektorów, ka»da z opisanych w [BGV03] odpowiednio±ci zachodzi tylko w jedn¡
stron¦, w dodatku nie t¦ sam¡. Wedªug [BGV03] uogólniony

(
n, 2k, 3

2k
)
-selektor od-

powiada (n, k)-selektorowi uogólniony (n, k, 1)-selektor odpowiada rodzinie (n, k)-
selektywnej. Warto porówna¢ te stwierdzenia z Faktami 6 i 7 dla selektorów oraz
8 i 9 dla rodzin selektywnych.

6.2. Ograniczenia na rozmiar uogólnionych selektorów. Mimo nie±cisªych
odpowiada«, uogólnione selektory pozwol¡ nam zamkn¡¢ kwesti¦ rozmiaru selekto-
rów, dzi¦ki Faktom 6 i 7 oraz górnym i dolnym ograniczeniom na rozmiar uogólnio-
nych selektorów. Pochodz¡ce z [BGV03] ograniczenia przytaczamy bez dowodów.

Twierdzenie 19. Dla ka»dych k, n, r ∈ N, 1 ≤ r ≤ k < n, istnieje uogólniony
(n, k, r)-selektor o rozmiarze t, gdzie

t <
ek2

k − r + 1
ln
n

k
+
ek (2k − 1)
k − r + 1

Twierdzenie 20. Dla ka»dych k, n, r ∈ N, 1 ≤ r ≤ k < n, minimalny rozmiar
uogólnionego (n, k, r)-selektora, t (n, k, r) speªnia nierówno±¢

t (n, k, r) ≥ log
(

n

r − 1

)
− k + 1 ≥ (r − 1) log

n

r − 1
− k + 1

W [BGV03] podano tak»e silniejsze ograniczenie dolne, zachodz¡ce gdy k < 2r−
2. Z Faktu 7 wynika, »e (n, k)-selektor jest uogólnionym (n, 2k, k + 1)-selektorem.
Mo»naby u»y¢ dla niego silniejszego ograniczenia dla uogólnionego (n, 2k, k)-selektora
(którym oczywi±cie jest), ale nie jest to konieczne. Skorzystanie z powy»szych
dwóch twierdze« i zwi¡zków mi¦dzy zwykªymi i uogólnionymi selektorami, daje
równo±¢ (z dokªadno±ci¡ do staªej) dolnych i górnych ogranicze« na rozmiar (n, k)-
selektora. Wynosz¡ one Θ

(
k log n

k

)
.

6.3. Ograniczenia na rozmiar selektorów.

Twierdzenie 21. Dla ka»dych n, k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n, istnieje (n, k)-selektor roz-
miaru O

(
k log n

k

)
.

Dowód. Z Faktu 6 wynika, »e dowolny uogólniony
(
n, 2k, 3

2k
)
-selektor jest (n, k)-

selektorem, za± Twierdzenie 19 daje ograniczenie górne na rozmiar uogólnionych
(n, k, r)-selektorów. Podstawiaj¡c 2k za k i 3

2k za r stwierdzamy istnienie (n, k)-
selektora o rozmiarze

t ≤ 4ek2

2k − 3
2k + 1

ln
n

2k
+

2ek (4k − 1)
2k − 3

2k + 1
< 8ek ln

n

2k
+ 16ek = O

(
k log

n

k

)
.
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Skoro r = 3
2k, wymagamy, by k byªo parzyste, jednak dla k nieparzystego kªa-

dzimy r = 3k+1
2 , nie zwi¦kszaj¡c asymptotycznego rozmiaru. �

Twierdzenie 22. Dla ka»dych n, k ∈ N, dowolnej staªej ε > 0, 1 ≤ k ≤ n
4+ε ,

dowolny (n, k)-selektor ma rozmiar Ω
(
k log n

k

)
.

Dowód. Z Faktu 7 wynika, »e dowolny (n, k)-selektor jest uogólnionym (n, 2k, k + 1)-
selektorem, za± Twierdzenie 20 daje ograniczenie dolne na rozmiar uogólnionych
(n, k, r)-selektorów. Podstawiaj¡c 2k za k i k + 1 za r otrzymujemy górne ograni-
czenie na rozmiar dowolnego (n, k)-selektora S:

|S| ≥ k log
n

k
− 2k + 1 = Ω

(
k log

n

k

)
.

Warunek k ≤ n
4+ε gwarantuje, »e k log n

k jest istotnie wi¦ksze od 2k. �

7. Konstrukcja selektorów

7.1. Wst¦p do konstrukcji. Dzi¦ki Twierdzeniom 6, 13, 21, 22 wiemy, »e istniej¡
rodziny (n, k)-selektywne oraz (n, k)-selektory o asymptotycznie optymalnym roz-
miarze O

(
k log n

k

)
. Dowody Twierdze« 6 i 5 pokazuj¡ nawet, jak mo»na wylosowa¢

te stuktury z du»ym prawdopodobie«stwem sukcesu, uzyskuj¡c optymalny rozmiar
dla rodzin selektywnych i bliski optymalnemu dla selektorów.

Niestety wci¡» nie umiemy skonstruowa¢ ich deterministycznie w rozs¡dnym cza-
sie. Najlepiej, by byª to czas wielomianowy. Przypominamy, »e w najszybszych
prezentowanych protokoªach w¦zªy korzystaªy z selektorów lub rodzin selektyw-
nych, które same musz¡ skonstruowa¢! Wykluczamy naiwne szukanie selektora lub
rodziny selektywnej przez sprawdzanie kolejnych rodzin i proste próby derando-
mizacji wspomnianych konstrukcji probabilistycznych, gdy» u»ywaªy du»ej liczby
bitów losowych.

Przedstawimy konstrukcj¦ explicite (n, k)-selektorów, pochodz¡c¡ z [Ind02]. Z
Faktu 2 daje ona równie» konstrukcj¦ rodzin (n, k)-selektywnych. Rozmiar kon-
struowanych selektorów wynosi O

(
k log3 n

)
, wi¦c rozmiar uzyskanych rodzin se-

lektywnych jest tego samego rz¦du. Prezentowana konstrukcja w pewnym sensie
polega na derandomizacji losowej konstrukcji z Twierdzenia 5, jednak jest wysoce
nietrywialna. Korzystamy z

• p-koliduj¡cych rodzin funkcji, tj. pewnych rodzin funkcji haszuj¡cych, za-
chowuj¡cych si¦ z grubsza jak funkcje losowe, oraz

• rozpraszaczy (dispersers), tj. grafów dwudzielnych o staªym stopbiu i du-
»ym wspóªczynniku eskpansji, pomocnych w wydajnej derandomizacji.

De�nicje obu obiektów prezentujemy poni»ej. W tym rozdziale, w przeciwie«-
stwie do poprzednich, dla wygody elementy zbiorów numerujemy od zera � b¦-
dziemy si¦ zajmowa¢ m.in. resztami z dzielenia. W szczególno±ci przyjmujemy
teraz [n] = {0, 1, . . . , n− 1}.

De�nicja 7. (n,m, d, k, ε)-rozpraszacz to nieskierowany graf dwudzielny G = (A,B,E)
taki, »e

(1) |A| = n, |B| = m
(2) ∀Z⊆A,|Z|=k|ΓG (Z) | ≥ (1− ε)m
(3) ∀v∈A deg (v) = d

U»ywa¢ b¦dziemy tylko
(
n,m, d, m2 ,

3
4

)
-rozpraszaczy, poni»ej przedstawiamy ich

uproszczon¡ de�nicj¦.

De�nicja 8. (n,m, d)-rozpraszacz, to nieskierowany graf dwudzielny G = (A,B,E)
taki, »e

(1) |A| = n, |B| = m
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(2) ∀Z⊆A,|Z|=m/2|ΓG (Z) | ≥ m
4

(3) ∀v∈A deg (v) = d

De�nicja 9. Rodzin¦ G = {g0, g1, . . . , gr−1} funkcji gj : A → [u] nazwiemy p-
koliduj¡c¡ rodzin¡ funkcji o parametrach (r, u), je±li przy losowaniu funkcji g z ro-
dziny G z rozkªadem jednostajnym zachodzi

∀x,y∈A,x 6=y Pr
g∈G

[g (x) = g (y)] ≤ p .

Fakt 10. Dla dowolnego p ∈ (0, 1] istnieje p-koliduj¡ca rodzina funkcji o parame-

trach (r, u), gdzie r = O
(

logn
p

)
, u = O

(
log2 n
p

)
, o ile n, moc wspólnej dziedziny

funkcji z tej rodziny, jest dostatecznie du»e.

Fakt ten uzupeªniamy o dowód, pomini¦ty w [Ind02].

Dowód. We¹my zbiór P = {q0, q1, . . . , qr−1} liczb pierwszych, taki »e |P | = r =
Θ
(

logn
p

)
oraz dla ka»dego qi ∈ P , qi = Θ

(
log2 n
p

)
. Nast¦pnie zde�niujmy gj

jako gj (x) = x mod qj . Ustalmy teraz niektóre staªe, ukryte w notacji Θ: niech

qi ≥ α · log2 n
p oraz r ≥ β · logn

p . We¹my dowolne x, y ∈ A, x 6= y i dla ustalenia
uwagi niech x > y. Oczywi±cie zachodzi 0 < x− y < n.

Wystarczy, »e poka»emy, »e przy losowym wyborze qi ∈ P z rozkªadem jedno-
stajnym, Prqi∈P [qi|x− y] ≤ p. Skoro 0 < x − y < n a wszystkie liczby pierwsze z

P s¡ nie mniejsze ni» α log2 n
p , to dzielnikami x− y mo»e by¢ najwy»ej

log
α· log2 n

p

n =
log n

logα+ 2 log log n+ log 1
p

spo±ród nich. Zatem

Pr
qi∈P

[qi|x− y] ≤ 1
|P |
· log n

logα+ 2 log log n+ log 1
p

≤

≤ p

β log n
· log n

logα+ 2 log log n+ log 1
p

=
p

β
(

logα+ 2 log log n+ log 1
p

) ≤ p .
Wyka»emy jeszcze, »e faktycznie istnieje Ω

(
logn
p

)
liczb pierwszych rz¦du Θ

(
log2 n
p

)
.

Przyjmijmy wi¦c, »e ka»da z nich jest nie mniejsza ni» α
e ·

log2 n
p . Wtedy liczb pierw-

szych w interesuj¡cym nas przedziale jest

π

(
α

log2 n

p

)
− π

(
α

e
· log2 n

p

)
∼

∼ α · log2 n

p
· 1

lnα+ 2 ln logn+ ln 1
p

− α

e
· log2 n

p
· 1

lnα+ 2 ln log n+ ln 1
p − 1

≈

≈ α
(

1− 1
e

)
· log2 n

p
· 1

lnα+ 2 ln log n+ ln 1
p

= ω

(
log n
p

)
.

�

7.2. Wªa±ciwa konstrukcja.

Twierdzenie 23. Maj¡c dany (n, k, d)-rozpraszacz, mo»na w czasie wielomiano-
wym skonstruowa¢ (n, k)-selektor rozmiaru O

(
kd3 log3 n

)
.
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Dowód. Niech (A,B,E) b¦dzie dowolnym (n, k, d)-rozpraszaczem. Dla ka»dego x ∈
A okre±lamy porz¡dek na jego d s¡siadach. Okre±lamy funkcje h0, h1, . . . , hd−1 : A→
B tak, »e hi (x) jest i-tym s¡siadem x. Niech wreszcie G = {g0, g1, . . . , gr−1} b¦dzie
p-koliduj¡c¡ rodzin¡ funkcji gj : A → [u], dla p = 1

48d . Dzi¦ki Faktowi 10 mo»emy
przyj¡¢, »e r = O (d log n), u = O

(
d log2 n

)
.

Selektor konstruujemy nast¦puj¡co. Niech fi,j : A→ [k]× [u] dla i ∈ [d], j ∈ [r]
b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ jako

fi,j (x) = (hi (x) , gj (x)) .

Selektor S zawiera wszystkie zbiory postaci

Ss,t,i,j = f−1
i,j (s, t)

dla i ∈ [d], j ∈ [r] s ∈
[
k
2

]
, t ∈ [u].

Oczywiste jest, »e rozmiar S wynosi O
(
kd3 log3 n

)
. Poka»emy, »e jest (n, k)-

selektorem. W tym celu ustalmy zbiory X, Y , jak w De�nicji 3. Zauwa»my, »e
z wªasno±ci ekspansji rozpraszacza, tj. wªasno±ci (2) w De�nicji 8, wynika, »e dla
dowolnego Z ⊆ A, |Z| ≥ k

2 , zachodzi |ΓG (Z) | ≥ k
4 , wi¦c dla jednej spo±ród d

funkcji hi zachodzi |hi (Z) | ≥ k
4d .

We¹my t¦ funkcj¦ dla Z = X i zde�niujmy Xb = h−1
i (b) ∩ X oraz Yb =

h−1
i (b) ∩ Y , dla b ∈ B. Sªownie, Xb to zbiór tych elementów ze zbioru X, które hi

przeprowadza na b i analogicznie Yb to zbiór tych elementów ze zbioru Y , które hi
przeprowadza na b. Okre±lmy B′ jako zbiór tych b ∈ B, na które hi przeprowadza
co najmniej jeden element zbioru X, tj. B′ = {b ∈ B : Xb 6= ∅}. Zauwa»my, »e
|B′| ≥ k

4 , bo |hi (X) | ≥ k
4 |.

Poniewa» zbiory Xb s¡ rozª¡czne, ±rednia moc Xb dla b ∈ B′, tj. ±rednia moc

niepustych zbiorów Xb, wynosi
|h−1

i (B)∩X|
|B′| ≤ |X|

|B′| ≤
k
|B′| ≤ 4d. St¡d zbiorów Xb

o mocy nie mniejszej ni» 12d mo»e by¢ najwy»ej 1
3 |B

′|, zatem co najmniej 2
3 |B

′|
spo±ród niepustych zbiorów Xb ma moce mniejsze ni» 12d. To samo rozumowanie
wykazuje, »e zbiorów Yb dla b ∈ B′ o mocach mniejszych ni» 12d jest równie» co
najmniej 2

3 |B
′|. W takim razie dla co najmniej 1

3 |B
′| elementów b ∈ B′ zachodzi

|Xb| < 12d i |Yb| < 12d. Oznaczmy je przez B′′, tj. niech

B′′ := {b ∈ B′ : |Xb| < 12d ∧ |Yb| < 12d} .

Dla ka»dego x ∈ B′′ zde�niujmy indykator Ix ∈ {0, 1}, zale»ny od losowego
wyboru z rozkªadem jednostajnym j ∈ [r]. Okre±lamy Ix = 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy

(8) gj (x) /∈ gj
(
Xhi(x) ∪ Yhi(x) \ {x}

)
.

Poka»emy, »e gdy (8) zachodzi dla pary (x, j), to x jest jedynym elementem
z zbioru X ∪ Y speªniaj¡cym równo±¢ fi,j (z) = fi,j (x), czyli »e Shi(x),gj(x),i,j =
f−1
i,j (hi (x) , gj (x)) wybiera X i omija Y . Istotnie, je±li zachodzi (8) i dla z ∈ X∪Y ,
z 6= x, zachodzi hi (x) = hi (z), to gj (x) 6= gj (z), sk¡d fi,j (x) /∈ fi,j (X ∪ Y \ {x}).

Z wªasno±ci rodziny G wynika, »e

Pr
g∈G

[
g (x) ∈ g

(
Xhi(x) ∪ Yhi(x) \ {x}

)]
≤ 24d · p =

1
2
,

czyli dla pewnego x ∈ B′′ funkcja g ∈ G speªniaj¡ca (8) istnieje, bo

Eg∈G

[ ∑
x∈B′′

Ix

]
≥ |B

′′|
2

> 0 .

�
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Twierdzenie 23 w istocie gwarantuje, »e mo»na skonstruowa¢ (n, k)-selektor w cza-
sie wielomianowym, gdy» wielomianowe konstrukcje rozpraszaczy o staªym stopniu
s¡ znane od dawna. Jak zaznaczono w [Ind02], zastosowanie ekstraktorów b¡d¹ sil-
nych ekstraktorów, tj. rozpraszaczy o dodatkowych, silniejszych wªasno±ciach, po-
zwala uzyska¢ nieco mniejszy rozmiar konstruowanych selektorów. Same konstruk-
cje rozpraszaczy i ekstraktorów s¡ nawet wydajniejsze ni» zakªadamy � zwykle
maj¡ znajdowa¢ zastosowanie w sytuacji, w której rozmiar grafu jest wykªadniczo
du»y w stosunku do rozmiaru instancji problemu. Dlatego w czasie polilogarytmicz-
nym wzgl¦dem rozmiaru grafu mo»na dla dowolnego wierzchoªka grafu v i dowolnej
liczby i obliczy¢ identy�kator i-tego s¡siada wierzchoªka v.

Wi¦cej informacji na temat rozpraszaczy i ekstraktorów, wraz z bogat¡ list¡
odno±ników, mo»na znale¹¢ w przegl¡dowych artykuªach na temat ekstraktorów:
[NT99] i nowszym [Sha04]. Z kolei w [CK05] podano konstrukcj¦ uogólnionych
selektorów o mniejszym rozmiarze ni» z cytowanej przez nas konstrukcji z [Ind02].

8. Grafy nieskierowane

W tym rozdziale przedstawimy kilka wyników dotycz¡cyh grafów nieskierowa-
nych. Okazuje si¦, »e rozgªaszanie mo»na w nich przeprowadzi¢ wydajniej ni»
w grafach skierowanych. Ciekawe jest równie», »e dªugo nie byªo znane »adne nie-
trywialne ograniczenie dolne na czas powiadomienia dla grafów nieskierowanych.

Ponownie przyjmujemy konwecj¦ z podrozdziaªu o modelu z detekcj¡ kolizji, »e
µ oznacza dowolny sygnaª. Jednak teraz detekcja kolizji nie jest dost¦pna, za to
wszystkie prezentowane w tym rozdziale protokoªy opieraj¡ si¦ na przekazywaniu
»etonu i tym sposobem unikaj¡ kolizji. Dlatego µ zawsze oznacza sygnaª, który jest
dowolny, tj. wa»ne jest tylko czy jest nadawany.

8.1. Liniowy czas przy spontanicznej komunikacji. Wszystkie dotychczasowe
protokoªy nie korzystaªy ze spontanicznej komunikacji, tj. w¦zªy nie nadawaªy
w nich »adnych komunikatów, dopóki nie poznaªy wiadomo±ci m. Teraz omó-
wimy protokóª Explore-And-Expand z [CGGPR00], który gwarantuje liniowy
czas powiadomienia i terminacji w grafach nieskierowanych dzi¦ki spontanicznej
komunikacji.

Protokóª Explore-And-Expand bazuje na rozproszonym przeszukiwaniu grafu
w gª¡b [Awe85]. �atwo o nim my±le¢ gdy n jest znane � wtedy w ci¡gu n rund
wykonuje on jedn¡ faz¦ Round-Robin, w której ka»dy w¦zeª nadaje swój identy�-
kator. Po uko«czeniu tej fazy, ka»dy w¦zeª zna identy�katory swoich s¡siadów, a ta
wiedza wystarcza do przeprowadzenia w czasie O (n) rozgªaszania wiadomo±ci m
poprzez rozproszone wyszukiwanie w gª¡b. Teraz opiszemy protokóª szczegóªowo,
dla nieznanego n.

Jak zwykle, wykonujemy kolejne fazy, gdzie faza i wystarcza dla grafów o 2i

wierzchoªkach. Przez Gi oznacza¢ b¦dziemy spójn¡ skªadow¡ ¹ródªa s w podgra�e
grafu G indukowanym na wierzchoªkach o identyfkatorach mniejszych nie wi¦kszych
ni» 2i. Speªniony b¦dzie nast¦puj¡cy niezmiennik:

Niezmiennik 2. Po sko«czonej fazie k

• skonstruowane jest Tk, drzewo rozpinaj¡ce grafu Gk oraz cykl Eulera Ck
zaczynaj¡cy i ko«cz¡cu si¦ w ¹ródle, powstaªy przez podwojenie kraw¦dzi Tk

• ka»dy w¦zeª cyklu Ck otrzymaª i zna etykiet¦ b¦d¡c¡ jego numerem w cyklu,
gdzie numeracj¦ zaczynamy od s

• ka»dy w¦zeª z Gk zna identy�katory swoich s¡siadów w Gk
• ka»dy w¦zeª z Gk zna wiadomo±¢ m

Teraz opiszemy faz¦ k Protokoªu Explore-And-Expand przy zaªo»eniu, »e
niezmiennik jest speªniony dla k − 1. Faza podzielona jest na trzy tury:



36 �UKASZ JE�

• Tura A skªada si¦ z 2k−1 rund, numerowanych od 2k−1+1 do 2k. W rundzie
j w¦zeª j nadaje swój identy�kator. Po turze A ka»dy w¦zeª z Gk zna
identy�katory swoich s¡siadów w Gk.

• Tura B skªada si¦ z 2k rund, numerowanych od 1 do 2k. W¦zeª z cyklu
Ck−1 nazwiemy aktywnym w rundzie j fazy k, je±li odebraª jakikolwiek
sygnaª (czyli µ b¡d¹ identy�kator) od pocz¡tku tej fazy, tj. w turze A
lub w j − 1 pocz¡tkowych rundach tury B. Ka»dy w¦zeª aktywny ma i
zna swoj¡ etykiet¦ z cyklu Ck−1. W¦zeª aktywny o etykiecie j nadaje µ
w rundzie j tury B. Poniewa» etykiety opisuj¡ porz¡dek w cyklu Ck−1 a
¹ródªo ma (mi¦dzy innymi) maksymaln¡ etykiet¦, 2k rund wystarcza, by
zostaªo uaktywnione.

• Tura C nast¦puje, je±li ¹ródªo zostaªo uaktywnione w turze B. Je±li tak
jest, m jest przekazywane w Gk w oparciu o rozproszone przeszukiwanie
w gª¡b � ka»dy w¦zeª v ∈ V (Gk) ma list¦ s¡siadów Qv, do których chce
przekaza¢ m. Lista ta mo»e by¢ dowolnie uporz¡dkowana i pocz¡tkowo
dla w¦zªa v zawiera wszystkich s¡siadów v z Gk. Gdy w¦zeª odbierze od
swojego s¡siada informacj¦, »e ten ju» zostaª odwiedzony, wykre±la go z listy.
W gra�e kr¡»y »eton (z licznikiem) uprawniaj¡cy do transmisji, pocz¡tkowo
posiadany przez ¹ródªo. Stan licznika wyznacza etykiety w¦zªów, przy czym
jeden w¦zeª mo»e mie¢ kilka etykiet. Wszystkich etykiet jest o 1 wi¦cej ni»
wynosi dªugo±¢ cyklu Ck, czyli najwy»ej 2 · 2k. �ródªo ma (m.in.) etykiet¦
1. W¦zeª v, gdy otrzyma wiadomo±¢ m oraz »eton z licznikiem c, post¦puje
nast¦puj¡co:
� wykre±la u, w¦zeª od którego otrzymaª »eton z Qv (tak samo post¦puje

ka»dy s¡siad u, bo u zostaª odwiedzony)
� przypisuje sobie etykiet¦ c+ 1
� nadaje sygnaª < m, v, c+1, w >, gdzie w jest pierwszym w¦zªem z Qv,

lub w = u, je±li Qv jest pusta.
� gdy »eton wraca do ¹ródªa a Qs jest pusta, tura C si¦ ko«czy

Nadawany przez v sygnaª < m, v, c+ 1, w > peªni dwie funkcje:

• przekazuje m wszystkim s¡siadom v i informuje ich, »e v zostaª odwiedzony
• oraz przekazuje »eton i stan licznika do w¦zªa w.

Niezmiennik pozostaje speªniony w oczywisty sposób. Wszystkie w¦zªy zostan¡
poinformowane w dlog ne-tej fazie. W kolejnych fazach »aden w¦zeª nie nada sy-
gnaªu w turze A, przez co »aden nie uczyni tego równie» w turze B. To oznacza,
»e tura C w ogóle si¦ nie rozpocznie. Warto zauwa»y¢, »e ¹ródªo i pozostaªe w¦zªy
b¦d¡ mimo to w niesko«czono±¢ oczekiwa¢ na sygnaª od potencjalnie istniej¡cych
kolejnych w¦zªów. Sytuacji takiej nie da si¦ unikn¡¢ � wi¦cej na ten temat w dal-
szym rozdziale.

Poprawno±¢ zostaªa ju» omówiona. Ka»da z tur fazy k trwa O
(
2k
)
, wi¦c otrzy-

mujemy twierdzenie:

Twierdzenie 24. Protokóª Explore-And-Expand przeprowadza rozgªaszanie i ter-
minuje w czasie O (n) dla dowolnego grafu nieskierowanego G o n wierzchoªkach,
korzystaj¡c ze spontanicznej komunikacji.

8.2. Symulowanie detekcji kolizji. W [KP02] wprowadzono (dla grafów nieskie-
rowanych) technik¦, zwan¡ �symulacj¡ detekcji kolizji�. Nazwa bierze si¦ st¡d, »e
technika ta pozwala w¦zªowi sieci pozna¢ liczb¦ wªasnych s¡siadów, o ile zna iden-
ty�kator jednego z nich � mniej wi¦cej to umo»liwia detekcja kolizji, gdy wszyscy
s¡siedzi jednocze±nie nadaj¡, nie wymagaj¡c przy tym znajomo±ci jednego z s¡sia-
dów. Warunek ten nie jest z reszt¡ kªopotliwy, gdy» ka»dy w¦zeª, który otrzymaª
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Dane niejawne: G(V,E), nieskierowany
Dane jawne: n, s, m

T := {s};
C := {s};
/* �ródªo s ma etykiet¦ 1 */
/* Przez label(j) oznaczamy w¦zeª, który ma obecnie etykiet¦ j */

for k = 1, 2, . . . do /* kolejne fazy */

for v = 2k−1 + 1, 2k−1 + 2, . . . , 2k do /* tura A */

v nadaje swój identy�kator, czyli v;

for j = 1, 2, . . . , 2k do /* tura B */

if label(j) odebraª w tej fazie cokolwiek then
label(j) nadaje µ;

if s odebraª w tej fazie cokolwiek then /* nast¦puje tura C */

T := ∅;
C := ∅;
foreach v ∈ V (Gk) do

v tworzy Qv, kolejk¦ swoich s¡siadów z Gk w dowolnym porz¡dku;

/* �ródªo s otrzymuje »eton < m,⊥, 0, s > */

while �eton nie jest w posiadaniu ¹ródªa s lub Qs jest niepusta do

/* �eton < m,u, c, v > jest w posiadaniu w¦zªa v */

v przypisuje sobie etykiet¦ c+ 1;

if Qv jest niepusta then
w := First (Qv);

else
w := u;

v nadaje sygnaª < m, v, c+ 1, w >;

/* Sygnaª ten odbieraj¡ s¡siedzi v */

S¡siedzi v usuwaj¡ v ze swoich kolejek;

C := C ∪ {(v, w)};
if w 6= u then

T := T ∪ {{v, w}};
label(c+ 1) := s, gdzie c jest etykiet¡, któr¡ s odebraª ostatnio;

Protokóª 10: Protokóª Explore-And-Expand

wiadomo±¢m mo»e wraz z ni¡ otrzyma¢ identy�kator s¡siada, który przesªaª mum.
Tylko ¹ródªo, które nie otrzymuje m od nikogo, nie mo»e skorzysta¢ z tej wiedzy.

W dotychczasowych protokoªach wystarczaªo, by ¹ródªo w pierwszej rundzie
nadaªo m i nast¦pnie si¦ zdezaktywowaªo, jednak teraz post¦powa¢ b¦dziemy ina-
czej! B¦dziemy, podobnie jak w Protokole Explore-And-Expand z poprzedniego
podrozdziaªu, wykonywa¢ rozproszone wyszukiwanie w gª¡b, z u»yciem przekazywa-
nia »etonu. To oznacza, »e ¹ródªo musi wiedzie¢, do kogo adresuje ka»d¡ wiadomo±¢
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i »e b¦dzie ich wysyªa¢ wiele. Krótko mówi¡c, ¹ródªo musi najpierw w jaki± spo-
sób pozna¢ identy�kator jednego ze swych s¡siadów. Poni»ej prezentujemy sposób
w jaki mo»e to zrobi¢ � Protokóª Anchor.

W pierwszej rundzie ¹ródªo wysyªa ustalony sygnaª, który nakazuje w¦zªowi o
identy�katorze i nada¢ i w rundzie 2i. Gdy ¹ródªo odbierze t¦ wiadomo±¢ dla
najmniejszego i b¦d¡cego jego s¡siadem, w rundzie 2i+ 1 nadaje kolejny ustalony
sygnaª, nakazuj¡cy przerwanie nadawania identy�katorów. W oczywisty sposób nie
dochodzi do kolizji, a ¹ródªo w czasie O (n) poznaje identy�kator jednego ze swoich
s¡siadów.

Dane niejawne: G(V,E), nieskierowany
Dane jawne: s
Wynik: s poznaje najmniejszy z identy�katorów swoich s¡siadów; je±li s jest

jedynym w¦zªem, protokóª terminuje przez zawieszenie

/* runda 1 */

s nadaje sygnaª, który nakazuje w¦zªowi i nada¢ sygnaª w rundzie 2i;

if i odebraª powy»szy sygnaª then
v nadaje v w rundzie 2i;

if s odbiera po raz pierwszy sygnaª w rundzie 2i∗ then /* w rundzie 2i∗ + 1
(kolejnej) s nakazuje przerwanie protokoªu */

s nadaje sygnaª nakazuj¡cy s¡siadom przerwanie protokoªu;

return i∗;
/* Je±li s jest jedynym w¦zªem, w niesko«czono±¢ czeka na sygnaª.

Poniewa» ¹ródªo od tej pory nie nadaje sygnaªów, zgodnie
z definicj¡ protokóª dokonaª rozgªaszania i terminowaª. */

Protokóª 11: Protokóª Anchor

Gdy w¦zeª v zna swojego s¡siada w, by pozna¢ liczb¦ swych pozostaªych s¡siadów
wykonuje razem z nimi i z w 3-rundowy Protokóª Echo(v, w). W pierwszej rundzie
v nadaje sygnaª rozpocz¦cia protokoªu. Sªysz¡ go s¡siedzi v i reaguj¡ nast¦puj¡co:
w drugiej rundzie ka»dy z nich z wyj¡tkiem w nadaje swój indety�kator a w trzeciej
rundzie ka»dy z nich, w tym w, nadaje swój identy�kator. v na podstawie tego co
usªyszaª w tych dwóch rundach wnioskuje o liczbie swoich s¡siadów:

• je±li v sªyszy (u,⊥) dla pewnego u, wie, »e u jest jego jedynym s¡siadem
oprócz w

• je±li v sªyszy (⊥, w), wie, »e w jest jego jedynym s¡siadem
• je±li v sªyszy (⊥,⊥), wie, »e ma co najmniej dwóch s¡siadów oprócz w.

Mo»na ograniczy¢ przedziaª, w którym badamy liczb¦ s¡siadów w¦zªa v. Wystarczy,
by w pierwszej rundzie v w komunikacie nadaª kra«ce tego przedziaªu, czyli par¦
(x, y). W protokole wezm¡ udziaª tylko jego s¡siedzi o identy�katorach z [x, y] oraz
w � w post¦puje tak samo niezale»nie od tego, czy znajduje si¦ w przedziale [x, y]
czy nie. Pseudokod prezentujemy dla wariantu z przedziaªem.

W [KP03a] ci sami autorzy wykorzystali t¦ technik¦ do rozgªaszania w sie-
ciach symetrycznych bez spontanicznej komunikacji, uzyskuj¡c czas powiadomienia
O (n log n). Symulacj¦ detekcji kolizji wykorzystali do selekcji jednego z s¡siadów
poprzez wyszukiwanie binarne. Wyszukiwanie binarne przeprowadza si¦ za pomoc¡
Protokoªu Binary-Selection, którego szczegóªy prezentujemy w pseudokodzie.
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Dane niejawne: G(V,E), nieskierowany
Dane jawne: w¦zeª v i jego s¡siad w, liczby x i y
Wynik: v poznaje liczb¦ swoich s¡siadów o identy�katorach z przedziaªu

[x, y], ró»nych od w: wie, czy jest ich 0, 1, czy co najmniej 2; gdy v
ma dokªadnie jednego takiego s¡siada, dodatkowo poznaje jego
identy�kator

/* runda 1 */

v nadaje [x, y];

/* runda 2 */

foreach z ∈ N (v) ∩ [x, y] \ {w} do
z nadaje swoj¡ etykiet¦, czyli z;

/* runda 3 */

foreach z ∈ N (v) ∩ [x, y] ∪ {w} do
z nadaje swoj¡ etykiet¦, czyli z;

/* v wnioskuje o liczbie s¡siadów */

switch (sygnaªy odebrane przez v w rundach 2 i 3 odpowiednio) do

case (u,⊥) /* u jest jedynym s¡siadem v w [x, y] ró»nym od w */

return u;

case (⊥, w) /* v nie ma s¡siadów w [x, y] ró»nych od w */

return ⊥;
case (⊥,⊥) /* v ma co najmniej dwóch s¡siadów w [x, y] ró»nych

od w */

return ?;
Protokóª 12: Protokóª Echo

U»ywaj¡c go, znaj¡cy identy�kator swego s¡siada w w¦zeª v mo»e pozna¢ identy�-
kator jednego z pozostaªych swoich s¡siadów przy zaªo»eniu, »e wszystkie identy�-
katory nie przekraczaj¡ n. W logarytmicznej wzgl¦dem n liczbie kroków dowolny
w¦zeª, znaj¡cy identy�kator jednego ze swych s¡siadów, mo»e w ten sposób pozna¢
identy�kator innego. Co wi¦cej, przez wyª¡czanie z protokoªu tych s¡siadów, któ-
rych identy�katory ju» zna, mo»e pozna¢ identy�katory wszystkich swoich s¡siadów
o identy�katorach nie wi¦kszych ni» n. Na poznanie ka»dego z nich po±wi¦ca czas
O (log n).

Dysponuj¡c ProtokoªemBinary-Selection, mo»na symulowa¢ ProtokóªExplore-
And-Expand w czasie O (n log n) bez u»ycia spontanicznej komunikacji. Do tego
symulacj¦ mo»na przeprowadzi¢ w jednej fazie, tj. bez powtórze« dla n = 1, 2, 4, 8, . . .
W symulacji rezygnujemy z tur A i B. Tura A sªu»yªa w¦zªom z Gk do poznania
identy�katorów swoich s¡siadów. Teraz w¦zªy poznaj¡ identy�katory s¡siadów za
pomoc¡ Protokoªu Binary-Selection, gdy ich potrzebuj¡. Z kolei tura B sªu»yªa
poinformowaniu ¹ródªa, czy nale»y wykona¢ tur¦ C dla zwi¦kszonego n. Mo»na
zrezygnowa¢ i z niej, skoro wystarcza jedno wykonanie tury C. Symulacj¦, czyli
Protokóª Select-And-Send prezentujemy poni»ej w sposób zbli»ony do Proto-
koªu Explore-And-Expand:

• stosuj¡c Protokóª Anchor, ¹ródªo poznaje j, minimalny identy�kator ze
zbioru swoich s¡siadów w czasie O (j), czyli z pewno±ci¡ O (n)
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Dane niejawne: G(V,E), nieskierowany
Dane jawne: w¦zeª v i jego s¡siad w, ograniczenie górne na przedziaª,

w którym szukamy s¡siadów: l
Wynik: v poznaje identy�kator swojego s¡siada o identy�katorze nie

wi¦kszym ni» l i ró»nego od w, lub dowiaduje si¦, »e nie ma takiego
s¡siada

b :=Echo(v, w, 1, l);
if b = ⊥ then return ⊥; /* v nie ma s¡siadów ró»nych od w

o identyfikatorach nie wi¦kszych ni» l */

x := 1;
y := dl/2e;
while b ∈ {?,⊥} do

b :=Echo(v, w, x, y);

switch b do

case ⊥ /* S¡siedzi v maj¡ identyfikatory wi¦ksze ni» y */

(x, y) :=
(
y + 1, y +

⌈
y−x+1

2

⌉)
;

case ? /* v ma wi¦cej ni» jednego s¡siada ró»nego od w

o identyfikatorze z [x, y] */

(x, y) :=
(
x,
⌈
y+x−1

2

⌉)
;

/* P¦tla zako«czyªa si¦, bo wynikiem Echo byªo u */

return b;
Protokóª 13: Protokóª Binary-Selection

• wykonujemy rozproszone przeszukanie grafu w gª¡b z u»yciem przekazywa-
nia »etonu (jak w Explore-And-Expand), przy czym stosujemy nast¦pu-
j¡ce mody�kacje:
� w¦zeª v, gdy otrzyma »eton po raz pierwszy, oraz ¹ródªo s, po tym

gdy pozna j, wyznacza minimalne takie k, »e wszyscy jego s¡sie-
dzi maj¡ identy�katory nie wi¦ksze ni» 2k. W tym celu wykonuje
Echo

(
v, parent (v) , 2k + 1,∞

)
, dla k = 0, 1, 2, . . ., a» stwierdzi, »e

|N(v) ∩
[
2k+1 + 1,∞

)
\ {parent(v)} | = 0, gdzie parent(v) to w¦zeª

od którego v 6= s otrzymaª »eton, lub j dla s. Ka»demu z w¦zªów ten
krok zajmuje O (log n) rund. W¦zªy, które miaªy ju» »eton, nie nadaj¡,
oczywi±cie z wyj¡tkiem parent(v).

� w¦zeª v, który zna ju» ograniczenie górne na identy�katory swoich
s¡siadów, wyznacza kolejno ich identy�katory, gdy ma przekaza¢ »e-
ton, przez wywoªanie Protokoªu Binary-Selection. Równie» tu w¦-
zªy, które ju» otrzymaªy »eton, nie nadaj¡. Wyznaczenie ka»dego
identy�katora zajmuje O (n log n) kroków. Poniewa» w¦zªy, które ju»
otrzymaªy »eton ignoruj¡ wywoªania Echo), sumaryczny czas wynosi
O (n log n).

Terminacja tego protokoªu jest oczywista. W [KP03a] byª on prezentowany
przy zaªo»eniu, »e n znane jest wszystkim w¦zªom. My wprowadzili±my drobn¡
mody�kacj¦, która pozwala zrezygnowa¢ ze znajomo±ci n.
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Twierdzenie 25. Protokóª Select-And-Send przeprowadza rozgªaszanie bez spon-
tanicznej komunikacji i terminuje w czasie O (n log n) dla dowolnego grafu nieskie-
rowanego G o n wierzchoªkach.

Dane niejawne: G(V,E), symetryczny
Dane jawne: s, m

/* w¦zªy, które ju» miaªy »eton, ignoruj¡ wywoªania Echo i
Binary-Selection */

s∗ := Anchor();

/* s poznaª s∗, najmniejszy z identyfikatorów swoich s¡siadów;
je±li s nie ma s¡siadów, protokóª trywialnie dokonaª
rozgªaszania i terminuje przez zawieszenie */

ls := 1;

repeat
ls := 2ls;
b :=Echo(s, s∗, ls + 1,∞);

until b = ⊥ ;

/* s¡siedzi s maj¡ identyfikatory nie wi¦ksze ni» ls */

s nadaje sygnaª < m, s, s∗ >;

while �eton nie jest w posiadaniu ¹ródªa s lub nie miaª go jeszcze jeden z
s¡siadów s do

/* �eton < m,u, v > jest w posiadaniu w¦zªa v */

if v posiada »eton po raz pierwszy then
lv := 1;
repeat

lv := 2lv;
b :=Echo(v, u, lv + 1,∞);

until b = ⊥ ;

/* s¡siedzi v, którzy nie mieli jeszcze »etonu maj¡
identyfikatory nie wi¦ksze ni» lv */

w :=Binary-Selection(v, u, lv);
if w 6= ⊥ then

v nadaje sygnaª < m, v,w >;
else

v nadaje sygnaª < m, v, u >;
Protokóª 14: Protokóª Select-And-Send

8.3. Peªne nieskierowane grafy warstwowe oraz ograczenia dolne. W [KP03a]
opisan¡ wcze±niej technik¦ zastosowano równie» do peªnych nieskierowanych grafów
warstwowych, uzyskuj¡c Protokóª UCLN o czasie powiadomienia O (n+D log n).
Protokóª UCLN jest prost¡ mody�kacj¡ Protokoªu Select-And-Send � korzy-
sta si¦ z tego, »e wystarczy by w ka»dej warstwie »eton otrzymaª jeden w¦zeª.
W jednej rundzie przeka»e on m wszystkim w¦zªom z nast¦pnej warstwy a potem,
przy u»yciu Protokoªu Binary-Selection przeka»e »eton temu spo±ród nich, który
ma najmniejszy identy�kator. Przekazanie »etonu z warstwy Li do Li+1 zabiera
O (log n) rund dla 0 < i < D, za± ¹ródªo potrzebuje czasu O (n) by pozna¢ j.
W sumie czas (powiadomienia i terminacji) wynosi O (n+D log n).
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Co wi¦cej, w¦zeª v nie musi zna¢ ograniczenia górnego na identy�katory swoich
s¡siadów � wystarczy by wyznaczyª najmniejszy z nich, tj. poprzestaª na prze-
dziale identy�katorów

[
2k
]
dla minimalnego k takiego, »e zbiór jego s¡siadów z

kolejnej warstwy o identy�katorach z
[
2k
]
jest niepusty. By zagwarantowa¢ termi-

nacj¦, v musi tylko wcze±niej stwierdzi¢, »e w ogóle posiada s¡siadów w kolejnej
warstwie. Równie» to osi¡ga za pomoc¡ Procedury Echo, tyle »e bez ogranicze«
na identy�katory s¡siadów. Je±li nie ma s¡siadów w kolejnej warstwie, to znaczy »e
v jest w LD, tj. warstwie ostatniej. Wtedy protokóª jest zako«czony.

Twierdzenie 26. Protokóª UCLN przeprowadza rozgªaszanie bez spontanicznej
komunikacji i terminuje w czasie O (n+D log n) dla dowolnego peªnego nieskiero-
wanego grafu G o n wierzchoªkach i maksymalnej odlegªo±ci od ¹ródªa D.

Dane niejawne: G(V,E), nieskierowany
Dane jawne: s, m

/* W¦zªy, które odebraªy m, ignoruj¡ wywoªania Echo i
Binary-Selection */

s∗ :=Anchor();

/* s poznaª s∗, najmniejszy z identyfikatorów swoich s¡siadów;
je±li s nie ma s¡siadów, protokóª trywialnie dokonaª
rozgªaszania i terminuje przez zawieszenie */

s nadaje sygnaª < m, s, s∗ >;

v := s;
u := s∗;

while Echo(v, u, 1,∞) 6= ⊥ do

/* �eton < m,u, v > posiada w¦zeª v */

lv := 1;
repeat

lv := 2lv;
b :=Echo(v, u, 1, lv);

until b 6= ⊥ ;

/* najmniejszy identyfikator s¡siada v z kolejnej warstwy jest
nie wi¦kszy ni» lv */

w :=Binary-Selection(v, u, lv);
v nadaje sygnaª < m, v,w >;

Protokóª 15: Protokóª UCLN

Zauwa»my, »e czasO (n+D log n) jest mniejszy ni» dolne ograniczenie Ω (n logD)
z twierdzenia 14 dla D = o (n). Twierdzenie 14 dotyczyªo peªnych grafów warstwo-
wych, ale skierowanych. W [CMS01] stawiano hipotez¦, »e ograniczenie to pozostaje
w mocy równie» dla nieskierowanych peªnych grafów warstwowych. W [KP03a] po-
dano za to dolne ograniczenie na czas rozgªaszania bez spontanicznej komunikacji
w grafach nieskierowanych. Twierdzenie to cytujemy bez dowodu. Podkre±lamy
tylko, »e konstruowane w dowodzie sieci nie s¡ peªnymi nieskierowanymi grafami
warstwowymi.

Twierdzenie 27. Dla dowolnego protokoªu rozgªaszania P bez spontanicznej ko-
munikacji oraz dowolnych n i D takich, »e D ≥ 64, istnieje n-wierzchoªkowy graf
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nieskierowany GP o maksymalnej odlegªo±ci od ¹ródªa D, taki, »e czas powiadomie-

nia P na GP wynosi Ω
(
n logn

log n
D

)
.

8.4. Grafy nieskierowane w modelu z detekcj¡ kolizji. W tym podrozdziale
prezentujemy dwa protokoªy dla grafów nieskierowanych w modelu z detekcj¡ ko-
lizji naszego autorstwa. Pierwszy z nich to Protokóª U-Bound � dzi¦ki niemu
w¦zªy mog¡ pozna¢ D oraz ograniczenie na n. Drugi to Protokóª Sync, który prze-
prowadza rozgªaszanie i terminuje w czasie O (n log n). Po prezentacji Protokoªu
Sync krótko omówimy jego przydatno±¢ w kontek±cie prezentowanych wcze±niej
protokoªów.

Protokóª U-Bound wzorowany jest na Protokole Bound. Dodatkowo korzysta
z tego, »e graf jest nieskierowany (a nie tylko silnie spójny), co umo»liwia pozna-
nie ograniczenia na n szybciej, je±li D jest maªe. Przez δv oznaczymy δ(s, v), tj.
odlegªo±¢ v od ¹ródªa. Cho¢ graf jest nieskierowany, b¦dziemy mówi¢ o poprzed-
nikach i nast¦pnikach, jak gdyby kraw¦dzie byªy skierowane od ¹ródªa: w ∈ N(v)
jest poprzednikiem v, je±li δw < δv, a nast¦pnikiem, je±li δw > δv. Je±li za± dla
s¡siaduj¡cych v i w zachodzi δw = δv, nazwiemy je bli¹niakami.

Protokóª U-Bound dziaªa nast¦puj¡co:

(1) w czasie O(D) ¹ródªo wyznacza D
(2) za pomoc¡ Protokoªu Encoded-Broadcast rozgªaszamy D oraz informa-

cje o odlegªo±ci od ¹ródªa w czasie O (D logD). Ka»dy w¦zeª poznaje D
oraz swoj¡ odlegªo±¢ od ¹ródªa. Dzi¦ki temu wie, w której rundzie infor-
macje te pozna ostatnia warstwa grafu.

(3) wykonywany jest Protokóª Bound z dodatkowym ograniczeniem D+ 1 na
liczb¦ rund ka»dej z faz.

Poznanie D przez ¹ródªo polega na przesªaniu przez graf �fali�, która dotrze do
jego ko«ca w ci¡gu D rund, odbije si¦ i wróci do ¹ródªa w czasie O (D). W¦zeª
v, który usªyszaª µ po raz pierwszy w rundzie tv, nadaje µ w rundzie tv + 1.
Pó¹niej nadaje µ w rundzie tv + 1 + 3t, je±li usªyszaª µ w rundzie tv + 3t − 1 (dla
t > 0). Jak wida¢, v mo»e nadawa¢ tylko w tych rundach j, które speªniaj¡ równo±¢
j ≡ tv + 1 mod 3. W ten sposób rundy przystaj¡ce modulo 3 do tv przeznacza on
na nasªuchiwanie swoich poprzedników a te przystaj¡ce do tv + 2 � nast¦pników,
za± bli¹niaków ignoruje. Jak zwykle zakªadamy, »e ¹ródªo, które inicjuje protokóª,
odebraªo µ w rundzie 0, tj. ts = 0. Oczywi±cie zachodzi równo±¢ tv = δv. Poni»szy
lemat precyzuje zachowanie wspomnianej fali.

Lemat 3. W¦zeª v odbiera µ po raz pierwszy w rundzie δv i nadaje µ w rundach
tv + 1 + 3t dla t = 0, 1, 2 . . . , l(v), gdzie l(v) to dªugo±¢ najdªu»szej ±cie»ki P =
p0, p1, . . . pl(v) takiej, »e p0 = v oraz pi+1 jest nast¦pnikiem pi.

Dowód. Pierwsza cz¦±¢ lematu, czyli równo±¢ tv = δv wynika wprost z tego, »e
ka»dy w¦zeª v nadaje µ w rundzie tv + 1. Pozostaª¡ cz¦±¢ dowodzimy indukcyjnie
wzgl¦dem l(v):

(1) podstawa: l(v) = 0 � Zgodnie z protokoªem, v nada µ w rundzie tv + 1.
Poniewa» v nie ma nast¦pników, nie odbiera nic w rundach przystaj¡cych
modulo 3 do tv + 2. Dlatego v nie nada µ w »adnej dalszej rundzie.

(2) krok: l(v) > 0 � Przypu±¢my, »e teza zachodzi dla wszystkich w takich,
»e l(w) < l(v). Wtedy v ma nast¦pników i dla ka»dego w � nast¦pnika
v zachodzi l(w) < l(v). St¡d z zaªo»enia indukcyjnego nast¦pnicy v nie
nadaj¡ µ po rundzie tv + 2 + 3 (l(v)− 1) = tv − 1 + 3l(v) a v przez to nie
nadaje po rundzie tv +1+3l(v). Z drugiej strony istnieje w � nast¦pnik v,
który speªnia równo±¢ l(w) = l(v)− 1. Z zaªo»enia indukcyjnego w nadaje
µ w rundach tv + 2, tv + 5, . . . , tv − 1 + 3l(v), wi¦c v nadaje µ w rundach
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tv + 4, tv + 7, . . . , tv + 1 + 3l(v). Oczywi±cie v nadaje µ równie» w rundzie
tv + 1.

�

Dane niejawne: G(V,E), nieskierowany
Dane jawne: s
Wynik: D oraz n′ : n′

2 < n ≤ n′

/* zakªadamy, »e s odebraªo µ po raz pierwszy w rundzie 0 */

for t = 1, 2, . . . do /* kolejne rundy */

foreach v do
if t = tv + 1 lub (t ≡ tv + 1 mod 3 i v odebraª µ w rundzie t− 2) then

v nadaje µ;

/* w rundzie 3D + 2 ¹ródªo przestaje sªysze¢ µ */
/* »aden w¦zeª nie nadaje a ¹ródªo dodatkowo zna D */

warto±¢ D oraz numery warstw s¡ rozgªaszane przy u»yciu Protokoªu
Encoded-Broadcast;

/* poni»ej nast¦puje wywoªanie Protokoªu Bound z dodatkowym
ograniczeniem D + 1 na dªugo±¢ faz */

for k = 1, 2, . . . do /* kolejne fazy */

foreach v > 2k do /* runda 1 fazy k */

v nadaje µ;

for i = 2, 3, . . . ,min
(
2k + 1, D + 1

)
do /* kolejne rundy fazy k */

foreach v do
if runda i− 1 byªa pierwsz¡ rund¡ fazy k, w której v odebraª µ then

v nadaje µ;

foreach v do
if v nie nadaª µ w tej fazie then

v stwierdza, »e n′ = 2k i przerywa protokóª
Protokóª 16: Protokóª U-Bound

Twierdzenie 28. Protokóª U-Bound uruchomiony w dowolnym gra�e nieskiero-
wanym o n w¦zªach i maksymalnej odlegªo±ci od ¹ródªa D, korzystaj¡c z detekcji
kolizji w czasie O (D log n) rozgªasza w±ród w¦zªów warto±¢ D oraz wyznacza n′

b¦d¡ce pot¦g¡ liczby 2 takie, »e n′

2 < n ≤ n′. Ka»dy w¦zeª poznaje n′ oraz wªasn¡
odlegªo±¢ od ¹ródªa a ponadto wszystkie w¦zªy wiedz¡, w której rundzie nast¦puje
koniec protokoªu.

Dowód. Z Lematu 3 wynika poprawno±¢ pierwszej cz¦±ci protokoªu, w której ¹ró-
dªo poznaje D. Z Lematu 3 dla ¹ródªa wynika, »e ¹ródªo nadaje µ po raz ostatni
w rundzie 3D + 1, poniewa» l(s) = D. Zatem w czasie O(D) ¹ródªo poznaje
D. Poprawno±¢ dalszej cz¦±ci protokoªu wynika z poprawno±ci Protokoªu Bound,
tj. Niezmiennika 1 i Twierdzenia 1 oraz mo»liwo±ci skrócenia faz, kiedy wszyst-
kie w¦zªy znaj¡ D. Skrócenie zaczyna si¦ dopiero w fazie dlogDe. To znaczy,
»e poprzednie fazy trwaj¡ w sumie O (D). Natomiast pozostaªe

⌈
log n

D

⌉
+ 1 faz
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ma tylko D + 1 rund. Sumaryczny czas dla zmienionego Protokoªu Bound wy-
nosi O

(
D
(
log n

D + 1
))
. Po dodaniu czasu na poznanie D oraz rozgªoszenie D

i informacji o odlegªo±ci od ¹ródªa, otrzymujemy czas O
(
D
(
log n

D + logD
))
, czyli

O (D log n). �

Przeplataj¡c zwykªy Protokóª Bound z U-Bound mo»emy zapewni¢, »e w¦zªy
poznaj¡ ograniczenie n w czasie O(n), tj. szybciej dla du»ych D. Nie wiemy jak
w tym samym czasie przekaza¢ D wszystkim w¦zªom. Mo»na oczywi±cie przesta¢
je przekazywa¢ � wtedy w¦zªy b¦d¡ miaªy ±wiadomo±¢, »e D jest du»e, tj. »e
D logD = Ω(n). Je±li celem jest poznanie ograniczenia na n, takie rozwi¡zanie
wystarcza. Znajomo±¢ D sªu»y tylko przyspieszeniu Protokoªu Bound.

Oczywi±cie mo»na rozwa»a¢ rozgªoszenie przybli»onej warto±ci D, kiedy oka-
zuje si¦, »e jest ono du»e. W¦zªy mog¡ przeprowadzi¢ kolejny protokóª Encoded-
Broadcast, z komunikatem dªugo±ci O

(
n
D

)
. Komunikat (w tym jego dªugo±¢)

ustala ¹ródªo, które zna nie tylko n′, ale równie» D. Sama dªugo±¢ komunikatu
mo»e przybli»a¢ D, je±li wynosi dokªadnie Θ

(
n
D

)
. Dodatkowo bity wiadomo±ci

mog¡ okre±la¢ stosunek D do n dokªadniej � tym dokªadniej, im D jest mniejsze
w stosunku do n. Jednak w skróconych komunikatach nie mie±ci si¦ informacja
o odlegªo±ci od ¹ródªa. Dlatego równoczesne zako«czenie protokoªu trzeba oprze¢
o warto±¢ n′, któr¡ wszystkie w¦zªy poznaj¡ w tej samej rundzie.

Wspominali±my wcze±niej, »e czasem w¦zªom wystarcza globalny metronom za-
miast globalnego zegara. Protokoªowi U-Bound, w odró»nieniu od Bound, wy-
starcza metronom. Najpierw w¦zªy budzone s¡ podczas wyznaczania D a pó¹niej
poznaj¡ D oraz swoj¡ odlegªo±¢ od ¹ródªa. Informacje te wystarczaj¡ do obliczenia,
kiedy protokóª si¦ zako«czy.

Teraz zaprezenujemy Protokóª Sync. Przez N b¦dziemy oznacza¢ zbiór tych
w¦zªów, które nie znaj¡ m, ale maj¡ s¡siada znaj¡cego m, za± przez A zbiór tych
w¦zªów, które znaj¡ m i maj¡ s¡siada w N . Poka»emy, »e w¦zeª znaj¡cy m mo»e
stwierdzi¢, czy nale»y do A. Niech wszystkie w¦zªy znaj¡ce m nadaj¡ m w rundzie
r. Ich s¡siedzi odbior¡ w rundzie r albo m, albo µ. W¦zªy, który odebraªy w
rundzie r sygnaª µ, nadaj¡ µ w rundzie r + 1. W¦zeª, który nadawaª m w rundzie
r stwierdza, »e ma niepowiadomionego s¡siada wtedy i tylko wtedy, je±li w rundzie
r + 1 odebraª µ.

Zatem detekcja kolizji umo»liwia w¦zªom stwierdzenie, czy nale»¡ do zbioru A,
jednak pod warunkiem, »e s¡ zsynchronizowane. Podkre±lamy, »e korzystali±my
z pomocy w¦zªów zN . Dzi¦ki detekcji kolizji i wykorzystaniu tych w¦zªów potra�my
zapewni¢ wystarczaj¡c¡ synchronizacj¦, co opiszemy pó¹niej. Oczywi±cie zbiór N
nastr¦cza podobnych kªopotów co A: w¦zeª nieznaj¡cy m musi umie¢ stwierdzi¢,
czy nale»y do N � jak to robi, opisujemy dalej.

W¦zeª, który wie, »e nale»y do A, zaczyna nadawa¢ by przekaza¢ m swoim s¡-
siadom. Oczywi±cie mo»e zagªusza¢ go inny w¦zeª z A � dlatego przez binarn¡
selekcj¦ wybierzemy niepusty podzbiór nadawców S ⊆ A, który nada m bez koli-
zji. Do binarnej selekcji równie» wykorzystamy detekcj¦ kolizji � nie trzeba prze-
kazywa¢ identy�katorów i korzysta¢ z Protokoªu Echo. Szczegóªy prezentujemy
w pseudokodzie a poni»ej omawiamy je bardziej przyst¦pnie.

Protokóª Sync rozpoczyna si¦ od wywoªania Protokoªu Bound lub U-Bound.
Po zako«czeniu Protokoªu Bound lub U-Bound ka»dy z w¦zªów zna n′ takie, »e
n′

2 < n ≤ n′. Dodatkowo, je±li nawet w¦zªy nie dysponuj¡ globalnym zegarem,
od tej chwili wspólnie odliczaj¡ numery rund. �ródªo nadaje m i dezaktywuje si¦.
Dalej protokóª skªada si¦ z identycznych faz. Faza skªada si¦ z O (log n) rund i
polega na binarnej selekcji niepustego zbioru w¦zªów z A, które nadadz¡ m bez
kolizji. Przy czym przynale»no±¢ w¦zªów do zbiorów A oraz N ustalana jest w
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Dane niejawne: G(V,E), nieskierowany
Dane jawne: ¹ródªo s, wiadomo±¢ m, oraz n′ : n′

2 < n ≤ n′

/* A oznacza zbiór aktywnych w¦zªów znaj¡cych m */
/* N oznacza zbiór w¦zªów nieznaj¡cych m, które odebraªy µ na

pocz¡tku danej fazy */

wykonaj Protokóª Bound lub U-Bound;

/* wszystkie w¦zªy znaj¡ n′ */

/* faza 1 */

s nadaje m i dezaktywuje si¦;

for k = 2, 3, . . . do // kolejne fazy, w ka»dej fazie binarna selekcja

/* runda 1 */

foreach v ∈ A do v nadaje m;

/* runda 2 */

foreach v : v odebraª µ w rundzie 1 (czyli v ∈ N) do v nadaje µ;
foreach v ∈ A : v nie odebraª µ rundzie 2 do v dezaktywuje si¦;

foreach v ∈ A do willv :=↓; xv := 1; yv := n′;

for i := 1, 2, . . . , dlog n′e do /* kolejne tury */

/* runda 1 tury i */

foreach v ∈ A do switch willv do
case ↓

(xv, yv) :=
(
xv,
⌈
yv+xv−1

2

⌉)
;

case ↑
(xv, yv) :=

(
yv + 1, yv +

⌈
yv−xv+1

2

⌉)
;

case pass
(xv, yv) := (1, 0), v nie robi nic wi¦cej w tej fazie;

if v ∈ [xv, yv] then v nadaje m;

/* runda 2 tury i */

foreach v ∈ N do
if v odebraª µ w rundzie 1 tury i then v nadaje µ;

foreach v ∈ A do
if v odebraª µ w tej rundzie then willv :=↓; else willv :=↑;

// rundy 3 i 4 tury i: w¦zªy z A deklaruj¡ swoje zamiary

foreach v ∈ A do switch willv do
case ↓

v nadaje µ w rundzie 3 tury i, v nie nadaje w rundzie 4 tury i;
case ↑

v nie nadaje w rundzie 3 tury i, v nadaje µ w rundzie 4 tury i;

/* rundy 5 i 6 tury i: w¦zªy z N powtarzaj¡ co odebraªy w
rundach 3 i 4 tury i */

foreach v ∈ N do
if v odebraª µ w rundzie 3 tury i then v nadaje µ w rundzie 5;
if v odebraª µ w rundzie 4 tury i then v nadaje µ w rundzie 6;

foreach v ∈ A do
if willv =↑ oraz v odebraª µ w rundzie 5 then willv := pass;

Protokóª 17: Protokóª Sync
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pierwszych dwóch rundach ka»dej z faz i obowi¡zuje a» do jej ko«ca � szczegóªy
dalej.

Przez binarn¡ selekcj¦ chcemy wybra¢ taki podzbiór S ⊆ A, by w¦zeª o minimal-
nymi identy�katorze z A nale»aª do S. Kolejno nadaj¡ w¦zªy ze zbioru A ∩ [x, y],
gdzie pocz¡tkowo [x, y] = [1, n′]. Ka»dy w¦zeª z A dostaje informacj¦ zwrotn¡ od
swoich s¡siadów z N i wie, czy cho¢ jeden z jego s¡siadów z N odebraª sygnaª µ.
Zerowa tura, w której nadaj¡ wszystkie w¦zªy znaj¡ce m zostaªa ju» opisana �
sªu»y tym w¦zªom do stwierdzenia, czy s¡ w zbiorze A. Te, które nie s¡ dezakty-
wuj¡ si¦. Pozostaªe za± wiedz¡, »e A ∩ [x, y] 6= ∅. Przedziaª [x, y] dzielimy na dwa
równe podprzedziaªy, które oznaczamy (lewy, prawy) jako [xl, yl], [xr, yr] Powta-
rzamy procedur¦ nadawania dla lewego podprzedziaªu. Je±li w¦zeª v ∈ A ∩ [xl, yl]
odebraª µ, wie, »e w przedziale [xl, yl] s¡ co najmniej dwa w¦zªy z A, wi¦c chce
przyj¡¢ [x, y] := [xl, yl]. Je±li za± v nie odebraª µ, chce przyj¡¢ [x, y] := [xr, yr],
skoro wie, »e w przedziale [x, y] s¡ co najmniej dwa w¦zªy z A a w lewym podprze-
dziale nie ma »adnego. Oczywi±cie mo»e si¦ zdarzy¢, »e v zdoªaª przekaza¢m swoim
s¡siadom. Wtedy zgodnie z opisan¡ procedur¡ v chce przej±¢ do prawego podprze-
dziaªu. Jednak to co robi v nie ma ju» znaczenia � nie nale»y ju» do zbioru A,
o czym przekona si¦ na pocz¡tku kolejnej binarnej selekcji, a wszyscy jego s¡siedzi
znaj¡ m i ignoruj¡ komunikaty nadawane przez v.

By opisana wy»ej binarna selekcja dziaªaªa, potrzebna jest synchronizacja �
wszystkie w¦zªy powinny decydowa¢ si¦ na ten sam podprzedziaª. . . Okazuje si¦,
»e synchronizacja nie musi by¢ peªna: je±li w¦zªy v, v′ ∈ A nie maj¡ wspólnego
s¡siada w N , nie zagªuszaj¡ si¦ i nie odbieraj¡ tych samych sygnaªów zwrotnych.
Dlatego powiemy, »e w¦zªy v, v′ ∈ A konkuruj¡ ze sob¡, je±li maj¡ wspólnego s¡-
siada w N . Zauwa»my, »e relacja konkurowania nie jest przechodnia. By binarn¡
selekcja dziaªaªa, wystarczy by zsynchronizowane byªy konkuruj¡ce w¦zªy. Dokªad-
niej, powinny one zna¢ swoje zamiary, poniewa» v i v′ mog¡ decydowa¢ si¦ na ró»ne
podprzedziaªy. Bierze si¦ to st¡d, »e oczywi±cie v i v′ mog¡ mie¢ ró»ne zbiory s¡-
siadów, przez co mog¡ odbiera¢ ró»ne sygnaªy. Dlatego ka»dy z nich deklaruje swój
zamiar przy u»yciu detekcji kolizji. Wtedy deklaracje te odbiera wspólny s¡siad v
i v′ a nast¦pnie powtarza. Dzi¦ki temu v i v′ znaj¡ swoje plany i odpowiednio je
uzgadniaj¡.

Dokªadniej, ka»dy aktywny w¦zeª v dowiaduje si¦, czy istnieje niepusty zbiór
konkuruj¡cych z nim w¦zªów K, który zamierza bada¢ inny podprzedziaª. Je±li
K = ∅, v realizuje swój zamiar. Gdy K 6= ∅, v by¢ mo»e odst¡pi od swego
zamiaru. Poniewa» wybieramy w¦zeª o minimalnym identy�katorze, v rezygnuje
wtedy i tylko wtedy, gdy opowiadaª si¦ za prawym podprzedziaªem. Wtedy w¦zªy
zK, które opowiadaj¡ si¦ za mniejszymi identy�katorami kontynuuj¡ selekcj¦. Tym
sposobem zapewniamy, »e dla ka»dej pary konkuruj¡cych w¦zªów v, v′ albo oba
decyduj¡ si¦ na ten sam przedziaª, albo rezygnuje ten, który opowiadaª si¦ za
prawym podprzedziaªem. Ostatecznie w¦zªowi z A o najmniejszym identy�katorze
uda si¦ nada¢ m bez kolizji, a by¢ mo»e udaªo si¦ to równie» innym w¦zªom.

Do selekcji w¦zªa z A o minimalnym identy�katorze wystarcza dlog n′e skróce«
przedziaªu, na co wystarcza 6 dlog n′e+ 2 rund. W¦zªy znaj¡ n′, wi¦c wiedz¡, kiedy
rozpoczynaj¡ si¦ kolejne fazy. W¦zªy, które nie znaj¡ m, dzi¦ki tej wiedzy stwier-
dzaj¡, czy nale»¡ do N : nale»¡ i reaguj¡ w fazie k na sygnaªy µ tylko wtedy, je±li
odebraªy µ w pierwszej rundzie tej fazy. W ka»dej fazie co najmniej jeden w¦zeª z
A przekazuje m swoim s¡siadom z N i wiadomom, »e istnieje co najmniej jeden taki
s¡siad. Poniewa» faza trwa O (log n) rund, czas powiadomienia wynosi O (n log n)
rund. Protokóª Sync mo»na usprawni¢, np. rezygnuj¡c ze ±cisªego podziaªu na
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fazy. Jednak istotna poprawa protokoªu lub jego analizy wydaje si¦ trudna. Ter-
minacja w tym samym czasie wynika wprost z tego, »e na pocz¡tku ka»dej fazy
znaj¡ce m w¦zªy stwierdzaj¡, czy nale»¡ do A i je±li nie nale»¡, dezaktywuj¡ si¦.

Twierdzenie 29. Protokóª Sync uruchomiony w dowolnym gra�e nieskierowanym
o n w¦zªach, korzystaj¡c z detekcji kolizji dokonuje rozgªaszania oraz terminuje
w czasie O (n log n).

Do przeprowadzenia Protokoªu Sync wystarcza globalny metronom (zamiast
globalnego zegara), je±li tylko korzysta¢ w nim z U-Bound a nie Bound oraz wy-
dªu»y¢ komunikaty kontrolne (kodowane za pomoc¡ µ i ciszy), by niepowiadomione
w¦zªy wiedziaªy, na które z nich reagowa¢ a które ignorowa¢. Za to stosowanie Pro-
tokoªu Bound mo»e skróci¢ przesyªane komunikaty, o czym wspominamy poni»ej.

Protokóª Sync dziaªa w czasie O (n log n) dla grafów nieskierowanych i to korzy-
staj¡c z detekcji kolizji. Ten sam czas uzyskuje Protokóª Select-And-Send, który
nie korzysta z detekcji kolizji. Za to Select-And-Send wysyªa komunikaty, które
mog¡ by¢ du»o dªu»sze od wiadomo±ci m: przesyªa identy�katory w¦zªów, maj¡ce
dªugo±¢ Θ (log n). Protokóª Sync, je±li u»y¢ w nim Protokoªu Bound wysyªa ko-
munikaty dªugo±ci O (|m|) (je±li u»y¢ Protokoªu U-Bound, dªugo±¢ komunikatów
wzrasta do O (|m|+ logD)). Protokóª Explore-And-Expand, nie korzystaj¡c
z detekcji kolizji, ale korzystaj¡c ze spontanicznej komunikacji gwarantuje jeszcze
lepszy czas powiadomienia � O (n), jednak przesyªany w nim licznik równie» osi¡ga
dªugo±¢ Ω (log n).

Protokóª Sync dziaªa w modelu z detekcj¡ kolizji, dla którego nie udaªo nam
si¦ zde�niowa¢ (braku) spontanicznej komunikacji. Jednak mo»na zauwa»y¢, »e
w¦zªy, które nie poznaªy m nadaj¡ tylko sygnaª µ i to tylko wtedy, gdy który± z ich
s¡siadów ju» zna m.

Je±li |m| = o (log n), Protokóª Sync okazuje si¦ wolniejszy od innego protokoªu
korzystaj¡cy z detekcji kolizji, mianowicie uwa»anego za niepraktyczny Protokoªu
Encoded-Broadcast, którego czas powiadomienia i terminacji wynosi O (D|m|).

9. Niemo»liwo±¢ �±wiadomego rozgªaszania�

W prezentowanych protokoªach w¦zªy cz¦sto dezaktywowaªy si¦, gdy wiedziaªy,
»e przekazaªy ju» wiadomo±¢ m do swoich s¡siadów. Nie byªy za to w stanie stwier-
dzi¢ w »adnym momencie, czy rozgªaszanie ju» si¦ zako«czyªo. W pewnych grafach
niemo»liwo±¢ stwierdzenia zako«czenia rozgªaszania jest oczywista. Przykªadem
mog¡ by¢ peªne grafy warstwowe: wszystkie kraw¦dzie skierowane s¡ od ¹ródªa,
przez co »aden w¦zeª nie mo»e dowiedzie¢ si¦, czy w ogóle ma nast¦pników. Poka-
»emy teraz, »e stwierdzenie zako«czenia rozgªaszania jest niemo»liwe tak»e w mniej
trywialnych przypadkach. Mianowicie poka»emy, »e jest to niemo»liwe nawet w gra-
fach nieskierowanych.

W prezentowanych protokoªach dla grafów nieskierowanych terminacja polegaªa
na tym, »e w¦zªy w niesko«czono±¢ czekaªy na sygnaª nakazuj¡cy im podj¦cie dal-
szych akcji. Jest to sytuacja odmienna od tej, w której w¦zeª stwierdza, »e wykonaª
ju» swoje zadanie, ale problem pozostaje ten sam � nie wie, czy inne w¦zªy zd¡»yªy
upora¢ si¦ ze swymi zadaniami.

Zajmiemy si¦ samym ¹ródªem w gra�e nieskierowanym i dla niego poka»emy, »e
nie mo»e poprawnie stwierdzi¢, czy rozgªaszanie zostaªo uko«czone. Wybór ¹ró-
dªa jest zasadny: z jednej strony dowodzi, »e nie jest mo»liwe, by ka»dy w¦zeª
umiaª stwierdzi¢ zako«czenie rozgªaszania, z drugiej � gdyby ¹ródªo potra�ªo to
stwierdzi¢, mogªoby przez kolejne rozgªaszanie powiadomi¢ o tym pozostaªe w¦zªy.

Protokoªem ±wiadomego rozgªaszania b¦dziemy nazywa¢ protokóª rozgªaszania
jak dotychczas, w którym dodatkowo ¹ródªo mo»e w dowolnej rundzie stwierdzi¢,
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Rysunek 3. Graf GP .

»e wszystkie w¦zªy poznaªy ju» m. Prezentowane twierdzenie i dowód pochodz¡
z [CGGPR00].

Twierdzenie 30. Dla dowolnego protokoªu ±wiadomego rozgªaszania P , mog¡cego
korzysta¢ ze spontanicznej komunikacji, istnieje graf nieskierowany GP taki, »e pod-
czas wykonania P na GP ¹ródªo s niepoprawnie stwierdza zako«czenie rozgªaszania.

Dowód. Przypu±¢my, »e istnieje protokóª P , który poprawnie przeprowadza ±wia-
dome rozgªaszanie w dowolnym gra�e nieskierowanym. Niechm′ im′′ b¦d¡ ró»nymi
wiadomo±ciami, za± t′ i t′′ numerami rund, w których podczas wykonania P z wia-
domo±ci¡ pocz¡tkow¡ odpowiednio m′ i m′′ w gra�e skªadaj¡cym si¦ wyª¡cznie ze
¹ródªa, s stwierdza, »e rozgªaszanie jest zako«czone. Niech wreszcie t = max (t′, t′′).
Innymi sªowy, t jest czasem, po którym ¹ródªo, maj¡c do przekazania wiadomo±¢
m′ lub m′′, orientuje si¦, »e jest jedynym w¦zªem.

Skonstruujemy taki graf GP maj¡cy co najmniej 2 w¦zªy, »e gdy uruchomimy na
nim P z wiadomo±ci¡ pocz¡tkow¡ m′ lub m′′, to

(1) pewne w¦zªy nie poznaj¡ wiadomo±ci pocz¡tkowej w ci¡gu t rund; oraz
(2) w ci¡gu t rund ¹ródªo nie odbierze »adnego sygnaªu.

Warunek (1) mówi, »e w ci¡gu t rund rozgªaszanie nie zostanie uko«czone, (2)
za±, »e w rundzie t ¹ródªo b¦dzie uwa»aªo przeciwnie � na podstawie identycznego
zapisu komunikacji stwierdziªo uko«czenie rozgªaszania w gra�e, w którym byªo
jedynym w¦zªem.

GrafGP b¦dzie miaª 22t+4t+2 w¦zªów, w tym ¹ródªo s oraz dwa szczególne w¦zªy
a i b. Dokªadniej, GP = (X ∪ {a, b} , {{a, x} , {b, x} : x ∈ X}), gdzie s ∈ X. Graf
GP prezentujemy na rysunku. Chcemy, by w¦zªy a i b przez t rund separowaªy s od
pozostaªych, tj. by przez pierwszych t rund albo jednocze±nie nasªuchiwaªy, albo
jednocze±nie nadawaªy. Nadawa¢ mog¡ ró»ne sygnaªy � maj¡ si¦ tylko zagªusza¢.

Zauwa»my, »e ustalili±my ju» graf, czyli topologi¦ sieci, ale nie przydzielili±my
jeszcze wierzchoªkom identy�katorów. Wªa±nie na tym polega nasze zadanie �
na podstawie protokoªu P tak przydzielimy identy�katory w¦zªom, by warunki (1)
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i (2) zachodziªy. Niech ¹ródªo s ma identy�kator 1 i niech L b¦dzie zbiorem wol-
nych identy�katorów, tj. L =

{
2, 3, . . . , 22t + 4t+ 2

}
. Nadamy teraz identy�katory

wybranym w¦zªom z X.
Niech T ′ b¦dzie zbiorem tych rund z [t], w których ¹ródªo nadaje sygnaª, je±li

wiadomo±ci¡ pocz¡tkow¡ jest m′ oraz ¹ródªo nie odebraªo dot¡d »adnego sygnaªu.
Niech T ′1 b¦dzie zbiorem tych rund z [t], w których ¹ródªo oraz co najmniej jeden
inny w¦zeª nadaj¡ sygnaª, je±li wiadomo±ci¡ pocz¡tkow¡ jest m′ oraz w¦zªy te nie
odebraªy dot¡d »adnego sygnaªu. Niech A′ b¦dzie zbiorem identy�katorów w¦zªów
ró»nych od ¹ródªa, które nadaj¡ sygnaªy w którejkolwiek z rund z T ′1 przy powy»-
szych warunkach, gdzie dla jednej rundy w A′ jest dokªadnie jeden identy�kator.

Niech T ′2 b¦dzie zbiorem tych rund z [t] \ T ′, w których dokªadnie jeden w¦zeª
(ró»ny od ¹ródªa) nadaje sygnaª, je±li wiadomo±ci¡ pocz¡tkow¡ jest m′ oraz nie
odebraª dot¡d »adnego sygnaªu. Niech B′ b¦dzie zbiorem identy�katorów w¦zªów,
które nadaj¡ sygnaªy w którejkolwiek z rund z T ′2 przy powy»szych warunkach.

Wreszcie niech T ′3 b¦dzie zbiorem tych rund z [t] \ T ′, w których co najmniej
dwa w¦zªy (ró»ne od ¹ródªa) nadaj¡ sygnaª, je±li wiadomo±ci¡ pocz¡tkow¡ jest m′

oraz nie odebraªy dot¡d »adnego sygnaªu. Niech C ′ b¦dzie zbiorem identy�kato-
rów w¦zªów, które nadaj¡ sygnaªy w którejkolwiek z rund z T ′2 przy powy»szych
warunkach, gdzie dla jednej rundy w C ′ s¡ dokªadnie dwa identy�katory.

Zbiór Y ′ = {A′ ∪B′ ∪ C ′} ma moc nie wi¦ksz¡ ni» 2t, bo zbiory A′, B′, C ′ s¡
rozª¡czne, a na ka»d¡ rund¦ przypadaj¡ w nich najwy»ej dwa identy�katory. Iden-
ty�katory z Y ′ przypisujemy dowolnie wybranym w¦zªom z X \ {s}. Takie przy-
porz¡dkowanie oznacza, »e je±li wiadomo±ci¡ pocz¡tkow¡ jest m′ i uda si¦ sprawi¢,
»e w¦zªy o identy�katorach z Y ′ nie odbior¡ »adnego sygnaªu w ci¡gu pierwszych
t rund, niezale»nie od tego jak doko«czymy przypisywanie identy�katorów, w¦zªy
a i b mog¡ w czasie pierwszych t rund odebra¢ sygnaªy tylko w rundach ze zbioru
(T ′ \ T ′1) ∪ T ′2 i to tylko od ¹ródªa lub w¦zªów z B′.

De�niujemy T ′′, T ′′1 , T
′′
2 , T

′′
3 , A

′′, B′′, C ′′, oraz Y ′′ analogicznie jak T ′, T ′1, T
′
2,

T ′3, A
′, B′, C ′, oraz Y ′, tyle »e dla wiadomo±ci pocz¡tkowej m′′ w miejsce m′.

Oczywi±cie |Y ′′| ≤ 2t. Identy�katory z Y ′′ przypisujemy dowolnie wybranym z
pozostaªych w¦zªów. Ponownie, je±li wiadomo±ci¡ pocz¡tkow¡ jest m′′ i uda si¦
sprawi¢, »e w¦zªy o identy�katorach z Y ′′ nie odbior¡ »adnego sygnaªu w ci¡gu
pierwszych t rund, niezale»nie od tego jak doko«czymy przypisywanie identy�kato-
rów, w¦zªy a i b mog¡ w czasie pierwszych t rund odebra¢ jakikolwiek sygnaª tylko
w rundach ze zbioru (T ′′ \ T ′′1 ) ∪ T ′′2 i to tylko od ¹ródªa lub w¦zªów z B′′.

Nadali±my identy�katory niektórym w¦zªom z X (w tym s) w ten sposób, »e
wiemy dokªadnie, które z nich, co i kiedy nadadz¡ w pierwszych t rundach, pod
warunkiem, »e w¦zªy a i b �nie zaburz¡� ich pracy, tj. w ka»dej rundzie b¦d¡ oba
nasªuchiwa¢ albo oba nadawa¢. Teraz tak dobierzemy identy�katory w¦zªów a i
b, by faktycznie zachowywaªy si¦ w opisany sposób. Wystarczy, »e ich zachowanie
rozpatrzymy przy zaªo»eniu, »e sªysz¡ �niezaburzon¡� transmicj¦ w¦zªów z B′ ∪{s}
lub B′′ ∪ {s}, w zale»no±ci od tego, czy wiadomo±ci¡ pocz¡tkow¡ jest m′ czy m′′.
Zapis tej niezaburzonej transmisji jest z góry znany � oznaczmy go odpowiednio
przez S′ i S′′.

Indukcyjnie, dla wiadomo±ci pocz¡tkowej m′, de�niujemy zst¦puj¡cy ci¡g zbio-
rów L′i dla i = 0, 1, 2, . . . , t. Niech L′0 = L \ Y ′ \ Y ′′. Wtedy |L′0| ≥ 22t + 1. L′p
z L′p−1 otrzymujemy tak: podzielmy L′p−1 na zbiory H1 i H2, gdzie H1 to zbiór
identy�katorów w¦zªów z L′p−1, które w rundzie p na podstawie S′ decyduj¡ si¦
nasªuchiwa¢, za± H2 to indety�katory w¦zªów, które decyduj¡ si¦ nadawa¢. Niech
L′p b¦dzie zbiorem o wi¦kszej mocy spo±ród H1 i H2. Ostatni w ci¡gu zbiór L′t ma
moc nie mniejsz¡ ni» 2t + 1.
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Analogicznie tworzymy ci¡g L′′i dla i = 0, 1, 2, . . . , t na podstawie S′′. Tylko
L′′0 = L′t. Ostatni w ci¡gu zbiór L′′t ma co najmniej 2 elementy. Dwie ró»ne
etykiety z L′′t przypisujemy w¦zªom a i b. S¡ one tak dobrane, »e niezale»nie od
akcji ¹ródªa i pozostaªych w¦zªów, w ka»dej z pierwszych t rund a i b albo oba
nasªuchuj¡, albo oba nadaj¡. St¡d wszystkie pozostaªe w¦zªy w tych rundach nie
odbieraj¡ »adnych sygnaªów. W rundzie t, dla obu wiadomo±ci pocz¡tkowych m′

i m′′, ¹ródªo stwierdza, »e rozgªaszanie jest uko«czone. Jednak w obu wypadkach
w¦zªy ró»ne od a i b nie odebraªy »adnych sygnaªów. Wi¦c nawet je±li s¡ przekonane,
»e znaj¡ wiadomo±¢ pocz¡tkow¡, myl¡ si¦ dla m′ lub m′′. �

Czasem, cho¢ nie zawsze, przeprowadzenie ±wiadomego rozgªaszania umo»liwia
detekcja kolizji. Wspominamy dwa przykªady z [CGGPR00], w których tak jest.
Drobna mody�kacja Protokoªu Bound dla grafów silnie spójnych, poª¡czonego
z Round-Robin pozwala na ±wiadome rozgªaszanie z niezmienionym czasem po-
wiadomienia i terminacji O (nD). Równie» Protokóª Explore-And-Expand dla
grafów nieskierowanych, po drobnej mody�kacji przeprowadza ±wiadome rozgªasza-
nie i terminuje w czasie O (n).

10. Problemy otwarte

• zmniejszenie luki pomi¦dzy najlepszym ograniczeniem dolnym i górnym na
czas rozgªaszania: Ω (n logD) i O (n log n log log n logD) b¡d¹ O

(
n log2 n

)
• poprawienie rozmiarów konstrukcji selektorów lub rodzin selektywnych:
ograniczenie dolne wynosi Ω

(
k log n

k

)
• czy dla grafów symetrycznych da si¦ uzyska¢ protokoªy o czasie powiado-
miena o

(
Dd log n

d log3 n
)
, tj. istotnie mniejszym ni» w protokole Broad-C

z [CMS01] ?
• czy w protokoªach Broad-B i Broad-C z [CMS01] lub analogicznych,
istotnie zale»nych od D i d da si¦ uzyska¢ czas terminacji tego samego
rz¦du co czas powiadomienia?
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