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Antoni Koscielski

1 Zadanie 2

1.1 Tresé zadania

Napisz funkcje, ktéra dla zadanej wartosci n wyznaczy liczbe wszyskich mozliwych usta-
wien n hetmanéw na szachownicy o wymiarach n x n, w ktérych hetmany nie atakuja si¢
wzajemnie.

Najpierw zauwazmy, ze sfomutowanie tego zadania nie jest do konca jasne. Zacznijmy
jednak od ustalenia jakiego$ sposobu opisywania ustawien.

1.1.1 Opis ustawienia

Interesuja nas takie ustawieniach, w ktorych hetmany nie atakuja sie wzajemnie. W
takich ustawieniach na szachownicy w kazdej poziomej linii (w kazdym wierszu) znajduje
sie doktadnie jeden hetman, i to samo dotyczy linii pionowych (czyli kolumn).

Linie szachownicy zazwyczaj numerujemy poczawszy od lewego gérnego rogu. Infor-
matycy lubia numerowa¢ od 0. Tak wiec pole w lewym goérnym rogu znajduje sie w
kolumnie o numerze 0 i w wierszu o tym samym numerze. Na prawo od tego pola znaj-
duje sie umieszczone w tym samym wierszu (o numerze 0) i w kolumnie o numerze 1.
Ostatni od gory wiersz ma numer n — 1, podobnie ostatnia kolumna (liczac oczywiscie
od lewej), o ile mamy szachownice o wymiarach n X n.

Wiele ustawien, w tym wszystkie, ktore nas interesuja, mozemy opisa¢ podajac ciag
liczb by, by, ..., b,_1. Taki ciag oznacza, ze mamy na mysli takie ustawienie hetmanéw, w
ktorym hetman z i-tej kolumny znajduje sie w b;-tym wierszu. Oczywiscie, w ten sposob
mozna opisa¢ takie ustawienia, w ktoérych w kazdej kolumnie znajduje si¢ doktadnie jeden
hetman. Mozemy tez dodatkowo przyjaé, ze umieszczenie w opisie ustawienia liczby —1
oznacza, ze w odpowiedniej kolumnie nie znajduje si¢ zaden hetman, oraz ze mamy prawo
skroci¢ opis pomijajac —1 znajdujace sie na koncu ciggu.

1.1.2 Doprecyzowanie zadania

Nietrudno zauwazy¢, ze dwie osoby obserwujace to samo ustawienie z réznych pozycji
moga opisa¢ je w rozny sposob. Na przyktad ustawienie 0,2,4,1,3 hetmandéw na szachow-
nicy o wymiarach 5 X 5 zostanie opisane przez osobe stojacej z boku, z prawej strony jako
2,4,1,3,0. Powstaje wiec pytanie, czy te dwa ciagi opisuja dwa rézne ustawienia, czy tez
jedno i to samo.

Na to pytanie nie mozna jednoznacznie odpowiedzie¢. Najprosciej przyjac, ze sza-
chownice obserwujemy z ustalonego miejsca, i jezeli widzimy co$ innego, to sg to rozne



ustawienia. Tak rozumiane ustawienie jest tozsame z jego opisem, liczac ustawienia wy-
starczy wiec policzy¢ ich opisy. Tak tez pojecie ustawienia bedziemy rozumie¢ w dalszym
ciagu.

Oczywiscie, mozemy takze przyjac, ze jezeli do szachownicy podejda z czterech stron
rozne osoby i opiszz, co widza, to ich opisy beda opisywa¢ to samo ustawienie. Takie
podejscie prowadzi do bardziej skomplikowanych rachunkéw.

A moze nawet ciggi 0,2,4,3,1 oraz 2,0,3,1,4 opisuja to samo ustawienie?

1.2 Rozwigzanie zadania

Jezeli juz wiemy, co chcemy policzy¢, to mozemy pokusi¢ sie o rozwigzanie zadania. Pro-
blem ustawienia hetmandéw mozna rozwigzac takze za pomoca nastepujacego programu:

int hetmany(int n)
{ int k;
b[0] = 0; //ustaw hetmana w lewym, gérnym rogu
k = 1; //ustaw hetmana nad drugag kolumng
while ( k >= 0 ) //dopéki na szachownicy jest jakikolwiek hetman
{ blkl++; //przesuii ostatniego hetmana w dé%
if (b[k] < n) //jezeli pozostat on na szachownicy
{ if ( poprawne(k, b[k]) ) //jest poprawnie ustawiony
{ if ( k =n-1) //i stoi w ostatniej kolumnie
return k; //to zakoncz
else //a gdy nie stoi w ostatniej kolumnie
k++; //wez i ustaw kolejnego hetmana nad nastepng kolumna
}
}
else //a gdy przesuwany hetman wypadl® poza szachownice
{blk] = -1; k--;}//zabierz go i zajmij sig¢ poprzednim (jezeli jest)

Ma on troche prostsza strukture od programu podanego na wyktadzie, tatwiej go mo-
dyfikowac¢ i analizowa¢. Warto zastanowi¢ sie nad jego poprawnoscia. Zaktadamy, ze jest
on uruchamiany i analizowany zawsze po uprzednim wypetnieniu tablicy b wartoscia-
mi —1.

W podanym programie jest wywotywana funkcja poprawne. O tej funkcji musimy
zatozy¢, ze wykorzystuje tablice b i zmienng n, ale nie zmienia ich wartosci. Przyjmujemy
tez, ze zwraca wartosci 0 i 1 (albo falsz i prawda). Co wiecej, po wywotaniu postaci
poprawne (k, a) zwraca warto$¢ 1 doktadnie wtedy, gdy ciag liczb (b[0], b[1], ...,
blk-1], a) opisuje poprawne rozmieszczenie hetmandéw na szachownicy o wymiarze
n xXn.

Jezeli usuniemy z wyzej przedstawionego programu instrukcje return k;, to powinien
on przejrze¢ wszystkie mozliwe poprawne ustawienia hetmanéw w poczatkowych kolum-
nach (pamietajmy, ze nie przeglada ustawiefi np. bez hetmana w pierwszej kolumnie), w
szczegolnosci wszystkie mozliwe poprawne ustawienia hetmanéw na szachownicy o danym
wymiarze.



Jezeli w tym programie dodatkowo umiescimy licznik (zmienna, ktérej warto$é po-
czatkowa jest réwna 0), i zamiast instrukcji return bedziemy zwigkszaé jego wartosé o 1,
koncowa wartosé licznika bedzie réwna liczbie znalezionych poprawnych maksymalnych
rozmieszczen hetmanéw na szachownicy o danym wymiarze.

Jezeli z programu usuniemy instrukcje return i dodamy do niego licznik, ale instrukcje
zwiekszajaca o 1 warto$c¢ licznika dodamy tuz przed instrukcjg if (poprawne(k, b[k])),
to koncowa wartos¢ licznika bedzie réwna liczbie wywotan funkcji poprawne wykonanych
podczas wykonania programu. Mozemy dodatkowo zwiekszanie licznika uzalezni¢ od war-
tosci parametru k. W ten sposob uzyskamy informacje o tym, ile razy program bada
rozmieszczenie okreslonej liczby hetmanow.

1.3 Poprawno$¢ rozwigzania

Zawsze trzeba zastanawiac si¢ nad poprawnoscia programu. Jedna watpliwos¢ juz zostata
zgloszona. By¢ moze liczac mozliwe ustawienia hetmandéw za pomoca podanego wyzej
programu (z odpowiednia modyfikacja) niektore ustawienia beda liczone wielokrotnie.
Czesé watpliwoscei zostata juz jako$ rozstrzygnieta, ale moze nadal to samo ustawienie
jest liczone kilkakrotnie. Moze niektoére ustawienia sg pomijane. Moze nawet program nic
nie liczy, gdyz zapetla sie. Aby odpowiedzie¢ na te pytania, trzeba program staranniej
przeanalizowac.

Program ten ma wiele niezmiennikéw. Na przyktad podczas dziatania programu nie
ulega zmianie wartos¢ zmiennej n. Dalej, warto$¢ zmiennej k jest mniejsza od n i na ogoét
nieujemna, spadek wartosci k£ ponizej 0 powoduje zatrzymanie programu.

W tablicy b elementy b[0],b[1],...,b[k — 1] sa nieujemne, a elementy b[i] dla i spel-
niajacych k < i < n sa réwne —1. Zdarza sig, ze element b[k| ma wartos¢ —1, ale prawie
natychmiast staje sie on nieujemny. Zawsze jest on nieujemny, w momencie wywotania
funkeji poprawne(k, b[k]). Wymienione niezmienniki sa dosé oczywiste.

Nastepujacy fakt podaje nieco wazniejszy niezmiennik:

Fakt 1.1 Niezmiennikiem petli z rozwazanego programu jest stwierdzenie, ze ciag (b[0],
b[1],...,b[k — 1]) opisuje poprawne rozmieszczenie hetmanéw.

W dalszym ciagu bedziemy rozwazac zbior ciggdéw liczb naturalnych < n o dtugosciach
nie wigkszych od n. Wykorzystamy rowniez fakt, ze elementy tego zbioru sa uporzadko-
wane leksykograficznie.

Zdefiniujmy sobie teraz pomocniczg funkcje U przyporzadkowujaca niektérym liczbom
naturalnym ciagi liczb naturalnych, taka ze

U(z) = (b[0],b[1],. .., b[k]),

ktora numerowi porzadkowemu ¢ wywotania funkcji poprawne w podanym wyzej progra-

mie, uruchomionym z ustalong dang n > 1, przypisuje wskazany ciag wartosci elementow

tablicy b wyliczony w tuz przed wykonaniem tego wywotania. Krétko mowiac, U(i) to

ciag opisujacy ustawienie hetmandéw badane podczas i-tego wywotania funkcji poprawne.
O funkcji U mozna wykazaé¢ nastepujace fakty':

LGdyby mozna bylo korzystaé¢ z dodatkowego elementu tablicy b, o indeksie —1 (taka mozliwosé jest
w Pascalu), lub w sztuczny sposéb zwolnié element b[0] (na przyklad przesuwajac dane z tablicy b o
jedno pole w prawo) lub tez gdyby numerowaé wiersze i kolumny szachownicy od 1, to bez obawy, ze
wyjdziemy poza zakres indekséw, mozna by wykonaé wstepne przypisanie b [k] ++ przed petla, a pozostate
przypisania przeniesé¢ na koniec petli. Wtedy ponizsze fakty statyby si¢ normalnymi niezmiennikami petli
7 rozwazanego programu.



Fakt 1.2 Jezeli ciagi U(i) oraz U(i + 1) sa okreslone oraz U(7) opisuje poprawne usta-
wienie hetmanéw, to ciag U(i + 1) jest nastepnikiem U (i) w sensie porzadku leksykogra-
ficznego.

Fakt 1.3 Jezeli ciagi U(i) oraz U(i + 1) sa okreslone oraz U (i) nie opisuje poprawnego
ustawienie hetmanéw, to ciag U(i + 1) jest nastepnikiem w sensie porzadku leksykogra-
ficznego ciagu U (i) uzupetionego do ciagu n elementowego o stosowng liczbe wyrazéw
n— 1.

Dowody obu faktéw nie sg trudne, w wiekszodci przypadkéw wymagaja przesledzenia
jednorazowego wykonania instrukcji znajdujacych si¢ w petli.

Z tych dwoch lematéw wilasciwie wynikaja wszystkie, interesujace nas fakty o pro-
gramie. Tak wiec zawsze konczy on prace: podczas pracy stale rosnie pewien parametr
przyjmujacy skonczenie wiele wartosci. Dalej, program nie analizuje zadnego ustawienia
dwukrotnie: kazde ustawienie p6zniej analizowane jest wieksze w sensie porzadku leksy-
kograficznego. Co prawda, pewne ustawienia nie sg analizowane przez program, ale sg to
wylacznie ustawienia niepoprawne: jezeli ustawienie (b, by, ..., b;) jest niepoprawne, a
ustawienie (ag, a1, ..., q;) spelnia nieréwnosci

(b07b17"'7bk) <lex (CL(),(II,...,CLZ) <ler (b07b17"'7bk7n_17“'7n_]—)7

to ciag (ag, ai, ..., a;) jest wydtuzeniem ciagu (b, b1, ..., bg) 1 tez opisuje ustawienie nie-
poprawne. Tak wiec zliczajac podczas pracy programu tylko ustawienia poprawne jakiego$
rodzaju powinnismy uzyskaé¢ poprawne rezultaty.

2 Zadanie 1

2.1 Tres$¢ zadania

Mowimy, ze algorytm przeszukiwania z nawrotami z wyktadu sprawdza jakies ustawienie
n hetmandéw, jezeli jest wywolywana funkcja isfree(n-1, y) dla 0 < y < n (czyli
sprawdzamy mozliwo$¢ dostawienia n-tego hetmana do ustawionych juz poprawnie n — 1
hetmanéw). Uzasadnij, ze dla n > 4 algorytm sprawdza nie wiecej niz (n/2 + 1) - n!
roznych ustawien na szachownicy n hetmanow.

2.1.1 Kilka uwag

Po pierwsze, nie ma istotnych réznic miedzy algorytmem, o ktérym mowa w zadaniu,
podanym na wyktadzie, i sformutowanym w tym tekscie, w rozwigzaniu zadania 2. W
tym tekscie, role funkcji isfree przejmuje funkcja poprawne. Analiza obu algorytméw
jest bardzo podobna.

Sformutowanie zadania zawiera mylace fragmenty. Nie jest jasno powiedziane, czym
jest n. W przytoczonej definicji sprawdzania n moze by¢ dowolna liczba. Przyjmujemy, ze
algorytm (przytoczony wyzej lub podany na wyktadzie) sprawdza ustawienie m hetma-
now, jezeli wywoluje funkcje poprawne (lub jej odpowiednik) z pierwszym parametrem o
wartosci m — 1.

Po starannym przeczytaniu nalezy dos¢ do wniosku, ze chodzi w nim o oszacowanie
liczby maksymalnych ustawien hetmanéw sprawdzanych przed znalezieniem pierwszego



poprawnego takiego ustawienia. Liczba n w poleceniu oznacza wiec rozmiar szachownicy,
czyli parametr wywotania algorytmu. Podane oszacowanie jest troche zbyt duze.

Po pobieznym przeczytaniu doszedtem do wniosku, ze w zadaniu chodzi o oszacowanie
liczby wszelkich badanych ustawien. Obie interpretacje zadania majg bardzo podobne
rozwigzania i wymagaja pokonania tych samych trudnosci.

2.2 Gléwny lemat

Przypusémy, ze bedziemy uruchamiaé¢ rozwazany program z parametrem n.
Na razie beda nas interesowaty zbiory

Pa,m = {(bg,bl,...,bmfl) . b() = CL/\E'ZU(Z) = (bo,bl,...,bmfl)},

a wiec zbiory tych ustawien m hetmanéw, w ktorych hetman z pierwszej kolumny znajduje
sie w wierszu o numerze a, i ktore sg sprawdzane podczas dzialania algorytmu.
Pokazemy nastepujacy

Lemat 2.1 Dla liczb naturalnych n > 2 1 a < n oraz liczby m takiej, Ze n > m > 2,
2bior Py, ma najwyze)
n!
(n—m+1)!

elementow.

Dowdéd. Kazdemu ustawieniu (a, by, bo, ..., by—2,0) € P,,, przyporzadkowujemy ciag
(b1, by, . .., by_2) oraz liczbe b. Przyporzadkowanie to jest réznowartosciowe.

Z Faktu 1.1, definicji U otrzymujemy, ze ciag (a, by, b, ..., by, _2) opisuje popraw-
ne rozmieszczenie hetmanéw i jako taki, jest réznowartosciowy. Stad otrzymujemy, ze
ciag (b1, b, ..., by_2) jest réznowartosciowym ciagiem dlugosci m — 2 elementéw zbioru
{i <n:i+#a}, majacego n — 1 elementéw. Wiadomo z kombinatoryki, ze takich ciagéw

jest najwyzej S
(n—l)-(n—2)~...-(n—(m—2)):m.

Tak wigc kazdemu elementowi zbioru P, ,,, przyporzadkowaliSmy pare, ktorej pierwsza
wspotrzedna nalezy do zbioru o ((;Jr)l), elementach, a druga — do zbioru n elementowego.
Takich par jest najwyzej

n!
(n—m+ 1)
Poniewaz przyporzadkowanie to jest réznowartosciowe, zbior F, ,,, ma najwyzej taka wila-
$nie liczbe elementow. O

Whniosek 2.2 Zbior U P, .» ma najwyzej (e—1)-n! < 2-n! elementow, a wiec rozwazany
m=1
algorytm sprawdza najwyzej takg liczbe ustawien hetmanow, w ktorych pierwszy hetman

znajduje sie w Wierszu a.

Dowé6d. Poniewaz wzoér z poprzedniego lematu jest stuszny takze dla m = 1, wiec mamy

n

U am'<zm (A D o TR D

m=1 m=1

1

P < (e—1). O
m!



2.3 Kolejny krok
Mamy oczywisty

Lemat 2.3 Dla dowolnych liczb naturalnych n i a < n, przynajmniej jedna z liczb a oraz
n—a— 1 jest mniejsza od n/2.

Dowéd. Gdyby obie te liczby byty przynajmniej réwne potowie n, to ich suma, czyli
n — 1, bytaby przynajmniej réwna n. O

Natomiast szachisci doskonale wiedza, ze zachodzi

Lemat 2.4 Jezeli (by,by,...,bn) opisuje poprawne rozmieszczenie hetmandw na sza-
chownicy o wymiarach n X n, to takie (n — 1 —bg,n — 1 — by,...,n — 1 — by,) opisuje
poprawne rozmieszczenie. O

Stad otrzymujemy

Whniosek 2.5 Jezeli na szachownicy o wymiarach n X n mozna poprawnie rozstawic¢ n
hetmanow, to mozna je tak poprawnie rozstawié, aby w pierwszej kolumnie hetman stat
w wierszu o numerze < n/2. O

Wiadomo tez, ze zachodzi
Lemat 2.6 Jest najwyzej (n + 1)/2 liczb naturalnych < n/2. O
Laczac dotychczasowe ustalenia mozemy tez wykazac

Lemat 2.7 Jezeli na szachownicy o wymiarach n X n mozna poprawnie rozstawic n het-
manow, to program z rozdziatu 1.2 zatrzymugje sie bezposrednio po sprawdzeniu pewnego
poprawnego rozstawienia n hetmandow, w ktorym hetman z pierwszej kolumny znajduje sie
w wierszu o numerze < n/2. Opis tego rozstawienia nalezy wige do zbioru U<y, 2 Pan-

Dowéd. Ten lemat juz ma trudniejszy dowoéd. Wymaga pokazania, ze pewne szczegdlne
ustawienie jest sprawdzane przez program. Proba bardziej szczegdltowej analizy naszego
programu zostata przedstawiona w rozdziale 1.3.

Po pierwsze musimy wiedzie¢, ze program zatrzyma sie. Tak bedzie, poniewaz prze-
glada kolejno, w porzadku leksykograficznym, wszystkie poprawne rozstawienia. Wiec w
koncu znajdzie poprawne rozmieszczenie n hetmanéw, jezeli takie istnieje.

Powinnismy ponadto pokazaé, ze dla takiego programu stwierdzenie ,wszystkie roz-
mieszczenia n hetmandéw mniejsze w sensie porzadku leksykograficznego lub réwne (b[0],

b[1],...,b[k]) nie sa poprawne” jest niezmiennikiem petli.
Teraz mozemy wzia¢ dwa poprawne rozstawienia: (bg,by,...,b,—1), czyli to, ktore
spowodowalo zatrzymanie programu, oraz (ag, ai, . .., a,_1) takie, ze ag < n/2, istniejace

na mocy zalozenia. Nier6wnos¢

(ag, a1, ..., an-1) <iex (bo,b1,...,bp_1)

przeczy temu, ze wyzej podane stwierdzenie jest niezmiennikiem programu. Nieréwnosé
przeciwna implikuje, ze by < ag < n/2. O

Lemat 2.8 Jezeli na szachownicy o wymiarach n X n mozna poprawnie rozstawic n het-
manow, to program z rozdziatu 1.2 analizuje tylko te rozstawienia m hetmanow, ktore
nalezqg do Ua<ny2 Pan-



Dowod. Zbior Uycy, /2 P wraz z kazdym elementem zawiera wszystkie ciggi n elemen-
towe mniejsze od niego w porzadku leksykograficznym. Poniewaz program analizuje roz-
mieszczenia w porzadku leksykograficznym, i ostatnie analizowane rozmieszczenie n het-
manéw nalezy do tego zbioru, wiec wszystkie wczesniej analizowane rozmieszczenia n
hetmanow tez nalezg do tego zbioru. O

Whiosek 2.9 Jezeli na szachownicy o wymiarach n X n mozna poprawnie rozstawic¢ n
hetmandow, to program z rozdziatu 1.2 analizuje nie wiecej niz (n + 1)!/2 rozstawien n
hetmanow.

Dowdéd. Wystarczy policzy¢ liczbe elementow zbioru, o ktorym jest mowa w poprzednim
lemacie, korzystajac z lematow 2.1 oraz 2.6:

|
‘ Upaan|:Z’Pa,n‘<Zn'<n—2i_1n':(n_gl)D

a<n/2 a<n/2 a<n/2

Whiosek 2.10 Jezeli na szachownicy o wymiarach n X n mozna poprawnie rozstawic n
hetmandw, to program z rozdziatu 1.2 analizuje nie wiecej niz (n+ 1)! rozstawieri hetma-
now.

Dowdd. Najpierw trzeba zauwazy¢ (podobnie jak w lemacie 2.8), ze wszystkie rozstawie-
nia hetmanow analizowane przez rozwazany program naleza do zbioru U<y, /o Up—1 Pa,m-

Dalej liczymy jak w poprzednim lemacie, korzystajac z wniosku 2.2 oraz lematu 2.6:

U UPml < X T UPml< Y 20l<

a<n/2 m=1 a<n/2 m=1 a<n/2

n+1

2-nl=(Mm+ 1. O

Zauwazmy jeszcze, ze ostatni wniosek pozwala na dos¢ dobre oszacowanie ztozono$ci
programu szukajacego poprawnego rozstawienia hetmanéw. Co prawda, podaje oszacowa-
nie liczby sprawdzanych rozmieszczen, ale — jak wiemy — jest to takze oszacowanie liczby
wywolan funkcji poprawne (kazde wywotanie tej funkcji sprawdza inne rozstawienie het-
manéw). Oszacowanie jest dobre w tym sensie, ze jest widoczna zaleznosé miedzy liczba,
wykonanych petli, a liczbg sprawdzonych rozmieszczen. Tym nie mniej, samo szacowanie
mozna wyraznie poprawic.



