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Antoni Koscielski

Zadanie 8 z listy 1 dotyczy problemu algorytmicznego ”podaj liczbe wystapien stowa S w
teksécie T”. Sformutowanie tego problemu nie jest (nie bylo) w pelni jasne.

1 Pojecie stowa

Aby zdefiniowa¢ informatyczne pojecie stowa, musimy mie¢ alfabet. Formalnie jest to dowolny
zbiér skonczony. O jego elementach myslimy jak o znakach. Moze to by¢ zbior liter, ktorymi
sie poshugujemy, zbiér znakow mozliwych do wprowadzenia z klawiatury komputera, albo na
przykltad zbior cyfr. W jezykach programowania mamy zwykle typy znakowe (na przyktad
char) i pewien zbiér wartosci takiego typu peliacy role alfabetu. Dalej bedziemy zaktadaé, ze
postugujemy si¢ ustalonym alfabetem.

Stowa to skonczone ciagi znakéw. Stowo jest okreslone, jezeli znamy jego dtugosé i kolejne
znaki. Jezeli a, b i ¢ sg znakami, to mozemy z nich utworzy¢ cigg dtugosci 7 o wyrazach a, b, c,
b, ¢, c oraz a. Taki ciag czesto przedstawiamy jako abcbeca (w jezykach programowania zwykle
ujmujemy ten napis dodatkowo w apostrofy). Programisci stowa nazywaja réwniez napisami,
tancuchami lub stringami. Stowa bywaja implemntowane jako tablice, bywa ze indeksowane
od 0. Bedziemy nasladowa¢ zwiazana z tym symbolike. Jezeli opisane wyzej stowo oznaczymy
litera A, to wzory A[0] i A[3] beda oznaczaé odpowiednio pierwszy (czyli o indeksie 0) i czwarty
wyraz podanego ciagu, czyli A[0] = a i A[3] = b. Dlugosé stowa A bedziemy oznaczaé¢ symbolem
| A|, mamy wiec | A|=T7.

Rysunek 1 przedstawia stowo T (jest ono reprezentowane za pomoca dtugiej linii). Pod
ta linig zostato wymienione kilka liter, ktére mogtyby by¢ poczatkowymi literami stowa T
Pierwsze 7 z tych liter to litery stowa A.
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abcbccacca. . . stowo T
Rysunek 1.

Stowo T zostato dodatkowo podzielone na trzy czesci. Kazda z tych czesci mozna utworzy¢ w
ten sam sposob: przez wykreslenie pewnej liczby poczatkowych liter stowa 1", by¢ moze réwnej
0, oraz koncowych, takze by¢ moze réwnej 0. Stowa, ktére mozna w ten sposob otrzymac ze
stowa T nazywamy podstowami T'. Tak wiec stowa A, B i C' z rysunku 1 sa podstowami 7T'.

Z drugiej strony, stowo T" mozna otrzymac przez ztaczenie stow A, B i C. Zlaczenie jest
podstawowa operacja na stowach: majac dwa stowa A i B o dtugoséciach odpowiednio m i
n mozemy je zlaczyé (potaczyé, skonkatenowaé) tworzac stowo o diugosci m + n, sktada sie
z m liter stowa A, wymienionych w tej samej kolejnosci, w jakiej wystepuja w stowie A, po



ktorych znajduje sie n liter stowa B, wymienionych w kolejnosci znanej ze stowa B. W jezykach
programowania konkatenacje czesto oznacza sie symbolem +. Tak wiec zwigzek T ze stowami A,
B i C' mozna wyrazi¢ wzorem T = A+ B+ C'. Jednak raczej bedziemy stosowaé¢ inng symbolike
i wzér ten zapiszemy w postaci T = ABC, a takze w postaci T = abcbcca BC' utozsamiajac
pojedyncze litery z jednoliterowymi stowami.

2 Rodzaje podstéw i ich wystgpienia

Stowo A z Rysunku 1 jest prefiksem 7. Tak nazywamy niepuste stowo A o dtugosci < | T |,
ktorego kolejne litery sa takie, jak litery stowa 7', a wiec takie stowa A, ktére spetniaja réwnosci
Ali] = T[i] dla wszystkich ¢ < | A|. Stowo T ma jeszcze dwa niewlasciwe prefiksy: stowo puste,
dtugosci 0, niezawierajace zadnych liter, oraz stowo T'.

Niepuste stowo C' jest sufiksem stowa T', jezeli jest krotsze niz T oraz dla wszystkich i < |C'|
zachodza réwnosci C[i| = T[|T'| — | C'| +1]. Kazde stowo ma tez dwa niewtasciwe sufiksy, stowo
puste i siebie. Stowo C' przedstawione na Rysunku 1 jest sufiksem stowa T'.

7 kolei wystapieniem podstowa B w stowie T nazywamy podstowo B tego stowa wraz
z informacjg, jak B jest polozone w stowie T. Mozna na przyktad powiedzie¢, ze mamy na
mysli wystapienie stowa B poprzedzone prefiksem A. Sam prefiks A nie jest istotny. Mozna tez
okresli¢ wystapienie podstowa B podajac, ze jest poprzedzone prefiksem o pewnej dtugosci k.
Kolejne sposoby to stwierdzenia, ze chodzi nam o podstowo B, ktérego pierwsza — ewentualnie
ostatnia — litera jest k-tg litera stowa T

Zgodnie z bardzo formalng definicja wystapieniem stowa B w stowie T' nazywamy liczbe
naturalna k < |T'| — | B | taka, ze B[i] = T'[k + i] dla wszystkich i < | B |.

Dwa wystapienia pewnego stowa sa widoczne na Rysunku 2 (litery A, B i C' oznaczaja teraz
co$ innego). Oprocz linii reprezentujacej stowo 7' sg tam narysowane krétsze linie reprezentujace
dwa wystapienie stowa S. Taka sytuacje tatwo stworzy¢: mozemy wziac na przyktad stowa
T = ababcabcababe i S = abcab.

A B C D

wystapienia stowa S stowo T

Rysunek 2.

Takie dwa wystapienia S rozbijaja stowo T na podstowa A, B, C', D i reszte. Pierwsze
wystgpienie S jest poprzedzone prefiksem A, drugie — prefiksem AB.

Bardzo interesujace dla nas jest jeszcze stowo C' z Rysunku 2. Stowo to jest prefiksem sto-
wa S, a wladciwie jego drugiego wystapienia, i jednoczesnie jest sufiksem stowa S (pierwszego
wystapienia tego stowa). Aby wygodnie méwi¢ o takiej sytuacji, wprowadzimy pojecie presu-
fiksu. Niepuste stowo C' bedziemy nazywaé presufiksem stowa S, jezeli | C'| < | S| 1 jezeli dla
wszystkich ¢ < | C'| zachodza réwnosci C[i] = S[i] = S[| S| — | C | + i].

3 Algorytm naturalny

Najprostszy algorytm sprawdza dla kolejnych liter stowa 7', czy litera pierwsza pewnego wy-
stapienie stowa S i zlicza takie litery. Bedziemy zakladaé!, ze taki algorytm dostaje jako dane

!Znane w peli powinno byé stowo S. Stowo T' mozemy czytaé¢ znak po znaku. Dobrze jest znaé dtugosé T,
ale nie jest to konieczne. Wystarczy, ze potrafimy poznaé, ze cale stowo T' zostalo juz przeczytane.



dwa stowa T i S, reprezentowane jako tablice znakéw indeksowane od 0, a takze ich dtugosci
| T|i]S | Mozna zapisaé¢ go w nastepujacej postaci:

[ < 0; //zmienna [ bedzie licznikiem wystapien S

i «— 0; //zmienna i pamieta indeks pierwszej litery badanego, potencjalnego wystapienia

S

dopdkii < | T | —| S| wykonuj
jezeli od i-tej litery T' rozpoczyna si¢ wystapienie S, to [ «— [+ 1;
11— 1+ 1;

wypisz .

Aby ten program byl zrozumialy, trzeba wyjasni¢, jak sprawdzi¢, czy pewne wystapienie
stowa S w T zaczyna si¢ od i-tej litery, lub inaczej, zgodnie z formalna definicja, czy @ jest
wystapieniem S. Sprawdza to nastepujaca procedura, ktéra jako dane otrzymuje stowa S i T,
ich dtugosci | S'| 1| T |, oraz liczbe i, dostatecznie mala:

j < 0; //indeks poréwnywanej litery stowa S

dopdki j < | S| oraz wykonuj
jezeli S[j| # T[i + j], to zwrdé, ze i nie jest wystapieniem S;
ji=j+1

zwr6é, ze 1 jest wystapieniem S.

Dwuczedciowy schemat blokowy powyzszego algorytmu znajduje si¢ na rysunku 3.
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Rysunek 3.

Schematy blokowe algorytmu naturalnego (po lewej) i procedury sprawdzajacej,
czy i jest wystapieniem S (po prawej).

Nietrudno zauwazy¢, ze ztozonos$¢ algorytmu naturalnego jest proporcjonalna do |T'|-|S|.

3



4 Prostsze algorytmy

Wydaje sie, ze w wielu przypadkach istnieja prostsze algorytmy rozwiazujace analizowany
problem. Tak jest na przyktad, gdy liczymy wystapienia stowa ujetego w nawiasy (stowo takie
zaczyna sie¢ nawiasem otwierajacym, konczy — zamykajacym, wewnatrz tego stowa nie wystepuje
nawias otwierajacy), albo gdy liczymy wystapienia stowa w sensie gramatycznym, a wiec, gdy
stowo S' jest ograniczone spacjami a wewnatrz niego spacja nie wystepuje, a nawet, gdy stowo
S zaczyna sie litera, ktora nie wystepuje w nim na dalszych pozycjach.

Przyktadem takiego algorytmu moze by¢ nastepujacy:

[ < 0; //zmienna [ bedzie licznikiem wystapien S

j < 0; //zmienna j przebiega indeksy liter stowa S

dopoki nie zostato przeczytane cale stowo T" wykonuj
wczytaj do t kolejng litere stowa T7;
jezelit = S[j], to j «— 7+ 1;

jezelij=|S|,tol—1+1; j«—0

w przeciwnym razie j < 0

wypisz .

Podany algorytm dziala w czasie proporcjonalnym do | T'|, ale nie jest w pelni poprawny,
wymaga, aby stowo S spelniato pewne zatozenia, na przyktad wyzej wymienione.

5 Idea kolejnego algorytmu

Przypusémy, ze czytamy od lewej do prawej stowo T szukajac w nim wystapien stowa S.
By¢ moze udato nam si¢ stwierdzi¢ w stowie T" pewien prefiks stowa S. Taka sytuacja jest
przedstawiona na Rysunku 4, przeczytanym prefiksem S moze by¢ stowo BC'D. Kolejna litera
stowa T mogta okaza¢ sie rézna od kolejnej litery stowa S

A B C D stowo S
{ /
\/ I
prefiksy stowa S ‘mo T
Rysunek 4.

W tej sytuacji wiemy, ze prefiksu BC'D nie mozna przedtuzy¢ do wystapienia S, ale wiemy
tez, ze wlasnie przeczytaliSmy prefiks BC'D, a kolejne wystapienie S powinno zaczynac sie na
prawo od konca A. Moze nim by¢ wystapienie S poprzedzone prefiksem ABC. Zauwazmy, ze
wtedy stowo D jest presufiksem stowa BC'D.

Gdyby$my wczesniej zbadali presufiksy BC' D, mogliby$my znaé¢ dtugosé¢ D. Wtedy spraw-
dzanie, czy po prefiksie ABC znajduje sie wystapienie S moglibysSmy zaczaé nie od litery stowa
T o indeksie | ABC/, a od litery o indeksie | ABC' D], czyli od miejsca, do ktérego stowo T zostato
juz przeczytane. Mogtoby to pozwoli¢ na znalezienie wszytkich wystapien S po jednorazowym
przeczytaniu stowa 7.



6 Zadanie pomocnicze: wylicz presufiksy S

6.1 Wilasnosci presufiksow

Kilka wtasnosci presufiksow jest tatwe do zauwazenia. Na przyktad mamy

Lemat 6.1 Stowo X jest presufiksem A wtedy i tylko wtedy, gdy X jest najdtuzszym presufik-
sem A, lub gdy jest presufiksem najdtuzszego presufiksu A. O

Lemat ten méwi dwie rzeczy. Po pierwsze, bardzo wazne sg najdtuzsze presufiksy: jezeli je
znamy, to w pewnym sensie znamy wszystkie inne. Po drugie, jezeli znamy najdtuzsze presu-
fiksy, to ten lemat podaje precyzyjna, rekurencyjna definicje zbioru wszystkich presufiksow.

Presufiksy dtugoséci > 1 mozna tez wylicza¢ rekurencyjnie w oparciu o nastepujacy

Lemat 6.2 Stowo X # a jest presufiksem Aa wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci X = Ya
dla pewnego Y bedgcego presufiksem stowa A (a jest tu pewnym znakiem, Aa oznacza stowo A
z dopisang na koncu literg a, czyli konkatenacje A i jednoliterowego stowa a). O

6.2 Sformulowanie problemu
Bedziemy rozwiazywac¢ nastepujace zadanie:
Dane: niepuste stowo S, czyli tablica znakéw indeksowana liczbami od 0 do | S| — 1,

Wynik: tablica liczbowa F' indeksowana od 1 do | S|, w ktorej F[i] jest dtugoscia najdtuzszego
presufiksu stowa S[0]S[1]...S[i — 1], czyli prefiksu dtugosci @ stowa S (w szczegdlnosci
F[i] =0, jezeli S[0]S[1] ... S[i—1] ma tylko presufiksy niewltasciwe, wtedy 0 jest dtugoscia
najdtuzszego presufiksu krotszego niz cale stowo, ale niewtasciwego).

6.3 Algorytm rozwigzujgcy powyzszy problem
Dane: niepuste stowo S,

1+ 1; //bedziemy poréwnywaé pewien prefiks stowa S z pewnym sufiksem, i to
indeks wskazujacy litere sufiksu.

F[1] < 0; //stowo jednoliterowe S[0] nie ma wtasciwych presufiksow. Stad obliczenia
zaczynamy od ustalenia, czy jednoliterowy sufiks S[1] jest presufiksem sto-
wa S[0]S[1] (jest prefiksem S[0]) i poczatkowa warto$é i jest réwna 1.

J <0 //7 to indeks wskazujacy litere sufiksu, poczatkowo wskazuje pierwsza litere
S. Zawsze bedzie zachodzi¢ nieré6wnosc j < 1.

dopdki i < | S| wykonaj
//w tym momencie stowo A = S[0]S[1]...S[j — 1] jest najdtuzszym, jeszcze

nieprzeanalizowanym presuﬁksem siowa B = S[0]S[1]...S[i — 1] oraz sa
juz okreslone wartosci F[1], F[2],. .., F[i].

jezeli S[i] = S[j], //z lematu 6.2: AS[j] jest presuﬁksem BS|i]
to Fli+1]«—j+1;j«—j+1;i«—i+1;

w przeciwnym razie, jezeli j =0, //jezeli BS[i| nie ma nawet jednoliterowego
presufiksu



to Fli+ 1]« 050« i+1

w przeciwnym razie j < F[j] //zgodnie z lem. 6.1, S[0]S[1]...S[F[j]—1] jest
kolejnym, krotszym presufiksem B

//cala tablica F zostala wypelniona i jest do wykorzystania.

6.4 Zlozonosé algorytmu

Mozna zauwazy¢, ze kazde wykonanie petli dopdoki zwicksza warto$¢ wyrazenia 2i — j. Po-
czatkowa wartoscia tego wyrazenia jest 2, koficowa — nie przekracza 2| S |. Petla jest wiec
wykonywana najwyzej 2| S | razy i ztozonosé algorytmu jest O(] S'|).

Aby zrozumie¢ ten dowdd, mozna sie przyjrzeé raz jeszcze algorytmowi. Polega on spraw-
dzaniu coraz to innych wartosci 4, j, czy prefiks S[0]S[1]...S][j] jest sufiksem S[0]S[1]...S[d].
Jest to takze sprawdzanie, czy sufiks S[i — j]S[i — j + 1] ... S[i] stowa S[0]S[1]...S[i] jest tak-
ze jego prefiksem. Podczas wykonania algorytmu ten sufiks przesuwa sie stopniowo w prawo.
I to podczas kazdego wykonania petli przesuwa sie istotnie: zwigksza sie albo indeks lewego
konca, albo obu koncéw o te sama wartosé. Zwieksza sie wiec suma indekséw obu koncow
wspomnianego sufiksu.

7 Kolejny algorytm rozwigzujacy zadanie 8

Algorytm ten bedzie bardzo podobny do poprzedniego. Wezeéniej, dla kazdego prefiksu stowa

S szukaliSmy mozliwie dtugiego, wtasciwego sufiksu, ktéry byt takze prefiksem S. Teraz dla

kazdego prefiksu stowa T bedziemy szukaé¢ jego mozliwie dtugiego sufiksu, ktory jest takze

prefiksem stowa S i zlicza¢ te prefiksy T', ktore beda sie konczy¢ catym stowem S.
Przypomnijmy specyfikacje zadania:

Dane: dwa stowa: niepuste stowo S i stowo (tekst) 7.

Wiynik: liczbna wystapien stowa S w stowie T'.

Specyfikacja ta wymaga uzupetnienia. Stowo S powinno by¢ znane w catosci, w szczegdlnosci
powinna by¢ znana jego dlugos¢ i nie powinna by¢ to zbyt duza liczba. Stowo T moze by¢
czytane litera po literze, jego dtugos¢ nie musi by¢ znana i moze by¢ bardzo duza. Moze by¢
to stowo, ktorego nie mozna zapamicta¢ w pamieci operacyjnej komputera. Musimy jednak
umieé¢ stwierdzi¢, ze zostato przeczytane cate stowo T'. Jedno z rozwigzan, ktore jest w tym
celu stosowane, przewiduje, ze kazde stowo jest zakonczone specjalnym znakiem konca stowa,
czyms$ w rodzaju kropki konczacej zdanie. Bedziemy zaktadaé, ze stowo T konczy sie takim
specjalnym znakiem.

Interesujace nas zadanie moze zosta¢ rozwigzane za pomoca nastepujacego algorytmu:

Dane: dwa stowa: niepuste stowo S i tekst 7.

Uruchom algorytm z rozdzialu 6 podajac jako dane stowo S i oblicz tablice F;

//dla przypomnienia: tablica F jest indeksowana od 1 do | S|, element F'[i] za-
wiera dtugosé maksymalnego presufiksu stowa S[0]S[1]...S[i—1] (prefiksu
dtugosci i stowa 5).

[« 0; //zmienna [ bedzie pamietaé liczbe dotychczas znalezionych wystapien sto-
wa S.



j <0 //7 to indeks wskazujacy litere (prefiksu) stowa S, poczatkowo wskazuje
pierwsza litere S.

wcezytaj t; //dokladniej: instrukcja ta przypisuje zmiennej ¢ pierwsza, nieczytana jeszcze
litere stowa T'. Jezeli tekst T' jest pusty (lub zostal caly przeczytany), to
instrukcja ta spowoduje przypisanie zmiennej ¢ specjalnego znaku konca
tekstu.

1+ 1; //Zmienna ta pamigta liczbe pobranych liter stowa 7. Nie jest potrzebna,
mozna ja usunaé z algorytmu, ale zostanie wykorzystana do oceny ztozo-
nosci.

dopdki ¢ nie jest znakiem konca tekstu wykonaj

//w tym momencie stowo A = S[0]S[1]...S[j — 1] jest sufiksem stowa B =
T[O]T[1]...T[i—2], at jest kolejnym (i-tym) znakiem stowa T, t = T'[i —1].

jezeli t = S[j], //jezeli AS[j] jest sufiksem Bt

to wezytaj t; i «— i+ 15 j «— j+1; //przygotowujemy sie do badania kolejnych
znakéw stow S 1 T, wartoscig j jest teraz
| A |+ 1, czyli dlugoséé znalezionego sufiksu.

jezeli j =15, //jezeli znaleziony sufiks jest calym S

tol«—1+1; 5« F[j] //zwiekszamy licznik wystapien S i przygoto-
wujemy sie do badania, czy najdtuzszy presu-
fiks znalezionego wystapienia S daje si¢ wy-
dhuzy¢ do kolejnego wystapienia

w przeciwnym razie, jezeli j = 0, //jezeli wszystkie prefiksy S konczace stowo B,
nawet pusty, nie sg czedcig wystgpienia S

to wezytaj t; i «— 1+ 1 //wydtuzamy badany fragment stowa T, wiemy,
ze nie konczy sie on zadnym niepustym pre-
fiksem S, zauwazmy, ze wartos¢ j nadal jest
rowna 0

w przeciwnym razie j <« F[j| //S[0]S[1]...S[F[j] — 1] jest kolejnym, krot-
szym sufiksem B, ktory by¢ moze jest cze-
Scig kolejnego wystapienia S, przystepujemy
do sprawdzania, czy tak jest.

wypisz [.

7.1 Ocena zlozonosci przedstawionego algorytmu

Ztozonos¢ powyzszego algorytmu szacujemy doktadnie tak, jak algorytmu z rozdziatu 6: kaz-
dorazowe wykonanie instrukcji z petli dopéki powoduje zwigkszenie wartosci wyrazenia 2i — j.
Poczatkowo warto$é¢ ta jest rowna 2. Zmienna ¢ zlicza wezytane litery stowa T'; tak wiec in-
strukcje w tej petli sa wykonywane najwyzej 2| T' | razy. Pierwsza instrukcja algorytmu wyma-
ga wykonania O(| S |) czynnosci, pozostate — O(] T'|). Ztozonos¢ calego algorytmu jest wiec
O(SI+1T).



