1 Przyktad dowodu poprawnosci programu

Rozwazamy program P (nieco zmodyfikowany w poréwnaniu z programem z zad 6 z listy 8):
1) Dane: tablica a indeksowana liczbami od 0 do n — 1 i liczba w.

2) 1 =p = 0; s = a[0];

3) while (s #w oraz p <n—1) {

4)  if (s <w) {s =s + alp]; p++}

)
)
)
)
5)  else {s = s —alll; I++}
)
)
)
)

D

}

7) while (s > w) {
8 s =s —all]; 1I++

}

oraz jego specyfikacje

9

{(Vi<n 0<ali])oraz 0 < w} P

jezeli dx <n /\ , to s = w oraz s # w w przeciwnym razie.
J vy (e <y

Pokazemy poprawnosé tej specyfikacji. Zroblmy to pokazujac poprawnosé¢ dwoch innych specyfika-
cji: plerwszej

P
{Vi<n 0<ali], 0<w, 0K LK P<noraz Y ali]=w}P {s=uw}

=L

oraz drugiej
{Vi<n 0<ali], 0 <woraz ~3z,y (x y<n/\z w)} P {s # w}.

Mamy nadzieje, ze jest przynajmniej intuicyjnie jasne, ze przedstawiony plan jest poprawny. Polega
on na rozwazeniu dwoch przypadkow: albo istnieja x 1 y takie, ze x < y < n oraz Y7, ali] = w,
albo nie. Zauwazmy tez, ze podczas wykonywania programu P nie ulegaja zmianie zaréwno tablica
a, jak i warto$¢ zmiennej w. Tak wiec, jezeli takie x i y istniejg przed wykonaniem P, to istnieja
takze po wykonaniu. I jest analogicznie, jezeli nie istnieja.



1.1 Poprawnos$¢ pierwszej pomocniczej specyfikacji
WezZmy dwie formuty
p

oraz

Zauwazmy, ze

Lemat 1.1 Z zaloZeri Vi < n ali] > 0 oraz X7, ali] = w > 0 i z formuly ® wynikajq nastepujgce
stwierdzenia:

1) s>0=1<p,

9) s#w=14LVp#P,
3)s>wAp<P=I1<L,
4) s<wANl<L=p#P.

Dowdéd. Lemat jest chyba oczywisty (wskazane sa dowody metoda nie wprost), a drobne wyjasnie-
nia sa potrzebne najwyzej w przypadku wtasnosci 1). Dotyczy ona sumy >, a[i], ktéra w jednym
przypadku ma postac¢ Y37_ . afi]. Wtedy jest to suma pustego zbioru sktadnikéw i nalezy przyjac,
ze jest réwna 0. O

Lemat 1.2 Jezeli Vi <n 0< ali], P <n oraz f_; ali] = w > 0, to formula ® jest niezmienni-
kiem petli while z punktu 3) programu P.

Dowdéd. Mamy wiec wykazaé, ze przy podanych zatozeniach zachodzi nastepujace stwierdzenie:
{sZwAp<n—1A®}if (s <w) {s=s+ a[p]; p++} else {s = s - a[l]; 1++} {D}.

Latwo zauwazy¢, ze ta instrukcja warunkowa tak zmienia wartosci zmiennych s, [ i p, ze jest za-
chowywany trzeci czon formuty ®. Jezeli wykonanie instrukeji zwigksza wartos¢ p, to zachowywany
jest tez czwarty czton ®. Jezeli jednak jest zwiekszana wartosé [, to z lematu 1.1 p. 1) otrzymujemy
silniejsze oszacowanie | < p i po zwigkszeniu [ nadal bedzie zachodzi¢ | < p 4+ 1. Fakt, ze zacho-
wywane sg dwa pierwsze oszacowania wartosci [ i p wynika z trzech ostatnich punktow lematu
1.1. Stwierdzajz one, ze w kazdym z przypadkoéw zachodzg silniejsze oszacowania, pozwalajace na
zwiekszenie wartosci zmiennych z zachowaniem dowodzonych oszacowan. O

Lemat 1.3 Jezeli Vi < n 0 < afi], p= P < n oraz Y1, ali] = w > 0, to formuta U jest
niezmiennikiem petli while z punktu 7) programu P.



Dowdéd. Podobny do dowodu poprzedniego lematu. O
Lemat 1.4 Program P spetnia pierwszq, pomocniczq specyfikacje.

Dowéd. Zaltézmy, ze 0 < ali] dla wszystkich i < n, 0 < L < P < n oraz .7, ali] = w > 0.
Nietrudno zauwazy¢, ze w tej sytuacji, po wykonaniu podstawien z punktu 2) z programu P formuta
® staje si¢ prawdziwa.

Wobec tego i na mocy lematu 1.2, po wykonaniu instrucji while z punktu 3) zachodzi formuta
®, a takze negacja warunku z tej petli, a wige przynajmniej jedna z formut s = w lub p > n — 1.

Jezeli s = w, to dalej nie sg juz wykonywane zadne podstawienia i ta rowno$é¢ zachodzi takze
po zakonczeniu dziatania programu.

Jezeli n — 1 < p, to takze p < P < n (gdyz zaktadamy réwniez, ze ®) i, w konsekwencji,
mamy n — 1 = p = P. Zachodzi tez formuta ¥ (gdyz jest konsekwencja formuty @), ktéra na mocy
lematu 1.3 jest niezmiennikiem instrukcji while z punktu 7. Wobec tego, po zakonczeniu dziatania
programu zachodzi formuta ¥, negacja warunku z instrukecji while, czyli stwierdzenie s < w, oraz
réwnosci n — 1 = p = P (gdyz instrukcja z punktu 7 nie zmienia wartosci p).

Zachodza wiec nier6wnos$é | < L oraz réwnosci p = P i s = Y% a[i]. Stad mamy
p P P
s=> ali]|=> ali] > ) ali] =w.
i=l i=l i=L

Poniewaz zachodzi takze nierownosé¢ s < w, wiec mamy s = w. O

1.2 Poprawnos¢ drugiej pomocniczej specyfikacji

Poprawnos¢ drugiej specyfikacji wynika z dwoch spostrzen. Po pierwsze, wlasnosé
y
—Jz,y (z <y<nAd_ ali]=w)

jest prawdziwa zawsze podczas wykonywania programu P, jezeli tylko jest prawdziwa przed jego
uruchomieniem. Wynika to stad, ze program P w zadnym momencie nie zmienia warto$ci zmiennej
w i tablicy a.

Po drugie, rownosé

s = ia[z’}

jest zachowywana przez obie petle z programu P (jest niezmiennikiem tych petli).

Powyzsza rownos¢ jest prawdziwa przed wykoniem petli z punktu 3). Jest wiec prawdziwa takze
po wykonaniu tej petli, czyli przed wykonaniem petli z punktu 7). Jako niezmiennik tej petli jest
tez prawdziwa po jej wykonaniu, na konicu programu.

Obie wspomniane wtasnosci, razem implikujg, ze s # w. Oznacza to, ze zachodzi takze druga z
rozwazanych specyfikacji.



